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The Stress Function in the Case Where an Impact Force is Applied

by Hideyuki OHTAKI

Analyzing the stress distribution of an elastic body to which an impact force is applied on its

boundary is one of the most interesting problems in the engineering field of machine elements

strength. But owing to the absence of a useful and easy method to analyse the stress distribution of

arbitrary shaped elastic body, it is hard to analyze the strength of machine elements to which an

impact force is applied. So丘rstly we should derive an easy and useful method and then analyse the

stress distribution of some machine elements. This report derives an easy method which uses the

complex stress function. Using this method, it will be easier to assess the strength of machine
elements.
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1.ま　え　が　さ

衝撃問題は機械要素や構造物の動作の信頼性,秦

命,あるいは振動や騒音に関連した問題として重要視

されてきている.しかし,機械要素の動的問題に関す

る研究を概観(1X2)してみると,円環あるいは有孔無限

板に衝撃力を受ける場合についてラプラス変換を利用

して衝撃応力が解析されている程度である.衝撃問題

は定量的な把握が難しく,固有振動数などの観点から

現象論的に説明されることが多い(3)が,現在の衝撃問

題に対する要請を考慮すると,ねじ,歯車などの任意

形状の機械要素に対して,応力関数を利用して簡易に

衝撃応力を解析し,近似的にでも寿命とか安全性を把

握することが望まれる.本報では,上記のようなこと

を考慮し,衝撃力の加わる場合の応力関数を導くこと

を試みた.用いた主な記号は,

ox, Gy, Txy蝣X, y軸方向の垂直応力,せん断応力

Ex,」 ,γ抑　x,y軸方向の垂直ひずみ,せん断ひずみ

okk-Ox+oy十oz

Vx, V, :I,y軸方向変位
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β :弾性体の密度

E :縦弾性係数

ft-E 2(1+u)

A-Ev (l+v)(l-2v)

&-U+2m)/p

G -m/p

・ 〒-孟+孟一去芸

ここ　　　・V (.-<"蝣!-

2.基礎式の誘導

衝撃力が加わる場合,釣り合い条件式は慣性項を考

慮し

普+普-p昔　　　日蝣d)

普+普-p普　--・・・-・・---(2,
で与えられる.平面歪の場合,応力とひずみには

2neェ-Ox-Al {ZA+2a)-okk

2fi」v-0,-A/(3A十2fi)-a.ぽ・-　・-(3)

2FLγxy - Txy
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(OKK=(3A+2(i)/2U+ii)-o}

ひずみと変位には,

」x= ∂VJ&

Eg-∂Vy dv
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□〒D呈F,-0

□号口蓋F2-0

□号□芸^3-0

γ蝣*サ-(∂Vjdx+∂Vxldy)/2-　　　　蝣( 6 )

なる関係がある.

さて,ここでまず式(1)を∬にて,式(2)を〟にて

微分し,互いに加算し整理すると

d2gr
ax2-dxd,-p3t2¥dx3Vy
dy 蝣(7)

一方,式(4)-(6)より求まるひずみの適合条件式に

式(3)を代入し整埋すると

説03-誌ff--K妥|oサー面缶okk)

式(7)と式(8)よりTEyの項を消去し,整理すると,

+^r-
3x28y1d2)・(9)

同様に,式(1)を∬にて,式(2)を〟にて微分し,

互いに減算して整理すると

(>蝣∴いて主I//"・・∴;.)-..

Bern

また,式(1)を〟にて,式(2)を∫にて微分し加算し

て整理すると,

孟+(芸+孟一吉芸k**-o-(ll)

式(9)-(ll)が基礎式となる.

式(9)-(ll)を満足する関数として,

・:.主上∵1蝣-蝣)/ (!∴'(・

)/・・-

・-(孟-去芸M芸十孟

;.. f.i′・

蝣/・,　∴言)/・
meの

を選ぶ.上式は,時間項を考慮しない場合には,従来

のAiryの応力関数(4MS)と一致する.式(12)を式(9)

-(ll)に代入し,整理すると,

となる.よって,上式を満足するpi,/*2,Jrzを求めれ

ばよい.

3.応力関数の誘導

3・1応力関数　　まず,式(13)を満足する関数を

求める.衝撃力は数値解析の際,一般にフーリエ級数

展開して扱われる.その際の周波数a)Sを有する成分

を考慮し,

Fj-∑ ∑ ∑ W,,nma?-αse"　　　　　-(14)
s-Ort-0m=0

(;-1,2,3)

αi-coi/a, α2-a>孟/C22

として扱う.

式(14)を式(13)に代入し,展開すると

真義ゑ[(孟十番vj,nmai -α2m

i(α +a2芸+孟IWj,nr

xαln・α '+ Vj,nmαr+1-ff2""+1je"""-o -(15)

ここで,式(15)をα㍗・α㌢の項について整理し直すと,

真義封(孟+豊vj,n-

・(芸+芸¥ws.

十(豊+豊wj.n.m-1+ Vj--1 Iff"
×a?eia>"-0　　(7-1,2,3)--　-(16)

となる.上式を満足する関数を, n,mの低次のものか

ら順に記すと,

(芸+孟^・,00-0日　　　・(17)

(孟+豊30.io十(孟+昔I80,00-0
- 18

(芸+孟)V,1I +(芸十豊) >Fj,O,

I(芸+昔¥・j.i.+?"蝣..00-0 -　・(19)

よって,Wj,mを求めれば,きれを利用しVj.XO,Vム日

などが求まり,結局式(14)にて応力関数が決まる.

^',。。は,Airyの応力関数と一致するので,既に解析

されているものを準用しうる.また,式(16)からもわ
i1かるように・},n,にはW.-ffl.
ij.fim-j,mnの関係がある.
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さて,ここで上式の適用がより容易となるよう,複

素平面で表示し扱う.すなわち,変換則に従い,

孟-孟+豊,昔-i(孟-孟) ・. -- (20)
であるから,まず式(17)より,周知の関数

Vj,。。-2 Re[<pJm。(z )+ z甲i,。。i(z)]　-・(21)

が求まる.

次に,このWJMを式(18)に代入し, Vj.uを求める

と

・r,-.i。-2Rek山。(z)+ zpj,i。i(z)十Z-2

× pj.imiz)]

ただし　pi.102--Pj,001/8--5/52

9j.i。。(z), fj,i。i(z)などの具体的な関数形は,従来の

応力関数同様,境界条件を勘案して決定される.その

際, pj,O。i(z)に関する項を含むこととなるので,結局

viMはVjMの関数を含む形で漸化的に求まること

ロ5?**

同様にして,式(18)を順次式(19)に代入して

・0,n-2 Refe.n。UH zfj.ni(z)+ z2pj,u2(z)

+蒼'pj.nsU)]　　　　　　　　- (23)

ただし,

32?>,mi2U)+8¢ i(z)十pj.。。。(-z)-0

96?>}",113(z)+16?>;.1。2(2)+?>J.。。IU)-o

?rj,20 - 2 Re[pj,200(/? )+ Z<Pj,2。l(z )

十Z2pj,iai(z )十Z3<pJ,2。3(Z)

+Z <pi,i。4(z)+Z5<pj.2。s(z)]　-・・一一(24)

!&8 ㌦

32tp '/,202(z)+4p;,i。i(z)+<Pj,u。U)-0

96p∴203(」)+8p,; io2(.e )+?>,Mii(z)-0

192<pLu,t(z )+甲U12U)-0

320p;;2。5U)+p,mi3U)-0

が求まる.

3・2　境界条件および変位に関する条件　　このよ

うにして求められた応力関数は,境界条件のほかに式

( 3)-(6)のひずみ相互の関係式から導かれる変位に

図1境界の状態
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関する条件式をも満足する必要性がある.

まず境界条件式については,図1のように境界に沿

って微小範囲を考えると

dX- -axdy+ Txydx

dY - aydx - txydy
- (25)

式(25)に式(12)を代入し整理すると,

-rwi+ i昔蝣F>+去昔{dy- idx )

- i(芸+孟一去芸¥(F2+ iF,)

・ (dx-id!/)]

これをZ平面にて表示すると,
l1

30-2z[君主孟芸fKdz

-蝣/"(・孟-舌芸)(Fz+ iF3)dz
・- (26)

これより, I, IIを自由境界上の任意点にとると右

辺は必ず零に,荷重点を挟んでとると,その区間に作

用している外力の総和Poに等しくなるように関数を

決めなくてはならない.

次に変位に関しては,式(3)より

(1-2i/)(l+i/)

dx dy

些+些= {ox+oy)- (27)

普一昔豊(a,-ax)　-(28)

普+普-竺㌢rJy　-　・(29)

(a)　平面　　　　　　(b) w平面
図2　Z平面よりW平面への変換

I

図3　Z平面, Z-平面での積分
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であるから,式(28),(29)より,式(20)を用いて整理

すると,

霊,1言一・/蝣蝣.I-1;・('.圭

-itiirYFi-iFt)・(30)

式(27)より

dVdV-
dzdz

(1-2〃)(l+v)
---._

az∂Z-

となる.そこで,式(30)を積分して

L・ ∵　r7-". 1上白-ふ

一昔孟){F2-iF3)dz+g{z) -(32)
これを式(31)に代入すると,

2 Rer-豊豊+㌢孟!(4孟
一去芸)(F2-iF3)dz+S(z)¥
(1-2レ1+〟)fa21d2}
¥dzdzaat'!'(33)

なる関係式が得られる.上式を満足するFi,Fz,Fzお

よびg(z)を求めればよいこととなる.

3・3　応力関数の誘導　　ここで, ws.mを例にと

る.任意境界形状の場合に対しても諸式の適用がより

容易となるよう,図2のようにZ平面よりu)平面へ

変換して扱う.この際の写像関数はz(w)にて与えら

れ, Z平面の境界CをW平面の境界11に,領域D

をu)平面の領域Aに写像するものとする.

SEE

WiM(w,症)-<pi,。。。(w)十両蒜(w)

+z(w)<p川。i(w)+z(w)前丁(症) ・・- (34)

・2,00(w,症)=a[pi,。。。(w)+前蒜(W)

+z(w)pi,a。i(2u。-w)

+I(症)萌蒜2mサー痴)十02,002(if)+商品(w)

2(2m。一癖ト萌蒜(2w。-w) -(35)

'3,00(W,症)= iα[91,002(W)-玩(w)

+玩(2M。-W)-P2,002(2M。-痴)] =(36)

と選ぶ.まず境界条件について検討する.境界

w-r(r-2u。-r)にては　F2+iF3-(V2M

+iW3,サ)e""'より,

F2+iF3-<Pi,,<>。。(r)+五誌(D+ z{r)pi.。。i(戸)

+z(D石:読(r)　　　　　-一日- (37)

となる.図3にも示したように複素関数に関する線積

分の定理LII¢(Z)dZ-l t(」)d拍カロ射ると,

g (w)-A土二子IPlふ,(w)+

jf (F2+iFz)i(Ddr-fi R乏(Ddr・・・(38)

となる.さらに∂'(F2+iF3)/dw∂痴サーr-0であること

を加味すると,式(26)が,自由境界上で常に零,荷重

を挟んでI, IIをとった場合にはPoに等しくなると

いう条件を満足するにはa=C?/2Clと選べばよい.

すると,式(26)は
IT                     II

b-2i[忘恩1-1忘豊e"-
-　39

となり,慣性項が含まれない場合の境界条件式と同様

の式形となる.よって, WIMに関しては,従来,既に

導かれている応力関数を準用しうることが分かる.

変位に関しては,式(33)に式(34)-(36)を代入し,

等号が成り立つようにする.係数比較をして,

.′ 、 1+1/　′ 、 (1-2リKl+v)

J、リV′　E r蝣、"'　　E

x l iviioohuト晋芸p1-000(jf) |
-(40

5^2,002(症)-早苗蒜(2 ko一癖)

・ z(2uo一癖ト‡甲i,ooi(2m0-症)

寸i(2wo一癖)前言(症)

+z(2u。-w)高音(痴)) -　　　　　・(41)

とすれば良いことが分かる.

以下同様にして　^1.10, ^2.10, Vs.についても関数

形が求まる.この際,留意すべきことは,応力は額域

内で特異点を有してはならぬことから,各関数は額域

内で一価正則である必要性がある.

3・4　応力分布　　最後に応力分布は,式(12)より

6ェ+0, -{<孟-去芸)Fl

乏(w)z(症) 蕊-去孟)Fl - (42)

oy - ox +2ir,- -4雷-2(4孟
一去芸<F2-iF3)

蝣iwi「∴　蝣'I-

z(w)z(痴)

で与えられる.

蕊-去芸}{F2- iF3}
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4.む　　す　　び

機械要素などに衝撃力の加わる場合の応力分布を解

析する必要性が増していることを勘案し,本報では,

慣性項を考慮した場合の応力関数を導いた.具体例は

次報で述べるが,導いた応力関数を利用すれば,ねじ,

歯車などの応力分布も比較的簡単に把握しうるものと

期待しうる.
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