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1.緒　　　白

鋳物にしばしば存在するブp-水lル,巣などによ

る応力集中を明らかにするために,著者らDX2)は,さ

きに,回転だ円体状空かあるいは円形き裂を有する円

柱が軸方向に-様な引張荷重を受ける問題に対する解

析法を示すとともに,空かあるいはき裂近傍の応力分

布および最大引張応力におよぼす空かの大きさや形状

比の影響を明らかにし,さらに,円形き裂に対する応

力拡大係数を求めた.同様の欠陥を有する弾性体がね

じりモーメントを受ける場合も,回転するシャフトの

設計に関連して,実用上重要である.回転だ円体状空

かあるいは介在物を有する円柱がねじりモーメソトを

受ける場合については, Neuber<3¥ Das(4>,宮本(5)ら

によって解析されたが,これらの結果は円柱側面の条

件を考慮していないため,無限体中に存在する空かや

介在物に対するもので,有限体に対する解析は行われ

ていない.一方,円形き裂を有する円柱がねじりモー

メソトを受ける場合の解析は, Benthem　ら(6)によっ

て応力拡大係数に対する近似解が与えられているだけ

で,き裂周辺の応力分布および応力拡大係数に関する
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定番な弾性計算はなされていない.

本研究は,偏平回転だ円体状空かあるいは円形き裂

を有する円柱がねじりモーメ′ソトを受ける軸対称問題

を,三次元弾性論に基づいて厳密に解析したものであ

る.解析γこおいては, Dougallの調和応力関数に偏

平回転だ円体調和関数および円柱調和関数を与え,両

者を互いに座標変換することにより,空か面と円柱側

面の境界条件を同時に沸足させた.そして.一つの極

限の場合として,円形き裂に対する解を求めた.

2.解　　析　　法

2・1偏平回転だ円体状空かを有する円柱のねじり

図1に示されるように,円柱の半径を単位長さとし

てすべての長さの基準にとるものとする.図にみられ

る長軸2a,短軸2bの偏平回転だ円体は, Z軸を含

む3;平面上で座標原点0を中心としてZ軸上に長

径2a, y軸上に短径2bのだ円を考え,これをZ軸

まわりに回転させて得られたものである.解析に当た

って,円柱座標O,e,2)および偏平回転だ円体座標

(α,β,γ)を用いれば,両座標問には,

r-ccoshαSinβ-C鋳

♂-γ

z-c smhαcos β-cEり

--(1)

の関係がある.ここで, f-sinhα,ぎ=coshα,ワニ

cosβ, n-sinβであり, Cは原点と焦点間の距離で

ある.

いま,円柱座標のもとで, Dougallの3個の調和応

力関数のうち)L3を用いて変位を次のように表せば,

これは物体力のない軸対称ねじりの場合の三次元弾性

基礎方程式の解になる.

2Gv0--2豊　ur-ul,-0日　・(2)
ここで　ur, vf, Wあほそれぞれr, 8. z方向の変位

成分, Gは構弾性係数であり,

F2h-O, p>*-器+‡告+豊
である.座標間の関係式(1)を用いて,式(2)を
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府平回転だ円体座標に変換すれば,次のようになる・

2Gwr--2ch^fj{f晋一倍　ua-Vβ-o
ここで, ua, Vβ, W,はそれぞれα, β, r方向の変位成分であり,

p2h-0, (72-/z2f2芸+2h轄+h*tf若-2サy]富, h2-両所
1

である.さらに,応力成分を求めると以下のようになる.

丁βγ ""vl^'<?一芸告-り豊-cv2fv晋+(」2拘

・γa-ch*ァ2f}[ y芸訂-E雷+cv¥ (f2-り2)賢一2E偲H
qa-即-Or-Taβ-0

l!013

まず,空かのない円柱をZ軸まわりに大きさTのトルクでねじった場合の解として, j3に次の調和関数を

巳sa

〔I〕13-号z(2z2-3r2)---c3

6鍬2押-3押)

ここで, w-2T/KGは単位長さ当たりのねじり角である.式(5)より導かれる応力成分は,円柱座標では,

TQz-Gcり　(Tr-(7ォ-(78-Trf-Trz-O

となり,円柱側面では応力自由である.この円柱内に,偏平回転だ円体面(α-α。)を考えると,この面には,

次のような応力が生じている.

(I,α)α=a。-Gc山C2雇02坤(r/Jr)α=<*ォ,--Gwc2h。f。」。if

f。-sinhα.,古。=cosha。,　h。=

ここで,

cW+ワ2)

であり,このほかの応力成分は恒等的に零になる.

それゆえ,無限遠方においてすべての変位および応力が消失し,以下に示される境界条件を満足する解を導い

て,応力関数〔I〕の解に重ね合わせれば,偏平回転だ円体状空かを有する円柱のねじりに対する解が得られ

る.

境界条件:

(i)円柱側面γ-1において

(Trs)r-1-0

(ii)空か面α-αoにおいて

(Tγ。)a=。 ,- -Ga)C2h<g <?r)yi

境界条件式(8), (9)を満足する解を導くために,偏平回転だ円体状空かを有する円塵は偏平回転だ円体額

域を除く無限体領域と円柱頚城との共通領域であることに注目して,前者に対してだ円体の焦点に特異点をもつ

偏平回転だ円体調和関数を,後者に対して円柱調和関数を用いて,応力関数}3に次のような調和関数を与え

SUI

〔Ⅱ〕ス¥-GcD ∑ A.{ォwi(」)P2�"+i(り)+如8(」)Aサ+8('7)}
m=0

〔m]h-Gw¥
J。印姉)Io(Xr)sinXzdX

ここで, AnおよびOU)はそれぞれ境界条件より決定される未定係数ならびに未知関数であり, /サO)はn

次の第1種変形ベッセル関数, Pn(V)はn次の第1種ルジャソドル関数,またqサ(」)-i"+1Qサ(i」)はn次の

第2種変形ルジャソドル関数(2)である.

特に,円柱半径に比べて空かが十分小さい場合には,応力関数〔I〕, 〔Ⅱ〕だけで解析でき,式(10)で,

*1 〔Ⅱ〕の応力関数は　h=G(d ∑ Amq2m*l(t)P2m*l(.V)とおいても解析できるが,極限として円形き裂にした場合には,これを式(10)の
」K>

形に変形しなければならないので,最初からこの形においた.
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とおけば,境界条件式(9)は満足される・この結果は,偏平回転だ円体状空かが無限体中に存在する場合の解

で,これより導かれる応力成分はNeubert3)が求めた結果に一致する,

まず,円柱側面における境界条件(i)を満足させるために,関係式C7)*2

j:拍hm+i(Xc)KO(Xr) sinlzdス- (-1)れ昔q2m+l(S)P2,誹)

を用いて応力関数〔Ⅲ〕を書き直すと,

〔Ⅳ〕ん-Gw蓬aSJ。 U2m+lUc)-ti^+t(.Xc)}KO(Xr) sinXzdH

となる.ここで, U{Xc)-JTc/2Xch+ln(Xc)は第1種変形球ベッセル関数<2>, Kn(Mはn次の第2種変形ベ

ッセル関数であり　ォ.-(-1)帆(2cMA机である.応力関数〔Ⅲ〕, 〔Ⅳ〕より応力成分を求め,円柱側面にお

ける境界条件式(8)を満足させると,

-(器/r=l J。∞スflh(X)-2聖恒)

・¥KO(-2旦㌣　a-{h-+¥{lcトォ2サ+8(/!c)} ¥s-tedA-O　　　　(15)

となる.式(15)に7-1)-連変換を施せば,未知関数¢(i)は次のように決定される・

棉)-一票㌻　a-{12m+紬)-h肪MM)
次に,空か面における境界条件(ii)を満足させるために,関係式ai*2

Io(Xr)suite-　∑ (-1)m(4m+3)Km+1Uc)p紬i(?)P;紬+1(ワ)
m-0

を用いて応力関数〔Ⅲ〕を書き直すと,

〔Ⅴ〕　3-Gd) ∑ α>2)2n+l(f)An+l(ワ)
n=0

となる.ここで　vn(.Z)-(-i)nPサ(iき)はn次の第1種変形ルジャソドル関数(2)であり

αn=一旦(4n+3) ∑ (-iy+カム
it m-0 子

K吐去)

I2(A)
ti2桝1(スC)-i紬+3(/!c)} zzサ+l(スC)dス　　　　　　蝣(19)

である.応力関数〔Ⅲ〕, 〔Ⅴ〕より応力成分を求め,さらに,読(9)をルジャソドル関数で書き直して,境界

条件(ii)を満足させると,

iSE

Ga)C3wg 2r7 )α=(xQ
∑ (lA】An-3十l.tAi+tA2)An-2+ (tA2十tAi)An-1
n=¥

+ (tA3+tAi)An+tAtAn+l +tα1α,-2+tα2αn-1+tα3ォn+f叫αfl+l)Pzi ′(ワ)

-一志C3凡′(?)-(孟V+W)c汽′(ワト(lfo"+号fo2+吉)csA′(り) -　　- (20)
となる.ここで,

hi-
(2*-1 2サー2

(in-1)(4n-3)(4n-5)

1

Ui--

{ (2k-4)?2n_s′(fo) -?Oォ2サ_a′′(」サ) }

(4ォ+3) (4ォー1)(4サー3)
[2(2ォーl)(4ォ+3)(4ォー3)fo?2n- (」o)

-2{ォ(4ォ+3)(4サー3)fo2+2(6ォ3-4ォz-5n十3)}?2, _1′(fo)

-M(4n+3)(4n-3)?o乞+ (4M2+2ォー3)}fog2n-1′′(fo)]

tA*--
(4n+5)(4サ+3)(4ォーl)

[2(2ォ+2) (4ォ+5)(4ォ-l)」oォiサ+i(」o)

- {(2ォ+l)(4ォ+5)(4サーl)fo2+(24サ3十52n2+Un-15)}?2n-tl′(」o)

- {(4サ+5)(4サーl)fo2+ (ヰril+2n-3)}|:052n+i′′(fo)]

(2n+3)(2n+2)

(4m+7)(4サ+5)(4ォ+3)
(2サ+5)?2n+3′(」o) +」o?!i,+8′′(fo)}

・-(21

柁　文献(7)では,半奇数次の第1種変形ベッセル関数/ォ+l/2Uc)で承示されているが,本論文では計算の都合上,第1種変形球ベッセル関数
ササ(Ac)で書き直した.
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図2　空か面におけるTβγの分布

であり, ′はそれぞれの変数による微分を表す.また,

tαlはIALに含まれる第2種変形ルジャソドル関数

ォサ(fo)を第1種変形ルジャンドル関数*>.(」<>)に置き

換えたものとなる.

式(20)で　p2n′(ワ)の各係数を等置すれば, An

に関する無限連立一次方程式が得られる.これらを

A.,について解けば,偏平回転だ円体状空かを有する

円柱のねじりの解は完全に決まる.そして,全体の変

位および応力各成分は,応力関数〔I〕, 〔Ⅱ〕, 〔Ⅲ〕

を重ね合わせて得られる.

2・2　円形き裂を有する円柱のねじり　　α0-Oとね

くと, a-c, 6-0　となって,偏平回転だ円体状空か

は,原点0を中心とする半径Cの円形き裂となる.

連立方程式(20)はα0-0の場合にも有効であって,

ぞ0-0　とおいて解けば,円形き裂を有する円柱のねじ

りの場合の係数が決まる.特に,式(12)において,

∈0-0とおけば,

は円形き裂を有する円柱のねじり

4c3

15tc
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Ai-O　(m≧1)　　　　・(22)

となり,円形き裂が無限体中に存在する場合の解が待

望fima

さて,本間薦のき裂の変形はモードⅢであるから,

応力拡大係数は次式で定義される.

Kw-UraV2n(.r-c)(Tzo)z=。-・(23)
1'->c
偏平回転だ円体座標では,z-O(r>c)面はワニ0で

表され,また,この面においては蝣=cS,r2-c2=

C2(f2-1)-C2,f2すなわちr-c-c2P/(c」+c)であ

り-0--(rβγ)好こ0である.さらに,r-Cのと

きE-0であることを考慮すれば,結局,式(23)は,

Km=-V蒜Iimf(rβT)甲=。-・(24)
;-0
となる.特に,き裂が無限体中にある場合には,応力

(丁βγ)ォ=oは

(芸¥-
11=。豊(3arccotf-W)<サ>

となるから,これを式(24)に代入すれば,無限体中

にある円形き裂がねじりを受ける場合の応力拡大係数

Ktが,次式のとおり求まる.

#蝣　-

4Gcoc3/2

3 ヽ/言

3.数　値　計　算

まず,形状比を6Az-0.5　として, 0-0.2, 0.4,

0.6, 0.8, 0.9の各場合について,次に,形状比をい

くつか変化させた場合についても数値計算を行った.

計算に当たっては,式(19)のαnに含まれる積分値

が必要となるが,これはシンプソン別による数値積分

によって求めた.すべての無限級数の収束は良好であ

るが,空かあるいはき裂が大きくなるにしたがって次

第に悪くなる.そこで,最終的に得られる結果の有効

数字が3けた以上になるように, Anを9-14項とっ

て計算を行った.以下に,これらの係数より得られる

空かあるいはき裂近傍の応力を示す.

弾性体内の任意の点における応力TBTは,次式で

表される.
Llヽ

芝ニーC鳩f-cWgf ∑ [Uサ?2n+i(f)+α- i(f)}((!2-ウ')PI, ′(ク)n-0

+(?2+ワ2)ワp2n　′′(ヤ)} +f{Aサ?2n+1′(?) +αnP2m.1′(」)}{2りp2n+l(り)

-(・+ワ蝣)P2, ′(ワ))+A*qi糾3(?){(」2-ワ2)P!サ+j'(ワ)+(?2+ワ2)ワp　′′(ワ))

+4サ&2n+S/(」) {2ワP2n+3(り)- (?2+りO^n+3′(甲))]

特に,空か面における応力は,上武において」=f。(-6/c).ぎ-|。(-a/c)とおけば求められる.

図2は,形状比がb/a-0.5の場合の空か面におけるでβγの分布を示したものである・ここで, PはZ軸か

ら測った角度で,空か面においてはβとtanijク-(a/6)tanβの関係がある.応力TPTはP-0。 (図1の点B)

で零であり, pの増加とともに単調に増加して　S0-90- (点A)で最大となる.また, <p<30-では空かの大
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きさの影響はほとんど見られないが, p>30-では影

響を受け,その影響の度合はPの増加とともに著し

:ォaa

図3にb/a-0.5の場合のr軸上の応力(rsa).=0

--(でβγ)サー0の分布を示す. Twは空か面より少し離

れた位置で最小となるが,これに対し,最大せん断応

力はαがだいたい0.6以下では円柱側面で生じ, α

がそれよりも大きくなると空か面における応力が円柱

側面における応力よりも大きくなる,また,点線は空

か両のせん断応力(zztl　　のaによる変化を示し

ており, (r*/9)r=aはaの増加とともに急激に増加し,

f
-
3
/
"
l

a = 0

J

9 ;

∫
∫
.
J
∫
∫
∫
∫
′

′
′
′
′
′
′
′
/
′
0 .6

′
∫
′

0 -8

0 .2

^
/ ′

/
/
/
′
′

/
/
′

r 0 -4

0-2　　0-4　0-6　　0-8　r 10

∂/α-0. 5

図3　*-0面におけるTwの分布

b /a = -0

0 .5

0 .3

0.1＼

0-　　　30-　　60-　<P　90

α-0.2

図4　空か面におけるTβTの分布

その増加の度合は円柱側面のせん断応力(rォサ)r.の

αによる変化に比べ著しい.

図4は, s-0.2　として,形状比をb/a-0.1, 0.3,

0.5, 1.0と変えた場合の空か面におけるTB,の分布

を示したものである,特に　b/a-1.0は球かの場合

を表しており,川島ら(8)によって求められた結果を使

用した.いずれの場合も, TβγはPの増加とともに

単調に増加しているが,点A近傍における応力の立

ち上がりはb/aが小さいほど急激である.また,点

a = 0 -9

0 .8

0 -6

- .....

0 .4 一0 .2

0-2　(U　0-6　　0-8　10
b/a

図5　Tcの形状比b/aによる変化

・
"
9
/
v
2

I
I

a = 0 -9

I
、
、

0 .8

0 6

0 l4

0 .2

0　　0-2　　0-4　0-6　　0-8　1・O
b/a

図6　TAの形状比b a y.こよる変化
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表1 rA-rcとなる形状比

a l　　0.2　　　　0.4　　　　0.6　　　　0.8

b/a 0. 10　　　0. 25　　　0.45　　　0. 63
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の円柱側面に最も近い点(点A)に生じるTlQであ

‥　ることがわかった・そこで,これらの応力をそれぞれo.9

0.69　　7c-(rzs)r-l,z-O, rA-(rsi　　　として・これらと

形状比b/aの関係を求めたのが図5, 6である. Tc

については, 6/a-1.0すなわち球かの場合が最も大

きく, b/aの減少とともにゆるやかに減少する.ま

た, TAについては,連に,球かの場合が最小であり,

b/aの減少とともに急激に増加して,空かがき裂に近

づくにしたがって無限大に向かう.なお,図5でα-

0・2　と0.4の曲線は線の太さの範閏で一致する.

これらの二つのグラフを重ね合わせればTA-Trと

なるb/aの値がわかるが,これをまとめると表1の

ようになる. aを一定軒こした場合,表1の下欄に示さ

れる値以下のb/aに対してはTA>zcとなる.すな

わち,空かが大きければ,形状が球かに近くなって

ち,空か面における応力が円柱側面における応力より

も大きくなる.

図7にb/a-Oすなわち円形き裂の場合のZ=0両

におけるTzeの分布を示した. T`βはき裂縁で無限

大となるが,やや離れた位置で最小値を示す.その後

は,ほぼrの一次関数的に増加する.すなわち,き

裂の場合,応力はき裂縁近傍に集中し,応力集中がき

わめて局所的となる.

次に,応力拡大係数を求めるために,極限値Iimf
f->0

(TβT)可=0を計算すると,

一禦(芸)可-2¥+孝一-　--(28)
となる.ここで,

<"9/8U.

a =

0 -9

0 .6

0 .8

/
/

0 2

0 、4 i

,

0　　0-2　0-4　0-6　　0-8　r 10

b'<i=Q

図7　*-0両におけるT,Oの分布

Aにおける応力はb/aが小さいほど大きい.

以上の計算結果より,最大せん断応力は,円柱側面

上の2-0の点(点C)に生じるTZeまたは空か面上

・l-一志蓬Am

・÷771-1

」=。

(2サn+l)!!

-　∑ (-1)'
Um-4k+l)(2m-2k-1) U

(2m)!!　　　、 ~′ (2*+l)(2桝-k+l)(2m-2*)!!

(4m-4*+l)(2ササー24+1) ! !

(2*+l)(2桝-k十l){2m-2k-2) l ¥

∑　-1'

)p-+1′(0)

(2m+3)!!　�"+i iNl　(4m-4A+5)(2m-2*+l)l!

k=0 、 ~ノ(2k+l)(2m-k+3)(2m-2*+2)I!

(4m-4*+5)(2m-2k+3) ! !

(2k+l)(2m-k+S)(2桝-2*) ! !
蝣-^2111+3′ (0)

(2m+2)V.

2i-吉ゑA工芭(-1)'

+　∑ (-1)'

(4jサー4*+l) (2桝-2Jfe-1) 1 1

(2k+l)(2m-k+l)(2m-2k)l l

(4ササー4*+5)(2m-2ft+l) l l

k=0 、一ノ(2k+l)(2m-k+3)(2m-2k+2)!!

P紬+1′(0)

pz-+仰) )

---(29)

ここで,項数を多くするにしたがって12-0　となるので, 2V?2の項を省略する(2)と,結局KⅢほ式(24)

より

Km -a(dJTtc Si

となる.これより,応力拡大係数KⅡ　と円形き裂の半径C　との関係を求めたのが,図8である. KEはCの増

加とともに増加し, Cが1に近づくにしたがって無限大に発散する.また, CのKTQに及ぼす影響は,特にC>

0.4で顧著である.なお, c-0に対する応力拡大係数は,円形き裂が無限体中に存在する場合の債・Kl。。-

4Gcoc8/2/(3ヽ/言)に相当する.
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表2　応力拡大係数

0.2　　　0.4

厳　密　解　1.000　1.00

0.6　0.8　0.9

こ這1-手1蒜1.40も

近似解<6) 1.000　1.003　1.025　1.147　1.404

I

.

I

～
i

0　　0-2　　0-4　　0-6　　0-8　c 1-0

図8　応力拡大係数

本解析法による厳密解とBenthemら(6)による近似

解を比較したのが表2である.これより,両者の差異

は最大0.4%で,よい一致を示した.

4.結　　　円

1個の偏平回転だ円体状空かあるいは円形き裂を有

する円柱がねじりモーメントを受ける問題を,三次元

弾性論に基づいて厳密に解析する方法を示した.理論

解に基づいて数値計算を行い,空かあるいはき裂周辺

の応力分布ならびに応力集中に及ぼす空かの大きさや

形状比の影響を明らかにするとともに,円形き裂に対

する応力拡大係数を求めた,得られた結果を要約する

と次のようになる.

(1)最大せん断応力は,円柱側面上の点Cある

いは空か面上の円柱側面に最も近い点Aに生じ,塗

かが大きくなるにしたがって増加する.

(2)点Cに生じる応力は,球かの場合が最も大

きく,形状比b/aが減少するにつれゆるやかに減少す

る・これは,空かがき裂に近づくにしたがい応力集中

が局所的になるためである.

(3)点Aに生じる応力は,球かの場合が最も小

さく, b/aが減少するにつれて急激に増加し,空かが

き裂に近づくにしたがって無限大に発散する.

(4)空か面におけるせん断応力TBTの分布曲線

紘, ∂/αが零に近づくにつれ点A近傍での応力の立

ち上がりが急激になる.

(5)応力拡大係数KBIは,円形き裂の半径Cの

増加とともに単調に増加し, Cが1に近づくにつれ無

限に大きくなる.

なお,数値計算には,東京大学大形計算機セソクー

のHITAC 8800/8700を使用した.
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