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1 序論

本論文では，接触 Riemann 多様体において，CR 共形不変な Bochner 型の新しい

テンソルをエルミート Tanno 接続を用いて構成し底流にあるアイデアを詳細に解説

する．この結果は Nagase 氏との共同研究 (Nagase-Sasaki [6]) の一部である．

本研究で扱う接触 Riemann 多様体には一般に可積分性を課さない．そうした多様

体の研究においてどのような線形接続を道具として選ぶかは重要であり，本研究では

Nagase 氏の導入したエルミート Tanno 接続を採用している．この接続を援用して

Kohn-Rossi ラプラシアンや Fefferman 空間に関する様々な結果が Nagase 氏によっ

て得られており (Nagase [3], [4], [5], [7], [8], [9])，本研究はそうした研究の一環とし

て進められたものである．

Klein のエルランゲンプログラムに従うと，固有な変換に関して不変なものを見

出すことは重要な研究テーマである．上述のように本研究では接触 Riemann 多様体

の持つ固有な変換である CR 共形変換に着目する．[6]において，我々はエルミート

Tanno 接続を用いて CR 共形不変な新しいテンソルを幾つか構成した．そのうちの 1

つB(∇)0は

B(∇)0(X,Y )Z = F (∇)(X,Y )Z − 1

n+ 2

{
Ric∇(Z, Y )X +Ric∇(X,Y )Z

− g(Z, Y ) ric∇(X)− g(X,Y ) ric∇(Z)
}

+
s∇

(n+ 1)(n+ 2)

{
g(Z, Y )X + g(X,Y )Z

}
と定義される．ここで, X,Y, Z ∈ H+であり, ∇はエルミート Tanno接続, F (∇)を

その曲率テンソル, Ric∇を擬エルミートRicci曲率, s∇を擬エルミートスカラー曲率

としているが, これらについては第 2章, 第 3章で説明する．この曲率テンソルについ

て次が分かる．

主定理 (定理 5.1 )

B(∇)0は CR共形変換において不変なテンソルである．

この主定理を証明するためには，エルミート Tanno 接続，その曲率テンソル，特

に，擬エルミート Ricci 曲率，擬エルミートスカラー曲率等の CR 共形変換を計算す
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る必要がある．最終的に第 5章においてこの定理を証明するが，このテンソルの構成

のアイデアはその証明を観察することにより明らかとなる．

続いて本論文の構成を簡単に述べておく．2章では, 本論文全体の準備として, 接触

Riemann 多様体の定義や可積分性について詳しく説明し, 付随する接続をいくつか紹

介する．3章では我々の注目しているエルミート Tanno 接続について詳しくまとめ

る．さらに, その曲率テンソルや擬エルミート Ricci 曲率, 擬エルミートスカラー曲率

について詳しく解説し, それらのユニタリ枠を用いた表示を与える．4章においては，

まず CR 共形変換の定義等を述べ，続いてその変換によってエルミート Tanno 接続

やそれに付随する様々な曲率テンソルがどのように変換されるか纏めて記述する．5

章が本論文の中心であり，主定理 (定理 5.1)をこの章において実際に証明する．6章

では付録としてエルミート Tanno 接続と Levi-Civita 接続の関係について考察し, そ

の結果から, Levi-Civita 接続の CR 共形変換を計算する．また, その結果から CR 共

形変換における Weyl の曲率テンソルの変換式について記述する．

最後に,研究室に所属させていただいてから, 本論文を書くに至った今日までの長

い間, 熱心にご指導くださった長瀬正義先生に心から感謝いたします．
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2 準備

この章では, まず接触Riemann多様体の定義と基本事項を述べる．次に, 可積分性

や付随する接続について詳しく説明する．

2.1 接触Riemann多様体

ここでは, Blair-Dragomir[1]と Dragomir-Tomassini[2]を参照して,接触リーマン

多様体に関する基本事項をまとめる．

M を 2n + 1次元 C∞ 多様体とする．このとき, 1-形式 θ ∈ Γ(T ∗M)がM 上で

θ ∧ (dθ)n ̸= 0 を満たすとき,接触形式という．この θを付随させた (M, θ)を接触多様

体という． θについて以下の命題が成り立つ．

命題 2.1 次の条件を満たす ξ ∈ Γ(TM)が一意に存在する: θ(ξ) = 1, ιξdθ = 0 で

ある．ただし, ιξdθ(X) = dθ(ξ,X)とおいている．

このベクトル場 ξを Reebベクトル場という． ここで, TM において R{ξ}は 1次

元部分束であり, ker θ := {X ∈ TM |θ(X) = 0}は 2n次元部分束である． TM はこれ

らによって,

TM = R{ξ} ⊕ ker θ(2.1)

と直和分解される．

命題 2.2 X,Y ∈ ker θについて, 次の条件を満たす Riemann計量 g と (1, 1)-テ

ンソル場 J が存在する:

g(X, JY ) = −dθ(X,Y ), g(X, ξ) = 0, g(ξ, ξ) = 1,(2.2)

J(JX) = −X, Jξ = 0(2.3)

である．ただし, dθ(X,Y ) = X(θ(Y ))− Y (θ(X))− θ([X,Y ]) とおいている．

そのような g, J は, 必然的に

g(JX, JY ) = g(X,Y ) (X,Y ∈ ker θ)
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を満たしていることに注意せよ．このことは

g(JX, JY ) = −dθ(JX, Y ) = dθ(Y, JX),

g(X,Y ) = g(Y,X) = g(Y,−J(JX)) = −dθ(Y,−JX) = dθ(Y, JX)

であることから分かる．

これら g, J を接触多様体 (M, θ)に付随させた (M, θ, g, J)を接触Riemann多様体

という．また, H± = {X ∈ TM ⊗ C|JX = ±iX}において,

[ Γ(H+),Γ(H+) ] ⊂ Γ(H+)　(2.4)

が成り立つとき, J が可積分であるという．(2.4)は [ Γ(H−),Γ(H−) ] ⊂ Γ(H−)と同

値である．J が可積分であるとき, (M, θ, g, J)を可積分接触 Riemann多様体と呼ぶ．

(M, θ, g, J)を研究する上で J が可積分かどうかが重要である．

なお, (2.1)より TM ⊗ C = C{ξ} ⊕ H+ ⊕ H− (余接束については T ∗M ⊗ C =

C{θ} ⊕H∗
+ ⊕H∗

−である)であり, この上の局所ユニタリ枠

ξ• = (ξ0 = ξ, ξ1, · · · , ξn, ξ1̄, · · · , ξn̄)(2.5)

(ξᾱ := ξα ∈ H−, g(ξα, ξβ̄) = δαβ, 1 ≤ α, β ≤ n)

とその双対枠 θ• = (θ0 = θ, θ1, · · · , θn, θ1̄, · · · , θn̄) を用いて, 接続やテンソルなどの値

を計算する．ユニタリ枠を使うことで, 様々な計算結果が単純明快になり, 本論文の

テーマでもある Bochner型の曲率テンソルを見い出すことが出来た．また,

e0 = ξ, eα =
ξα + ξᾱ√

2
, eα+n =

ξᾱ − ξα√
2i

(2.6)

によって定義される (e0, e1, · · · , e2n)は gの正規直交枠であり, 本論文の正規直交枠は

これを用いる．最後に, 添え字については α, β, γ, · · · ∈ {1, · · · , n}, A,B,C, · · · ∈

{0, 1, · · · , n, 1̄, · · · , n̄}としていることに注意せよ．

2.2 可積分性とTanno テンソル

ここでは, J の可積分性について詳しくまとめる．

[J, J ](X,Y ) = [JX, JY ]− [X,Y ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]

によって定義される [J, J ]を J のNijenhuis テンソルという．このとき, 次が言える．
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命題 2.3 (2.4)と, [J, J ](X,Y ) = 0 (X,Y ∈ ker θ)であることは同値である．

証明. Z,W ∈ H+について,

[J, J ](Z,W ) = [iZ, iW ]− [Z,W ]− J [iZ,W ]− J [Z, iW ]

= −2
(
[Z,W ] + iJ [Z,W ]

)
,

[J, J ](Z, W̄ ) = [iZ,−iW̄ ]− [Z, W̄ ]− J [iZ, W̄ ]− J [Z,−iW̄ ] = 0

である．(2.4)が成り立つとき,

[J, J ](Z,W ) = −2
(
[Z,W ] + i(i[Z,W ])

)
= −2

(
[Z,W ]− [Z,W ]

)
= 0

であるから, ker θ⊗C = H+⊕H−上で [J, J ] = 0である．逆に, ker θ⊗C上で [J, J ] = 0

であるとき,

0 = [J, J ](Z,W ) = −2
(
[Z,W ] + iJ [Z,W ]

)
であるから,

[Z,W ] = −iJ [Z,W ]

が成り立つ．θ([Z,W ]) = −dθ(Z,W ) = ig(Z,W ) = 0より, [Z,W ] ∈ ker θ ⊗ Cであ

る. 従って, J2[Z,W ] = −[Z,W ]が成り立つ．よって,

J [Z,W ] = −iJ2[Z,W ] = i[Z,W ]

であることから, [Z,W ] ∈ H+であり (2.4)が成り立つ．

J の可積分性は，Tanno 氏の導入した Tanno テンソルによって次のように特徴づ

けることもできる：

∇g を gに関する Levi-Civita接続とし,

Q(Y,X) = (∇g
XJ)(Y ) + (∇g

Xθ)(JY ) ξ + θ(Y ) J∇g
Xξ(2.7)

によって定義されるQを Tanno テンソルという．このとき次が言える．

命題 2.4 (Tanno [12]) J が可積分であることと, Q = 0 は同値である．
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証明. まず, Q = 0のとき, J が可積分であることを示そう．X,Z,W ∈ H+につい

て, (2.7)より,

Q(Z,W )−Q(W,Z) = (∇g
ZJ)(W ) + (∇g

Zθ)(JW )ξ − (∇g
WJ)(Z)− (∇g

W θ)(JZ)ξ

= i∇g
ZW − J∇g

WZ − iθ(∇g
WZ)ξ − i∇g

WZ + J∇g
ZW + iθ(∇g

ZW )ξ

= i
(
[Z,W ]− iJ [Z,W ] + iθ([Z,W ])ξ

)
= i
(
[Z,W ]− iJ [Z,W ]

)
= − i

2
[J, J ](Z,W )

であり, [J, J ](Z,W ) = 2i(Q(Z,W ) − Q(W,Z))が成り立つ．よって, Q = 0のとき,

[J, J ](Z,W ) = 0である．よって, 命題 2.3により, J は可積分であることが言える．次

に, J が可積分であるとき, Q = 0を示そう．[J, J ](Z,W ) = 2i(Q(Z,W )−Q(W,Z))

とQの性質 (命題 2.5)から

g([J, J ](W,Z), X) + g([J, J ](Z,X),W )− g([J, J ](X,W ), Z)(2.8)

= 4ig(Q(W,Z), X)

が成り立つ．J が可積分であるとき, 命題 2.3により [J, J ] = 0である．よって, (2.8)

より g(Q(W,Z), X) = 0が示せた．

J の可積分性はこのように TannoテンソルQの消滅によって特徴づけられる．可

積分性を課さない接触 Riemann 多様体に注目している本論文において, このテンソ

ルは頻繁に現れる.以下それの持つ性質をいくつか紹介しておく．

命題 2.5 (Tanno [12])

g(Q(X,Y ), Z) + g(X,Q(Z, Y )) = 0,

g(Q(X,Y ), Z) + g(Q(Y, Z), X) + g(Q(Z,X), Y ) = 0,

Q(ξ, ·) = Q(·, ξ) = 0,

Q(H+,H−) = Q(H−,H+) = 0,

Q(·,H+) ∈ H−, Q(·,H−) ∈ H+

である．

テンソルQはユニタリ枠 (2.5)を用いて次のように書き表せることが命題 2.5より

分かる．
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系 2.6 Qに関して

Q = ξα ⊗ θβ̄ ⊗ θγ̄ · Qα
β̄γ̄ + ξᾱ ⊗ θβ ⊗ θγ · Qᾱ

βγ ,(2.9)

Qᾱ
βγ = Qα

β̄γ̄ = −Qβ
ᾱγ̄ , Qα

β̄γ̄ +Qβ
γ̄ᾱ +Qγ

ᾱβ̄
= 0

が成り立つ．ただし, Qα
β̄γ̄

= g(Q(ξβ̄, ξγ̄), ξᾱ)とおいている．

2.3 接触Riemann多様体に付随する接続について

ここでは接触 Riemann 多様体に付随する接続をいくつか紹介する．可積分接触

Riemann多様体 (M, θ, g, J)において, 以下の命題が成り立つ．

命題 2.7 (cf. Dragomir-Tomassini [2]) 次を満たす線形接続∇TW が一意に存在

する:

∇TW θ = 0, ∇TW g = 0, ∇TWJ = 0,

T (∇TW )(Z,W ) = 0, T (∇TW )(Z,W ) = ig(Z,W )ξ (Z,W ∈ H+),

τTW ◦ J + J ◦ τTW = 0

である．ただし, T (∇TW )を∇TW の捩率テンソル, τTW (X) = T (∇TW )(ξ,X)とお

いている.

この∇TW をTanaka-Webster接続と呼ぶ．この接続を用いた可積分ケースの研究

は膨大である．

J に可積分性を課さない場合には以下の 2つの接続が知られている．

命題 2.8 (Tanno [12]) 次を満たす線形接続 ∗∇が一意に存在する:

∗∇θ = 0, ∗∇g = 0, (∗∇J)(X,Y ) = Q(Y,X) (X,Y ∈ TM),

T (∗∇)(Z,W ) = 0, T (∗∇)(Z,W ) = ig(Z,W )ξ (Z,W ∈ H+),

τ∗ ◦ J + J ◦ τ∗ = 0

である．ただし, T (∗∇)を ∗∇の捩率テンソル, τ∗(X) = T (∗∇)(ξ,X)とおいている．

この ∗∇を Tanno接続という．
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命題 2.9 (Nagase [3]) 次を満たす線形接続∇が一意に存在する:

∇θ = 0, ∇g = 0, ∇J = 0,

T (∇)(Z,W ) =
1

4
[J, J ](Z,W ), T (∇)(Z,W ) = ig(Z,W )ξ (Z,W ∈ H+),(2.10)

τ ◦ J + J ◦ τ = 0

である．ただし, T (∇)を∇の捩率テンソル, τ(X) = T (∇)(ξ,X)とおいている．

この∇をエルミートTanno接続という.これはNagase氏によって導入され, Tanno

接続を用いた場合よりも議論を単純化することが知られている．この命題については

証明を与えておこう.以下 J には可積分性を課していないことに注意せよ．

命題 2.9の証明．まず (2.10)をみたす接続∇が存在することを示そう．命題 2.8よ

り Tanno接続 ∗∇が一意に存在する．そこで, ∇を

∇XY :=


1

2

(
∗∇XY − J(∗∇XJY )

)
(Y ∈ ker θ),

∗∇X(fξ) (Y = fξ)
(2.11)

と定義する．これが∇が線形接続であることは明らかである．この∇が命題 2.9の条

件を満たすことを示そう．まず, ∇θ = 0を示す．

(∇Xθ)(Y ) = ∇X(θ(Y ))− θ(∇XY )

である．Y ∈ ker θのとき, (2.11)より∇XY =
1

2
(∗∇XY −J(∗∇XJY ))である．θ◦J =

0, 命題 2.8より ∗∇θ = 0であるから,

(∇Xθ)(Y ) = −θ(
1

2
(∗∇XY − J(∗∇XJY )))

= −1

2
θ(∗∇XY ) =

1

2
(∗∇Xθ)(Y ) = 0

が成り立つ．Y = fξのとき, (2.11)より∇Xfξ = ∗∇Xfξである．よって,

(∇Xθ)(fξ) = ∇X(θ(fξ))− θ(∗∇Xfξ)

= ∇X(f)− θ
(
(∗∇X(f))ξ + f∗∇Xξ

)
= X(f)−X(f) = 0

が成り立つ (∗∇Xξ = 0 であることに注意せよ)．以上より ∇θ = 0 である．次に,

∇J = 0を示そう．Y ∈ ker θのとき,

(∇XJ)(Y ) = ∇XJY − J(∇XY )
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=
1

2
(∗∇XJY − J(∗∇XJ2Y ))− 1

2
{J(∗∇XY )− J2(∗∇XJY )}

=
1

2
{(∗∇XJY + J(∗∇XY ))− J(∗∇XY − ∗∇XJY )} = 0

が成り立つ．また, Y = fξのとき,

(∇XJ)(fξ) = ∇XJ(fξ)− J(∇Xfξ) = −J(∗∇Xfξ) = −J(X(f)ξ) = 0

である．以上より∇J = 0が示せた．次に∇g = 0を示そう．X,Y, Z ∈ TM について

(∇Xg)(Y, Z) = X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ)

が成り立つ．Y ∈ ker θのとき, ∇XY =
1

2
(∗∇XY − J(∗∇XJY )) である．g(X,Y ) =

g(JX, JY ), ∗∇g = 0を用いると

(∇Xg)(Y, Z)

= X(g(Y, Z))− 1

2

(
g(∗∇XY, Z)− g(J(∗∇XJY, Z)

+g(Y, ∗∇XZ))− g(Y, J(∗∇XJZ))
)

=
1

2

(
2X(g(Y, Z))− g(∗∇XY, Z)− g(Y, ∗∇XZ)

−g(∗∇XJY, JZ)− g(JY, ∗∇XJZ)
)

=
1

2

(
(∗∇Xg)(Y, Z) + (∗∇Xg)(JY, JZ)

)
= 0

が成り立つ．Y = fξのとき, ∇X(fξ) = ∗∇X(fξ)だから

(∇Xg)(fξ, Z) = X(g(fξ, Z))− g(∗∇Xfξ, Z)− g(fξ, ∗∇XZ)

= X(fθ(Z))−X(f)θ(Z)− f(X(θ(Z))) = 0

が成り立つ (g(ξ, ∗∇XZ) = X(g(ξ, Z))− g(∗∇Xξ, Z) = X(θ(Z))であることに注意せ

よ)．以上より, ∇g = 0が示せた．次に, T (∇)について示そう．まず, T (∇)(Z,W )を

計算しよう．

T (∇)(Z,W ) = ∇ZW −∇WZ − [Z,W ]

である．また,

∇ZW =
∗∇ZW − iJ(∗∇ZW )

2
= (∗∇ZW )+
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である．よって,

T (∇)(Z,W ) = (∗∇ZW )+ − (∗∇WZ)+ − [Z,W ]

= (T (∗∇)(Z,W ) + [Z,W ])+ − [Z,W ] = −([Z,W ])−

である．また, [J, J ](Z,W ) = −2
(
[Z,W ] + iJ [Z,W ]

)
= −4([Z,W ])− である．よっ

て, T (∇)(Z,W ) =
1

4
[J, J ](Z,W )であることが示せた．次に, T (∇)(Z, W̄ )を計算し

よう．

T (∇)(Z, W̄ ) = ∇ZW̄ −∇W̄Z − [Z, W̄ ]

であり,

∇ZW̄ =
∗∇ZW̄ + iJ(∗∇ZW̄ )

2
= (∗∇ZW̄ )− = ([Z, W̄ ])−,

∇W̄Z =
∗∇W̄Z − iJ(∗∇W̄Z)

2
= (∗∇W̄Z)+ = ([W̄ , Z])+ = −([Z, W̄ ])+

である．[Z, W̄ ] = ([Z, W̄ ])+ + ([Z, W̄ ])− + θ([Z, W̄ ])ξであることに注意すると,

T (∇)(Z, W̄ ) = ([Z, W̄ ])− + ([Z, W̄ ])+ − [Z, W̄ ]

= −θ([Z, W̄ ])ξ = dθ(Z, W̄ )ξ = ig(Z, W̄ )ξ

が成り立つ．最後に, (τ ◦ J + J ◦ τ)(X) = 0 を示そう．X = ξ のとき, τ(ξ) =

T (∇)(ξ, ξ) = 0である．また, Jξ = 0である．よって, (τ ◦ J + J ◦ τ)(ξ) = 0が成り

立つ．X ∈ ker θのとき,

τ(X) = T (∇)(ξ,X) = ∇ξX −∇Xξ − [ξ,X]

= ∇ξX − [ξ,X] = ∇ξX − ∗∇ξX + τ∗(X)

である (τ∗(X) = T (∗∇)(ξ,X) = ∗∇ξX − [ξ,X]であることに注意)．(2.11)より

∇ξX =
1

2
(∗∇ξX − J(∗∇ξJX)) =

1

2
(∗∇ξX − J2(∗∇ξX))

=
1

2
(∗∇ξX + ∗∇ξX) = ∗∇ξX

である．よって, τ(X) = τ∗(X)である．ここで, 命題 2.8より τ∗ ◦ J + J ◦ τ∗ = 0 で

あるから τ ◦ J + J ◦ τ = 0が成り立つ．以上で∇は (2.10)を満たすことが示せた．次

に, ∇の一意性を示そう．(2.11)より,

∇ZW =
∗∇ZW − iJ(∗∇ZW )

2
= (∗∇ZW )+ ∈ H+

11



である．同様にして,

∇Z̄W =
∗∇Z̄W − iJ(∗∇Z̄W )

2
= (∗∇Z̄W )+ ∈ H+,

∇ξW =
1

2
(∗∇ξW − iJ(∗∇ξW )) = (∗∇ξW )+ ∈ H+,

∇Zξ =
∗∇Zξ − J(∗∇ZJξ)

2
= 0

である．ただし, ker θ ⊗ C ∋ X =
X − iJX

2
+

X + iJX

2
:= X+ +X− であることに

注意せよ．また, X,Y ∈ TM ⊗ Cについて, ∇XY = ∇X̄ Ȳ であるから, ∇は上記の

∇ZW , ∇Z̄W , ∇ξW , ∇Zξで決まる．∗∇は一意に存在することから∇は一意である．

J が可積分のとき, 明らかに ∗∇ = ∇ = ∇TW が成り立つ．このことから, Tanno

接続, エルミート Tanno 接続はTanaka-Webster接続の可積分性を課さないケースへ

の拡張と考えられる．

本論文では Tanno 接続ではなく，エルミート Tanno 接続に着目して議論する．こ

のことが本論文の特徴であり，強調しておきたい点である．
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3 エルミート Tanno 接続

この章では, 本論文において中心的な役割を果たすこととなるエルミート Tanno 接

続∇について詳しく説明し, B(∇)0を構成するために必要なその接続の曲率テンソル

や擬エルミート Ricci 曲率, 擬エルミートスカラー曲率についてまとめた．

3.1 曲率テンソル, 擬エルミート Ricci 曲率, 擬エルミートスカラー曲率

∇の曲率テンソル F (∇)は

F (∇)(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

によって定義され, 以下の性質を持つ．

命題 3.1 (cf. Nagase-Sasaki [6])

F (∇)(X,Y )Z = −F (∇)(Y,X)Z,(3.1)

g(F (∇)(X,Y )Z,W ) = −g(F (∇)(X,Y )W,Z),(3.2)

F (∇)(X,Y )H+ ∈ H+, F (∇)(X,Y )H− ∈ H−,(3.3)

F (∇)(X,Y )ξ = 0,(3.4)

g(F (∇)(X,Y )Z,W ) + g(F (∇)(Y, Z)X,W ) + g(F (∇)(Z,X)Y,W )(3.5)

= g(JX, Y )g(τZ,W ) + g(JY, Z)g(τX,W ) + g(JZ,X)g(τY,W )

+
1

2
g((∇XQ)(Z, Y )− (∇Y Q)(Z,X) +Q(Z, T (∇)(X,Y )), JW )

+
1

2
g((∇Y Q)(X,Z)− (∇ZQ)(X,Y ) +Q(X,T (∇)(Y, Z)), JW )

+
1

2
g((∇ZQ)(Y,X)− (∇XQ)(Y, Z) +Q(Y, T (∇)(Z,X)), JW )

−1

4
g(Q(Q(Z, Y ), X)−Q(Q(Z,X), Y ),W )

−1

4
g(Q(Q(X,Z), Y )−Q(Q(X,Y ), Z),W )

−1

4
g(Q(Q(Y,X), Z)−Q(Q(Y, Z), X),W ),

g(F (∇)(X,Y )Z,W )(3.6)

= g(F (∇)(Z,W )X,Y ) + g((LZ ∧ LW )X,Y )− g((LX ∧ LY )Z,W )

−1

2
g((∇ZQ)(X,W )− (∇WQ)(X,Z) +Q(X,T (∇)(Z,W )), JY )
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+
1

2
g((∇XQ)(Z, Y )− (∇Y Q)(Z,X) +Q(Z, T (∇)(X,Y )), JW )

+
1

4
g(Q(Q(X,W ), Z)−Q(Q(X,Z),W ), Y )

−1

4
g(Q(Q(Z, Y ), X)−Q(Q(Z,X), Y ),W )

が成り立つ．ただし, L = τ +
1

2
J とおいている．

次に∇の定めるRicci曲率と擬エルミートRicci曲率について詳しく述べよう．

Ric(∇)(X,Y ) := tr
(
Z 7→ F (∇)(Z, Y )X

)
(3.7)

=
∑

g(F (∇)(ej , Y )X, ej)

によって定義されるRic(∇)を∇の定めるRicci曲率といい,

Ric∇(X,Y ) := trH+

(
Z 7→ F (∇)(X,Y )Z

)
(3.8)

=
∑

g(F (∇)(X,Y )ξλ, ξλ̄)

によって定義されるRic∇を∇の定める擬エルミートRicci曲率という．(3.6)より

Ric(∇)(X,Y ) ̸= Ric(∇)(Y,X)

であり, Levi-Civita接続の場合と異なり, Ric(∇)は対称テンソルではない．また, Ric∇

に関しては定義より

Ric∇(X,Y ) = −Ric∇(Y,X)

であり, Ric∇は交代テンソルである．なお, (2.6)より

Ric(∇)(X,Y ) =
∑

g(F (∇)(ξA, Y )X, ξĀ)

であることに注意せよ．

∇に関するスカラー曲率, 擬エルミートスカラー曲率について定義しよう．

s(∇) :=
∑

Ric(∇)(ej , ej)(3.9)

=
∑

Ric(∇)(ξA, ξĀ) =
∑

g(F (∇)(ξA, ξB̄)ξB, ξĀ)

によって定義される s(∇)を∇の定めるスカラー曲率といい,

s∇ :=
∑

Ric∇(ξα, ξᾱ)(3.10)

=
∑

g(F (∇)(ξα, ξᾱ)ξβ, ξβ̄)
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によって定義される s∇を∇の定める擬エルミートスカラー曲率という．

これら擬エルミートなものについて着目することが, B(∇)0を構成する上で重要で

ある．

3.2 ユニタリ枠を用いた表示

エルミート Tanno接続の接続形式, 曲率形式, 擬エルミート Ricci曲率, 擬エルミー

トスカラー曲率を計算しよう．

∇ξB = ξA · ω(∇)AB

と表すとき, M(2n+1 ; C)値 1-形式ω(∇) :=
(
ω(∇)AB

)
を∇の接続形式という．また,

F (∇)AB = dω(∇)AB + ω(∇)AC ∧ ω(∇)CB とおくとき, M(2n + 1 ; C)値 2-形式 F (∇) :=(
F (∇)AB

)
を∇の曲率形式という．

命題 3.2 接続形式については,

ω(∇) =



0 0
(0, β)-成分

0
(0, β̄)-成分

0
(α, 0)-成分

ω(∇)αβ
(α, β)-成分

0
(α, β̄)-成分

0
(ᾱ, 0)-成分

0
(ᾱ, β)-成分

ω(∇)ᾱ
β̄

(ᾱ, β̄)-成分

 (ω(∇)ᾱ
β̄
= ω(∇)αβ),(3.11)


ω(∇)αβ(ξ0) = g([ξ0, ξβ], ξᾱ), ω(∇)αβ(ξγ) = g(ξβ, [ξγ , ξᾱ]),

ω(∇)αβ(ξγ̄) = g([ξγ̄ , ξβ], ξᾱ)

(3.12)

であり, 曲率形式については,

F (∇) =



0 0
(0, β)-成分

0
(0, β̄)-成分

0
(α, 0)-成分

F (∇)αβ
(α, β)-成分

0
(α, β̄)-成分

0
(ᾱ, 0)-成分

0
(ᾱ, β)-成分

F (∇)ᾱ
β̄

(ᾱ, β̄)-成分

 (F (∇)ᾱ
β̄
= F (∇)αβ),(3.13)
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

F (∇)αβ(ξ0, ξγ) = −(∇ξᾱτ)
γ̄
β − i

2
τνᾱQ

γ̄
νβ ,

F (∇)αβ(ξ0, ξγ̄) = (∇ξβτ)
γ
ᾱ − i

2
τ ν̄βQ

γ
ν̄ᾱ,

F (∇)αβ(ξγ , ξλ) = −iτ β̄γ δαλ + iτ β̄λ δαγ +
i

2
(∇ξᾱQ)λ̄γβ,

F (∇)αβ(ξγ̄ , ξλ̄) = iταλ̄ δβγ − iταγ̄ δβλ +
i

2
(∇ξβQ)λγ̄ᾱ,

F (∇)αβ(ξγ , ξλ̄) = F (∇g)αβ(ξγ , ξλ̄)−
1

4
Qβ̄

µγQα
µ̄λ̄

−τ β̄γ τ
α
λ̄ +

1

4
δαγδβλ +

1

2
δαβδγλ

(3.14)

である．また, 捩率テンソルについては,

T (∇) = ξ ⊗ θα ∧ θᾱ · i+ ξα ⊗ θ ∧ θβ̄ · ταβ̄ + ξᾱ ⊗ θ ∧ θβ · τ ᾱβ(3.15)

+ξα ⊗ θβ̄ ⊗ θγ̄ · 1
4
[J, J ]αβ̄γ̄ + ξᾱ ⊗ θβ ⊗ θγ · 1

4
[J, J ]ᾱβγ

である．ただし, F (∇g)は Levi-Civita接続∇g の曲率テンソルであり,

(∇Xτ)γ̄β = g((∇Xτ)ξβ, ξγ),

(∇XQ)ᾱβγ = g((∇XQ)(ξβ, ξγ), ξα),

[J, J ]ABC = g([J, J ](ξB, ξC), ξĀ)

とおいている．

この命題を示すために, 補題を用意する．

補題 3.3 (cf. Seshadri [11]) 接続形式については,

ω(∗∇) =



0 0
(0, β)-成分

0
(0, β̄)-成分

0
(α, 0)-成分

ω(∗∇)αβ
(α, β)-成分

ω(∗∇)α
β̄

(α, β̄)-成分

0
(ᾱ, 0)-成分

ω(∗∇)ᾱβ
(ᾱ, β)-成分

ω(∗∇)ᾱ
β̄

(ᾱ, β̄)-成分

 (ω(∗∇)ᾱ
β̄
= ω(∗∇)αβ),


ω(∗∇)αβ(ξ0) = g([ξ0, ξβ], ξᾱ), ω(∗∇)αβ(ξγ) = g(ξβ, [ξγ , ξᾱ]),

ω(∗∇)αβ(ξγ̄) = g([ξγ̄ , ξβ], ξᾱ), ω(∗∇)αβ̄(ξ0) = ω(∗∇)αβ̄(ξγ) = 0,

ω(∗∇)αβ̄(ξγ̄) =
i

2
Qα

β̄γ̄
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であり, 曲率形式については,

F (∗∇) =



0 0
(0, β)-成分

0
(0, β̄)-成分

0
(α, 0)-成分

F (∗∇)αβ
(α, β)-成分

F (∗∇)α
β̄

(α, β̄)-成分

0
(ᾱ, 0)-成分

F (∗∇)ᾱβ
(ᾱ, β)-成分

F (∗∇)ᾱ
β̄

(ᾱ, β̄)-成分

 (F (∗∇)ᾱ
β̄
= F (∗∇)αβ),



F (∗∇)αβ(ξ0, ξγ) = −(∗∇ξᾱτ
∗)γ̄β − i

2
τ∗νᾱQ

γ̄
νβ ,

F (∗∇)αβ(ξ0, ξγ̄) = (∗∇ξβτ
∗)γᾱ − i

2
τ∗ν̄βQ

γ
ν̄ᾱ,

F (∗∇)αβ(ξγ , ξλ) = −iτ∗β̄γδαλ + iτ∗β̄λδαγ +
i

2
(∗∇ξᾱQ)λ̄γβ,

F (∗∇)αβ(ξγ̄ , ξλ̄) = iτ∗αλ̄δβγ − iτ∗αγ̄ δβλ +
i

2
(∗∇ξβQ)λγ̄ᾱ,

F (∗∇)αβ(ξγ , ξλ̄) = F (∇g)αβ(ξλ̄, ξµ̄)− τ∗β̄γτ
∗α
λ̄ +

1

4
δαγδβλ +

1

2
δαβδγλ,

F (∗∇)ᾱβ(ξ0, ξγ) = −(∗∇ξατ
∗)γ̄β + (∗∇ξβτ

∗)γ̄α,

F (∗∇)ᾱβ(ξ0, ξγ̄) =
i

2
τ∗γν̄

{
Qν̄

αβ −Qν̄
βα

}
,

F (∗∇)ᾱβ(ξγ , ξλ) =
i

2
(∗∇ξλQ)ᾱβγ ,

F (∗∇)ᾱβ(ξγ̄ , ξλ̄) =
i

2
(∗∇ξλ̄

Q)ᾱβγ̄ ,

F (∗∇)ᾱβ(ξγ , ξλ̄) =
i

2
(∗∇ξλ̄

Q)ᾱβγ

である．

命題 3.2の証明．(3.11)は, ∇J = 0 , ∇ξ = 0 , ∇g = 0より明らかである．(3.12)

は,簡単な計算によって示せる．続いて, (3.15)は, (2.10)より

T (∇)(ξα, ξβ) =
1

4
[J, J ](ξα, ξβ), T (∇)(ξα, ξβ̄) = 2iδαβ, T (∇)(ξ0, ξα) = τ(ξα)

であるから, 言えた．最後に, 曲率形式 F (∇)について計算しよう．接続形式と同様に

して∇J = 0 , ∇g = 0 , ∇ξ = 0より (F (∇)AB)は歪 Hermite行列である．よって, 0

行と 0列の成分は 0である．また, F (∇)Ā
B̄
= F (∇)AB であるから F (∇)αβ の値を計算す

ればよい．ここで,

F (∇)αβ = dω(∇)αβ + ω(∇)αA ∧ ω(∇)Aβ

= dω(∇)αβ + ω(∇)α0 ∧ ω(∇)0β + ω(∇)αγ ∧ ω(∇)γβ + ω(∇)αγ̄ ∧ ω(∇)γ̄β

である．ここで ω(∇)α0 = ω(∇)0β = ω(∇)αγ̄ = ω(∇)γ̄β = 0 だから

F (∇)αβ = dω(∇)αβ + ω(∇)αγ ∧ ω(∇)γβ
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を得る．また,同様にTanno接続についてのF (∗∇)αβを考えるとω(∗∇)A0 = ω(∗∇)0B = 0

だから

F (∗∇)αβ = dω(∗∇)αβ + ω(∗∇)αγ ∧ ω(∗∇)γβ + ω(∗∇)αγ̄ ∧ ω(∗∇)γ̄β

を得る．ここで, 補題 3.3より ω(∇)αβ = ω(∗∇)αβ が成り立つから,

F (∇)αβ = F (∗∇)αβ − ω(∗∇)αγ̄ ∧ ω(∗∇)γ̄β(3.16)

を得る．F (∗∇) , ω(∗∇)αγ̄ , ω(∗∇)γ̄β の値はすでにわかっているのでこの関係式を用い

て F (∇)の値が計算できる．補題 3.3より,

ω(∗∇)γ̄β = θ0 · ω(∗∇)γ̄β(ξ0) + θλ · ω(∗∇)γ̄β(ξλ) + θλ̄ · ω(∗∇)γ̄β(ξλ̄)

= θλ · (− i

2
Qγ̄

βλ)

を得る．同様にして,

ω(∗∇)αγ̄ = ω(∗∇)ᾱγ = θµ · (− i

2
Qᾱ

γµ) = θµ̄ · i
2
Qα

γ̄µ̄

を得る．したがって,

ω(∗∇)αγ̄ ∧ ω(∗∇)γ̄β = θµ̄ · ( i
2
Qα

γ̄µ̄) ∧ θλ · (− i

2
Qγ̄

βλ)

= θλ ∧ θµ̄ · (−1

4
Qα

γ̄µ̄Q
γ̄
βλ)

である．よって, (3.16)より,

F (∇)αβ = F (∗∇)αβ + θλ ∧ θµ̄ · (−1

4
Qα

γ̄µ̄Q
γ̄
βλ)

である．ここで,

(ω(∗∇)αγ̄ ∧ ω(∗∇)γ̄β)(ξ0, ξλ) =
(
(θλ ∧ θµ̄)(ξ0, ξλ)

)
· (−1

4
Qα

γ̄µ̄Q
γ̄
βλ) = 0,

(ω(∗∇)αγ̄ ∧ ω(∗∇)γ̄β)(ξλ, ξµ) =
(
(θλ ∧ θµ̄)(ξλ, ξµ)

)
· (−1

4
Qα

γ̄µ̄Q
γ̄
βλ) = 0,

(ω(∗∇)αγ̄ ∧ ω(∗∇)γ̄β)(ξλ, ξµ̄) =
(
(θλ ∧ θµ̄)(ξλ, ξµ̄)

)
· (−1

4
Qα

γ̄µ̄Q
γ̄
βλ) = −1

4
Qα

γ̄µ̄Q
γ̄
βλ

であるから,

F (∇)αβ(ξ0, ξλ) = F (∗∇)αβ(ξ0, ξλ),

F (∇)αβ(ξ0, ξλ̄) = F (∗∇)αβ(ξ0, ξλ̄),
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F (∇)αβ(ξλ, ξµ) = F (∗∇)αβ(ξλ, ξµ),

F (∇)αβ(ξλ̄, ξµ̄) = F (∗∇)αβ(ξλ̄, ξµ̄),

F (∇)αβ(ξλ, ξµ̄) = F (∗∇)αβ(ξλ, ξµ̄)−
1

4
Qα

γ̄µ̄Q
γ̄
βλ

が得られる．ここで (2.11) より, τ∗ = τ , (∗∇ξᾱτ
∗)γ̄β = (∇ξᾱτ)

γ̄
β, (∗∇ξᾱQ)λ̄γβ =

(∇ξᾱQ)λ̄γβ , etc.であることに注意すると, 補題 3.3により (3.14)が成り立つ．

次に, Ric(∇), Ric∇, s(∇), s∇を計算しよう．

命題 3.4 擬エルミート Ricci 曲率について,

Ric∇(X,Y ) = Ric∇(X̄, Ȳ ), Ric(∇)(X,Y ) = Ric(∇)(X̄, Ȳ ),(3.17) 

Ric∇(ξ, ξ) = 0,

Ric∇(ξ, ξβ) = −(∇ξλ̄
τ)β̄λ − i

2
τνλ̄Q

β̄
νλ,

Ric∇(ξα, ξβ) =
i

2
(∇ξλ̄

Q)β̄αλ,

Ric∇(ξα, ξβ̄) = Ric∇
g
(ξα, ξβ̄)−

1

4
Qλ̄

µαQλ
µ̄β̄ − τ λ̄ατ

λ
β̄ +

2n+ 1

4
δαβ,

(3.18)



Ric(∇)(ξ, Y ) = 0,

Ric(∇)(ξα, ξ) = (∇ξλ̄
τ)λ̄α +

i

2
τνλ̄Q

λ̄
να,

Ric(∇)(ξα, ξβ) =
i

2
(∇ξλ̄

Q)β̄λα + i(n− 1)τ ᾱβ ,

Ric(∇)(ξα, ξβ̄) = Ric∇(ξα, ξβ̄)−
1

4
Qᾱ

λµQ
β

µ̄λ̄

(3.19)

であり，また, 擬エルミートスカラー曲率については

s∇ = s∇
g − 1

4
|Q|2 − |τ |2 + n(2n+ 1)

4
,(3.20)

s(∇) = 2s∇ − 1

2
Qᾱ

λµQα
µ̄λ̄(3.21)

である．ただし, |Q|2 = Qλ̄
µνQλ

µ̄ν̄ , |τ |2 = τρν · τρν とおいている．

証明．Ric∇, Ric(∇)の定義から, (3.17)は明らかである．次に, (3.18)を示そう．

Ric∇(X,Y ) = g(F (∇)(X,Y )ξλ, ξλ̄) であるから, Ric∇(ξ, ξ) = 0は明らかである．ま

た, (3.14)より残りは次のように計算できる．

Ric∇(ξ, ξβ) = F (∇)λλ(ξ, ξβ) = −(∇ξλ̄
τ)β̄λ − i

2
τνλ̄Q

β̄
νλ,

Ric∇(ξα, ξβ) = F (∇)λλ(ξα, ξβ) = −iτ λ̄αδλβ + iτ λ̄β δλα +
i

2
(∇ξλ̄

Q)β̄αλ
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= −iτ β̄α + iτ ᾱβ +
i

2
(∇ξλ̄

Q)β̄αλ =
i

2
(∇ξλ̄

Q)β̄αλ,

Ric∇(ξα, ξβ̄) = F (∇)λλ(ξα, ξβ̄)

= F (∇g)λλ(ξα, ξβ̄)−
1

4
Qλ̄

µαQλ
µ̄β̄ − τ λ̄ατ

λ
β̄ +

1

4
δλαδλβ +

1

2
δλλδαβ

= Ric∇
g
(ξα, ξβ̄)−

1

4
Qλ̄

µαQλ
µ̄β̄ − τ λ̄ατ

λ
β̄ +

2n+ 1

4
δαβ

である．(3.19)についても同様にして計算できる．ここではそれの最後の等式が成立

することだけをチェックしよう．Ric(∇)(ξα, ξβ̄) = g(F (∇)(ξλ, ξβ̄)ξα, ξλ)であり,

g(F (∇)(ξλ, ξβ̄)ξα, ξλ) + g(F (∇)(ξβ̄, ξα)ξλ̄, ξλ) + g(F (∇)(ξα, ξλ)ξβ̄, ξλ̄)

=
1

4
(Qµ̄

αλQ
λ
µ̄β̄ −Qµ̄

λαQ
λ
µ̄λ̄ −Qµ̄

αλQ
λ
β̄µ̄ +Qµ̄

λαQ
λ
β̄µ̄) = −1

4
Qᾱ

λµQ
β

µ̄λ̄

である．ここで, g(F (∇)(ξλ, ξβ̄)ξα, ξλ) = Ric(∇)(ξα, ξβ̄), g(F (∇)(ξβ̄, ξα)ξλ̄, ξλ) =

−Ric∇(ξα, ξβ̄) であるから Ric(∇)(ξα, ξβ̄) = Ric∇(ξα, ξβ̄) −
1

4
Qᾱ

λµQ
β

µ̄λ̄
が成り立つ．

次に, 擬エルミートスカラー曲率について計算すると,

s∇ = Ric∇(ξα, ξᾱ)

= Ric∇
g
(ξα, ξᾱ)−

1

4
Qλ̄

µαQλ
µ̄ᾱ − τ λ̄ατ

λ
ᾱ +

2n+ 1

4
δαα

= s∇
g − 1

4
|Q|2 − |τ |2 + (2n+ 1)n

4

である．また,

s(∇) = Ric(∇)(ξα, ξᾱ)

= Ric∇(ξα, ξᾱ)−
1

4
Qᾱ

λµQα
µ̄λ̄

= s∇ − 1

4
Qᾱ

λµQα
µ̄λ̄

が成り立つ．以上から (3.20) , (3.21)が成り立つ．
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4 CR共形変換

この章では CR 共形変換の解説をする．また, エルミート Tanno接続とその曲率

テンソル, 擬エルミートRicci曲率, 擬エルミートスカラー曲率のCR共形変換の前後

の差を計算する．

4.1 定義

接触Riemann多様体 (M, θ, g, J)の以下のような変換を考える:

θ 7−→ θ̃ := e2fθ (f ∈ C∞(M))

である．θ̃ ∧ (dθ̃)n = e2(n+1)fθ ∧ (dθ)n ̸= 0であるから, θ̃は接触形式である．対応す

る Reebベクトル場を ξ̃ ∈ Γ(TM)と記そう．また, ker θ̃ = ker θであることに注意し

て (1, 1)-テンソル場 J̃ を以下で定める:

J̃X = JX (X ∈ ker θ̃), J̃ ξ̃ = 0

である．この J̃ を用いてRiemann計量 g̃を以下で定める:

g̃(X,Y ) = dθ̃(X, J̃Y ) + θ̃(X)θ̃(Y )

である．g̃は, X,Y ∈ ker θについて

g̃(X, J̃Y ) = −dθ̃(X,Y ), g̃(X, ξ̃) = 0, g̃(ξ̃, ξ̃) = 1,

J̃(J̃X) = −X, J̃ ξ̃ = 0

を満たす．以上の構造を付随させた (M, θ̃, g̃, J̃)は接触Riemann多様体である．

(M, θ, g, J) 7−→ (M, θ̃, g̃, J̃)

を CR共形変換という．CR共形変換について次の結果が知られている．

命題 4.1 (cf. Blair-Dragomir [1]) ξ, J , g, Q, τ について,

ξ̃ = ξ · e−2f + ξγ · {−2iξγ(f)e
−2f}+ ξγ · {2iξγ(f)e−2f},

J̃ = ξγ ⊗ θγ · i+ ξγ ⊗ θγ · (−i) +
(
ξγ · {−2ξγ(f)}+ ξγ · {−2ξγ(f)}

)
⊗ θ,
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g̃ = (θα ⊗ θα + θα ⊗ θα)e2f + (θ ⊗ θα + θα ⊗ θ){−2iξα(f)e
2f}

+(θ ⊗ θα + θα ⊗ θ){2iξα(f)e2f}+ θ ⊗ θ{e4f + 8e2fξγ(f)ξγ(f)},

ef Q̃γ
αβ = Qγ

αβ,

e2f τ̃βα = τβα + 2i
(
ξα(ξβ(f))−∇ξαξβ(f)− 2ξα(f)ξβ(f)

)
+ (Qβ

αγ −Qβ
γα)ξγ(f)

が成り立つ．

CR共形不変な量を構成することに関しては, Sakamoto氏, Takemura氏 (Sakamoto-

Takemura [10])や Tanno氏 (Tanno [13], [14])の先行研究がある．

4.2 エルミートTanno接続のCR共形変換

以下, (M, θ̃, g̃, J̃)に付随するものはすべて ˜の記号を付けて表す．ここでは, ∇̃−∇,

F (∇̃)− F (∇), Ric(∇̃)− Ric(∇), Ric∇̃ − Ric∇, s(∇̃)− s(∇), s∇̃ − s∇を計算する．

まず, エルミート Tanno接続について, ∇̃ − ∇を計算しよう．

命題 4.2

∇̃ξγξβ −∇ξγξβ = ξβ · 2ξγ(f) + ξγ · 2ξβ(f),(4.1)

∇̃ξγ̄ξβ −∇ξγ̄ξβ = −ξα · δβγ 2ξᾱ(f),(4.2)

∇̃ξξβ −∇ξξβ = ξα · i
{
2
(
ξβξᾱ −∇ξβξᾱ

)
(f) + 4ξᾱ(f)ξβ(f)

}
(4.3)

+ξβ · 4i ξν(f)ξν̄(f)

である．

この命題を証明する前に次の補題を用意する．

補題 4.3 (Nagase-Sasaki [6, Lemma 2.1]) ∇̃ の接続形式について, ω̃A
B(ξ̃C) =

g̃(∇̃ξ̃C
ξ̃B, ξ̃Ā) とおくとき,

ef ω̃α
β (ξ̃γ) = ωα

β (ξγ) + δαβ ξγ(f) + δαγ 2ξβ(f),(4.4)

ef ω̃α
β (ξ̃γ̄) = ωα

β (ξγ̄)− δαβ ξγ̄(f)− δβγ 2ξᾱ(f),(4.5)

e2f ω̃α
β (ξ̃) = ωα

β (ξ) + iξᾱξβ(f) + iξβξᾱ(f)− 4iξᾱ(f)ξβ(f)(4.6)

−iωµ
β(ξᾱ) ξµ(f) + iωα

µ(ξβ) ξµ̄(f)− 2iωα
β (ξµ) ξµ̄(f) + 2iωα

β (ξµ̄)ξµ(f)
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である．

証明．∇̃ξ̃C
ξ̃B = ξ̃A · ω̃A

B(ξ̃C)とおいていることに注意すると,補題 4.2の (4.4) , (4.5)

より

∇̃ξγξβ −∇ξγξβ = ∇̃ξγe
f ξ̃β −∇ξγξβ

= ef ∇̃ξγ ξ̃β −∇ξγξβ + ξγ(e
f )ξ̃β

= ef
{
ωα
β (ξγ) + δαβ ξγ(f) + δαγ 2ξβ(f)

}
ξ̃α

−∇ξγξβ + ξγ(e
f )ξ̃β

=
{
δαβ ξγ(f) + δαγ 2ξβ(f)

}
ξα + ξγ(f)ξβ

= ξα ·
{
δαβ 2ξγ(f) + δαγ 2ξβ(f)

}
,

∇̃ξγ̄ξβ −∇ξγ̄ξβ = ∇̃ξγ̄e
f ξ̃β −∇ξγ̄ξβ

= ef ∇̃ξγ̄ ξ̃β −∇ξγ̄ξβ + ξγ̄(e
f )ξ̃β

= ef ξ̃α ·
{
ωα
β (ξγ̄)− δαβ ξγ̄(f)− δβγ 2ξᾱ(f)

}
−∇ξγ̄ξβ + ξγ̄(e

f )ξ̃β

= −ξβ · ξγ̄(f)− ξα · δβγ 2ξᾱ(f) + ξβ · ξγ̄(f)

= −ξα · δβγ 2ξᾱ(f)

と計算できる．さらに,

∇̃ξξβ = ∇̃ξe
f ξ̃β = ef ∇̃ξ ξ̃β + ξ(f)ξβ

= ef
{
e2f ∇̃ξ̃ ξ̃β + ef2iξν̄(f)∇̃ξ̃ν

ξ̃β − ef2iξν(f)∇̃ξ̃ν̄
ξ̃β

}
+ ξ(f)ξβ

= ξ̃α · ef
{
e2f ω̃α

β (ξ̃) + ef2iξν̄(f)ω̃
α
β (ξ̃ν)− ef2iξν(f)ω̃

α
β (ξ̃ν̄)

}
+ ξ(f)ξβ

= ξα ·
{
ωα
β (ξ) + iξᾱξβ(f) + iξβξᾱ(f)− 4iξᾱ(f)ξβ(f)

−iων
β(ξᾱ) ξν(f) + iωα

ν (ξβ) ξν̄(f)− 2iωα
β (ξν) ξν̄(f) + 2iωα

β (ξν̄)ξν(f)

+2iξν̄(f)ω
α
β (ξν) + δαβ 2iξν̄(f)ξν(f) + 4iξᾱ(f)ξβ(f)

−2iξν(f)ω
α
β (ξν̄) + δαβ 2iξν(f)ξν̄(f) + 4iξβ(f)ξᾱ(f)

}
+ ξ(f)ξβ

= ξα ·
{
ωα
β (ξ) + iξᾱξβ(f) + iξβξᾱ(f)− iων

β(ξᾱ) ξν(f)− iων̄
ᾱ(ξβ) ξν̄(f)

+4iξᾱ(f)ξβ(f) + δαβ 4iξν(f)ξν̄(f)
}
+ ξ(f)ξβ
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であるから, (4.4) , (4.5) , (4.6)を用いると

∇̃ξξβ −∇ξξβ = ξα · i
{
ξᾱξβ(f) + ξβξᾱ(f)− ων

β(ξᾱ) ξν(f)− ων̄
ᾱ(ξβ) ξν̄(f)

+4ξᾱ(f)ξβ(f) + δαβ 4ξν(f)ξν̄(f)
}
+ ξβ · ξ(f)

= ξα · i
{
2ξβξᾱ(f)− 2ων̄

ᾱ(ξβ) ξν̄(f) + 4ξᾱ(f)ξβ(f) + δαβ 4ξν(f)ξν̄(f)
}

= ξα · i
{
2
(
ξβξᾱ −∇ξβξᾱ

)
(f) + 4ξᾱ(f)ξβ(f)

}
+ ξβ · 4i ξν(f)ξν̄(f)

である．以上から (4.1),(4.2),(4.3)が証明された．

次に曲率テンソルについて, F (∇̃)− F (∇)に関しては以下の命題が成り立つ．

命題 4.4 (Nagase-Sasaki [6, Proposition 2.2])

F (∇̃)(ξγ , ξλ)ξβ − F (∇)(ξγ , ξλ)ξβ(4.7)

= ξλ · 2
(
ξγξβ −∇ξγξβ

)
(f)− ξλ · 4ξβ(f)ξγ(f)

−ξγ · 2
(
ξλξβ −∇ξλξβ

)
(f) + ξγ · 4ξβ(f)ξλ(f)

+ξµ · ξµ̄(f) iQλ̄
γβ + ξβ · ξµ̄(f) i

(
Qµ̄

γλ −Qµ̄
λγ

)
,

F (∇̃)(ξγ̄ , ξλ̄)ξβ − F (∇)(ξγ̄ , ξλ̄)ξβ(4.8)

= ξµ · δβγ 2
(
ξλ̄ξµ̄ −∇ξλ̄

ξµ̄

)
(f)− ξµ · δβγ 4ξλ̄(f)ξµ̄(f)

−ξµ · δβλ 2
(
ξγ̄ξµ̄ −∇ξγ̄ξµ̄

)
(f) + ξµ · δβλ 4ξγ̄(f)ξµ̄(f)

+ξµ · ξβ(f) iQλ
γ̄µ̄ + ξβ · ξµ(f) i

(
Qµ

γ̄λ̄
−Qµ

λ̄γ̄

)
,

F (∇̃)(ξγ , ξλ̄)ξβ − F (∇)(ξγ , ξλ̄)ξβ(4.9)

= −ξγ · 2
(
ξλ̄ξβ −∇ξλ̄

ξβ

)
(f)− ξγ · δβλ 4ξν(f)ξν̄(f)

−ξβ · 2
(
ξλ̄ξγ −∇ξλ̄

ξγ

)
(f)− ξβ · δγλ 4ξν(f)ξν̄(f)

−ξµ · δβλ 2
(
ξγξµ̄ −∇ξγξµ̄

)
(f)− ξµ · δγλ 2

(
ξβξµ̄ −∇ξβξµ̄

)
(f)

である．

証明. 命題 4.1の (4.1)より,

∇̃ξγξβ −∇ξγξβ = ξβ · 2ξγ(f) + ξγ · 2ξβ(f)

であるから,

∇̃ξγ ∇̃ξλξβ
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= ∇̃ξγ∇ξλξβ + ∇̃ξγ

(
ξβ · 2ξλ(f) + ξλ · 2ξβ(f)

)
= ∇ξγ∇ξλξβ +∇ξλξβ · 2ξγ(f) + ξγ · 2(∇ξλξβ)(f)

+∇ξγ

(
ξβ · 2ξλ(f) + ξλ · 2ξβ(f)

)
+
(
ξβ · 2ξλ(f) + ξλ · 2ξβ(f)

)
2ξγ(f)

+ξγ · 2
(
ξβ · 2ξλ(f) + ξλ · 2ξβ(f)

)
(f)

= ∇ξγ∇ξλξβ +∇ξλξβ · 2ξγ(f) + ξγ · 2(∇ξλξβ)(f)

+∇ξγξβ · 2ξλ(f) +∇ξγξλ · 2ξβ(f) + ξβ · 2ξγξλ(f) + ξλ · 2ξγξβ(f)

+ξβ · 4ξλ(f)ξγ(f) + ξλ · 4ξβ(f)ξγ(f) + ξγ · 8ξβ(f)ξλ(f)

が成り立つ．また,

[ξγ , ξλ] = ∇ξγξλ −∇ξλξγ − T (∇)(ξγ , ξλ)

= ∇ξγξλ −∇ξλξγ + ξρ̄ ·
1

4
[J, J ]ρ̄λγ

= ∇ξγξλ −∇ξλξγ + ξρ̄ ·
i

2

{
Qρ̄

γλ −Qρ̄
λγ

}
であることから,

∇̃[ξγ ,ξλ]ξβ −∇[ξγ ,ξλ]ξβ = ξβ · 2(∇ξγξλ)(f) +∇ξγξλ · 2ξβ(f)

−ξβ · 2(∇ξλξγ)(f)−∇ξλξγ · 2ξβ(f)

−ξα · iξᾱ(f)
{
Qβ̄

γλ −Qβ̄
λγ

}
と計算できる．よって,

F (∇̃)(ξγ , ξλ)ξβ − F (∇)(ξγ , ξλ)ξβ

= ∇ξλξβ · 2ξγ(f) + ξγ · 2(∇ξλξβ)(f)

+∇ξγξβ · 2ξλ(f) +∇ξγξλ · 2ξβ(f) + ξβ · 2ξγξλ(f) + ξλ · 2ξγξβ(f)

+ξβ · 4ξλ(f)ξγ(f) + ξλ · 4ξβ(f)ξγ(f) + ξγ · 8ξβ(f)ξλ(f)

−∇ξγξβ · 2ξλ(f)− ξλ · 2(∇ξγξβ)(f)

−∇ξλξβ · 2ξγ(f)−∇ξλξγ · 2ξβ(f)− ξβ · 2ξλξγ(f)− ξγ · 2ξλξβ(f)

−ξβ · 4ξγ(f)ξλ(f)− ξγ · 4ξβ(f)ξλ(f)− ξλ · 8ξβ(f)ξγ(f)

−ξβ · 2(∇ξγξλ)(f)−∇ξγξλ · 2ξβ(f)

+ξβ · 2(∇ξλξγ)(f) +∇ξλξγ · 2ξβ(f) + ξα · iξᾱ(f)
{
Qβ̄

γλ −Qβ̄
λγ

}
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= ξβ · 2
(
∇ξλξγ −∇ξγξλ − [ξλ, ξγ ]

)
(f)

+ξλ · 2
(
ξγξβ −∇ξγξβ

)
(f)− ξλ · 4ξβ(f)ξγ(f)

−ξγ · 2
(
ξλξβ −∇ξλξβ

)
(f) + ξγ · 4ξβ(f)ξλ(f) + ξα · iξᾱ(f)

{
Qβ̄

γλ −Qβ̄
λγ

}
= ξλ · 2

(
ξγξβ −∇ξγξβ

)
(f)− ξλ · 4ξβ(f)ξγ(f)

−ξγ · 2
(
ξλξβ −∇ξλξβ

)
(f) + ξγ · 4ξβ(f)ξλ(f)

+ξβ · i
{
Qᾱ

γλ −Qᾱ
λγ

}
ξᾱ(f) + ξα · i

{
Qβ̄

γλ −Qβ̄
λγ

}
ξᾱ(f)

であり, (4.7)が言えた．次に, 命題 4.1の (4.1) , (4.2)より,

∇̃ξγ̄ ∇̃ξλ̄
ξβ

= ∇̃ξγ̄∇ξλ̄
ξβ − ∇̃ξγ̄

(
ξα · δβλ 2ξᾱ(f)

)
= ∇ξγ̄∇ξλ̄

ξβ − ξα · g(∇ξλ̄
ξβ, ξγ̄) 2ξᾱ(f)

−∇̃ξγ̄ξα · δβλ 2ξᾱ(f)− ξα · δβλ 2ξγ̄ξᾱ(f)

= ∇ξγ̄∇ξλ̄
ξβ − ξα · g(∇ξλ̄

ξβ, ξγ̄) 2ξᾱ(f)

−
{
∇ξγ̄ξα − ξρ · δαγ 2ξρ̄(f)

}
· δβλ 2ξᾱ(f)− ξα · δβλ 2ξγ̄ξᾱ(f)

= ∇ξγ̄∇ξλ̄
ξβ −∇ξγ̄ξα · δβλ 2ξᾱ(f) + ξα · g(ξβ,∇ξλ̄

ξγ̄) 2ξᾱ(f)

+ξα · δβλ 4ξγ̄(f)ξᾱ(f)− ξα · δβλ 2ξγ̄ξᾱ(f)

である．また,

[ξγ̄ , ξλ̄] = ∇ξγ̄ξλ̄ −∇ξλ̄
ξγ̄ − ξρ ·

i

2

{
Qρ

γ̄λ̄
−Qρ

λ̄γ̄

}
= ξρ̄ · ωρ̄

λ̄
(ξγ̄)− ξρ̄ · ωρ̄

γ̄(ξλ̄)− ξρ ·
i

2

{
Qρ

γ̄λ̄
−Qρ

λ̄γ̄

}
であるから,

∇̃[ξγ ,ξλ]ξβ −∇[ξγ ,ξλ]ξβ

= −ξα · δβρ 2ξᾱ(f)ωρ̄

λ̄
(ξγ̄) + ξα · δβρ 2ξᾱ(f)ωρ̄

γ̄(ξλ̄)

−ξβ · i
{
Qρ

γ̄λ̄
−Qρ

λ̄γ̄

}
ξρ(f)− ξρ · i

{
Qρ

γ̄λ̄
−Qρ

λ̄γ̄

}
ξβ(f)

= −ξα · g(ξβ,∇ξγ̄ξλ̄)2ξᾱ(f) + ξα · g(ξβ,∇ξλ̄
ξγ̄)2ξᾱ(f)

−ξβ · i
{
Qα

γ̄λ̄ −Qα
λ̄γ̄

}
ξα(f)− ξα · i

{
Qα

γ̄λ̄ −Qα
λ̄γ̄

}
ξβ(f)
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である．したがって,

F (∇̃)(ξγ̄ , ξλ̄)ξβ − F (∇)(ξγ̄ , ξλ̄)ξβ

= −∇ξγ̄ξα · δβλ 2ξᾱ(f) + ξα · g(ξβ,∇ξλ̄
ξγ̄) 2ξᾱ(f)

+ξα · δβλ 4ξγ̄(f)ξᾱ(f)− ξα · δβλ 2ξγ̄ξᾱ(f)

+∇ξλ̄
ξα · δβγ 2ξᾱ(f)− ξα · g(ξβ,∇ξγ̄ξλ̄) 2ξᾱ(f)

−ξα · δβγ 4ξλ̄(f)ξᾱ(f) + ξα · δβγ 2ξλ̄ξᾱ(f)

+ξα · g(ξβ,∇ξγ̄ξλ̄)2ξᾱ(f)− ξα · g(ξβ,∇ξλ̄
ξγ̄)2ξᾱ(f)

+ξβ · i
{
Qα

γ̄λ̄ −Qα
λ̄γ̄

}
ξα(f) + ξα · i

{
Qα

γ̄λ̄ −Qα
λ̄γ̄

}
ξβ(f)

= ξα · δβγ 2
(
ξλ̄ξᾱ −∇ξλ̄

ξᾱ

)
(f)− ξα · δβγ 4ξλ̄(f)ξᾱ(f)

−ξα · δβλ 2
(
ξγ̄ξᾱ −∇ξγ̄ξᾱ

)
(f) + ξα · δβλ 4ξγ̄(f)ξᾱ(f)

+ξα · i
{
Qα

γ̄λ̄ −Qα
λ̄γ̄

}
ξβ(f) + ξβ · i

{
Qα

γ̄λ̄ −Qα
λ̄γ̄

}
ξα(f)

と計算され, (4.8)が言えた．最後に, (4.9) について計算する．

∇̃ξγ ∇̃ξλ̄
ξβ

= ∇̃ξγ∇ξλ̄
ξβ − ∇̃ξγ

(
ξα · δβλ 2ξᾱ(f)

)
= ∇ξγ∇ξλ̄

ξβ +∇ξλ̄
ξβ · 2ξγ(f) + ξγ · 2(∇ξλ̄

ξβ)(f) + ξα · δβλ 2(∇ξγξᾱ)(f)

−ξα · δβλ 4ξγ(f)ξᾱ(f)− ξγ · δβλ 4ξα(f)ξᾱ(f)− ξα · δβλ 2ξγξᾱ(f),

∇̃ξλ̄
∇̃ξγξβ

= ∇̃ξλ̄
∇ξγξβ + ∇̃ξλ̄

(
ξβ · 2ξγ(f)

)
+ ∇̃ξλ̄

(
ξγ · 2ξβ(f)

)
= ∇ξλ̄

∇ξγξβ + ξα · g(ξβ,∇ξγξλ̄) 2ξᾱ(f)

+∇ξλ̄
ξβ · 2ξγ(f)− ξα · δβλ 4ξᾱ(f)ξγ(f) + ξβ · 2ξλ̄ξγ(f)

+∇ξλ̄
ξγ · 2ξβ(f)− ξα · δγλ 4ξᾱ(f)ξβ(f) + ξγ · 2ξλ̄ξβ(f)

である．また,

[ξγ , ξλ̄] = ∇ξγξλ̄ −∇ξλ̄
ξγ − ξ · iδγλ

= ξρ̄ · ωρ̄

λ̄
(ξγ)−∇ξλ̄

ξγ − ξ · iδγλ
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より,

∇̃[ξγ ,ξλ̄]
ξβ −∇[ξγ ,ξλ̄]

ξβ

= −ξα · g(ξβ,∇ξγξλ̄)2ξᾱ(f)

−ξβ · 2(∇ξλ̄
ξγ)(f)−∇ξλ̄

ξγ · 2ξβ(f)− iδγλ

(
∇̃ξξβ −∇ξξβ

)
が成り立つ．したがって,

F (∇̃)(ξγ , ξλ̄)ξβ − F (∇)(ξγ , ξλ̄)ξβ

= ∇ξλ̄
ξβ · 2ξγ(f) + ξγ · 2(∇ξλ̄

ξβ)(f) + ξα · δβλ 2(∇ξγξᾱ)(f)

−ξα · δβλ 4ξγ(f)ξᾱ(f)− ξγ · δβλ 4ξα(f)ξᾱ(f)− ξα · δβλ 2ξγξᾱ(f)

−ξα · g(ξβ,∇ξγξλ̄) 2ξᾱ(f)

−∇ξλ̄
ξβ · 2ξγ(f) + ξα · δβλ 4ξᾱ(f)ξγ(f)− ξβ · 2ξλ̄ξγ(f)

−∇ξλ̄
ξγ · 2ξβ(f) + ξα · δγλ 4ξᾱ(f)ξβ(f)− ξγ · 2ξλ̄ξβ(f)

+ξα · g(ξβ,∇ξγξλ̄)2ξᾱ(f)

+ξβ · 2(∇ξλ̄
ξγ)(f) +∇ξλ̄

ξγ · 2ξβ(f) + iδγλ

(
∇̃ξξβ −∇ξξβ

)
= −ξγ · 2

(
ξλ̄ξβ −∇ξλ̄

ξβ

)
(f)− ξγ · δβλ 4ξν(f)ξν̄(f)

−ξβ · 2
(
ξλ̄ξγ −∇ξλ̄

ξγ

)
(f)− ξβ · δγλ 4ξν(f)ξν̄(f)

−ξα · δβλ 2
(
ξγξᾱ −∇ξγξᾱ

)
(f)− ξα · δγλ 2

(
ξβξᾱ −∇ξβξᾱ

)
(f)

であり, (4.9)が示せた．

続いて Ric(∇̃) − Ric(∇), Ric∇̃ − Ric∇, s(∇̃) − s(∇), s∇̃ − s∇などについても調

べておく．

命題 4.5 (Nagase-Sasaki [6, Proposition 2.4]) Ricci曲率については

Ric(∇̃)(ξα, ξβ)− Ric(∇)(ξα, ξβ)(4.10)

= iξµ̄(f)
(
Qµ̄

αβ − 2Qµ̄
βα

)
−2(n− 1)

(
ξβξα −∇ξβξα

)
(f) + 4(n− 1)ξα(f)ξβ(f),

Ric(∇̃)(ξᾱ, ξβ̄)− Ric(∇)(ξᾱ, ξβ̄)(4.11)

= −iξµ(f)
(
Qµ

ᾱβ̄
− 2Qµ

β̄ᾱ

)
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−2(n− 1)
(
ξβ̄ξᾱ −∇ξβ̄

ξᾱ

)
(f) + 4(n− 1)ξᾱ(f)ξβ̄(f),

Ric(∇̃)(ξα, ξβ̄)− Ric(∇)(ξα, ξβ̄)(4.12)

= −2(n+ 2)
(
ξβ̄ξα −∇ξβ̄

ξα

)
(f)

+δαβ

{
− 2
(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f)− 4(n+ 1)ξν(f)ξν̄(f) + 2(n+ 1) iξ(f)

}
であり, 擬エルミートRicci曲率については

Ric∇̃(ξα, ξβ)− Ric∇(ξα, ξβ) = i(n+ 2) ξµ̄(f)Qβ̄
αµ,(4.13)

Ric∇̃(ξᾱ, ξβ̄)− Ric∇(ξᾱ, ξβ̄) = i(n+ 2) ξµ(f)Qβ
ᾱµ̄,(4.14)

Ric∇̃(ξα, ξβ̄)− Ric∇(ξα, ξβ̄)(4.15)

= −2(n+ 2)
(
ξβ̄ξα −∇ξβ̄

ξα

)
(f)

+δαβ

{
− 2
(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f)− 4(n+ 1)ξν(f)ξν̄(f) + 2(n+ 1) iξ(f)

}
である．そしてスカラー曲率, 擬エルミートスカラー曲率については

e2fs∇̃ − s∇(4.16)

=
1

2

{
e2fs(∇̃)− s(∇)

}
= −4(n+ 1)

(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f)− 4n(n+ 1)ξν(f)ξν̄(f) + 2n(n+ 1) iξ(f)

= 2(n+ 1)∆Hf − 4n(n+ 1)ξν(f)ξν̄(f)

である．ただし, ∆Hf =
∑
A ̸=0

(
ξĀξA −∇ξĀ

ξA

)
(f)とおいている.

証明． ここでは特に, (4.15), (4.16)について詳しく証明する．

Ric∇̃(X,Y ) = g̃(F (∇̃)(X,Y )ξ̃λ, ξ̃λ̄)

であることに注意する．まず, (4.15)を示す．(4.9)より,

g(F (∇̃)(ξα, ξβ̄)ξλ, ξλ̄)− g(F (∇)(ξα, ξβ̄)ξλ, ξλ̄)

= g(F (∇̃)(ξα, ξβ̄)ξλ, ξλ̄)− Ric∇(ξα, ξβ̄)

= −δλα · 2
(
ξβ̄ξλ −∇ξβ̄

ξλ

)
(f)− δλα · δλβ 4ξν(f)ξν̄(f)

−δλλ · 2
(
ξβ̄ξα −∇ξβ̄

ξα

)
(f)− δλλ · δαβ 4ξν(f)ξν̄(f)

−δλν · δλβ 2
(
ξαξν̄ −∇ξαξν̄

)
(f)− δλν · δαβ 2

(
ξλξν̄ −∇ξλξν̄

)
(f)
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= −2(n+ 1)
(
ξβ̄ξα −∇ξβ̄

ξα

)
(f)− δαβ 4(n+ 1)ξν(f)ξν̄(f)

−2
(
ξαξβ̄ −∇ξαξβ̄

)
(f)− δαβ 2

(
ξνξν̄ −∇ξνξν̄

)
(f)

= −2(n+ 1)
(
ξβ̄ξα −∇ξβ̄

ξα

)
(f)− δαβ 4(n+ 1)ξν(f)ξν̄(f)

−2
(
ξβ̄ξα −∇ξβ̄

ξα

)
(f) + ξ(f) · 2iδαβ − δαβ 2

(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f) + ξ(f) · i2nδαβ

= −2(n+ 2)
(
ξβ̄ξα −∇ξβ̄

ξα

)
(f)

+δαβ

{
− 2
(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f) + i2(n+ 1)ξ(f)− 4(n+ 1)ξν(f)ξν̄(f)

}
が成り立つ．途中,

(
ξαξβ̄ −∇ξαξβ̄

)
−
(
ξβ̄ξα −∇ξβ̄

ξα

)
= −T (∇)(ξα, ξβ̄) = −ξ · iδαβ

を用いた．よって,

Ric∇̃(ξα, ξβ̄) = e2fRic∇̃(ξ̃α, ξ̃β̄) = e2f g̃(F (∇̃)(ξ̃α, ξ̃β̄)ξ̃λ, ξ̃λ̄)

= g(F (∇̃)(ξα, ξβ̄)ξλ, ξλ̄)

= Ric∇(ξα, ξβ̄)− 2(n+ 2)
(
ξβ̄ξα −∇ξβ̄

ξα

)
(f)

+δαβ

{
− 2
(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f) + i2(n+ 1)ξ(f)− 4(n+ 1)ξν(f)ξν̄(f)

}
であり, (4.15)が言えた．次に, (4.16)を示す．

Ric∇̃(ξα, ξᾱ)− Ric∇(ξα, ξᾱ)

= −2(n+ 2)
(
ξᾱξα −∇ξᾱξα

)
(f)

+δαα

{
− 2
(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f) + i2(n+ 1)ξ(f)− 4(n+ 1)ξν(f)ξν̄(f)

}
= −2(n+ 2)

(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f)

−2n
(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f) + 2n(n+ 1) iξ(f)− 4n(n+ 1)ξν(f)ξν̄(f)

= −4(n+ 1)
(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f) + 2n(n+ 1) iξ(f)− 4n(n+ 1)ξν(f)ξν̄(f)

であり, (4.16)が言えた．

(4.12), (4.15)より,

Ric∇̃(ξα, ξβ̄)− Ric∇(ξα, ξβ̄) = Ric(∇̃)(ξα, ξβ̄)− Ric(∇)(ξα, ξβ̄)

であることに注意せよ．
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5 エルミート Tanno 接続を用いたBochner型の曲率テンソル

この章は本論文の中心である．エルミートTanno接続から, B(∇)0,その他いくつか

のテンソルを構成し, それらに関連する定理とその証明を [6]に基づき, 詳しく記そう．

5.1 B(∇)0の構成

序論でも表記したが,

B(∇)0(X,Y )Z = F (∇)(X,Y )Z − 1

n+ 2

{
Ric∇(Z, Y )X +Ric∇(X,Y )Z

− g(Z, Y ) ric∇(X)− g(X,Y ) ric∇(Z)
}

+
s∇

(n+ 1)(n+ 2)

{
g(Z, Y )X + g(X,Y )Z

}
(X,Y, Z ∈ Γ(H+))

によって定義される B(∇)0 ∈ Γ(H+ ⊗H∗
+ ⊗H∗

− ⊗H∗
+)を Bochner 型の曲率テンソ

ルと呼ぶ．ただし, ric∇ ∈ Γ(H+ ⊗H∗
+)は, ric∇(Y ) = ξµ · Ric∇(ξµ̄, Y ) (Y ∈ H+) に

よって定義される．B(∇)0は以下の性質を持つ．

定理 5.1 (Nagase-Sasaki [6, Theorem A])

B(∇)0は CR共形変換で不変である．

これが本論文の主定理であり, 以下, この定理を証明するが, 最も重要なアイディア

は, 曲率テンソルの差F (∇̃)−F (∇)(命題 4.4)を 2種類の差Ric∇̃−Ric∇と s∇̃−s∇(命

題 4.5)を使って書き下せることに気付いたということである．

定理 5.1の証明. B(∇)0 = B(∇̃)0であることを示せばよい．(4.9) より,

g(F (∇̃)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)− g(F (∇)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)(5.1)

= −δγα2
(
ξλ̄ξβ −∇ξλ̄

ξβ

)
(f)− δβα2

(
ξλ̄ξγ −∇ξλ̄

ξγ

)
(f)

−δβλ 2
(
ξᾱξγ −∇ξᾱξγ

)
(f)− δγλ 2

(
ξᾱξβ −∇ξᾱξβ

)
(f)

+2(δαγδβλ + δαβδγλ)
(
iξ(f)− 2ξν(f)ξν̄(f)

)
と書ける．そして (4.15), (4.16) より,{

Ric∇̃(ξα, ξβ̄)− Ric∇(ξα, ξβ̄)
}
+ 2(n+ 2)

(
ξβ̄ξα −∇ξβ̄

ξα

)
(f)
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= δαβ

{
− 2
(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f)− 4(n+ 1)ξν(f)ξν̄(f) + 2(n+ 1) iξ(f)

}
= δαβ

{
− 2
(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f) +

e2fs∇̃ − s∇

n
+

4(n+ 1)

n

(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f)
}

= δαβ

{e2fs∇̃ − s∇

n
+

2(n+ 2)

n

(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f)
}

であるから,(
ξβ̄ξα −∇ξβ̄

ξα

)
(f) = − 1

2(n+ 2)

{
Ric∇̃(ξα, ξβ̄)− Ric∇(ξα, ξβ̄)

}
(5.2)

+δαβ

{e2fs∇̃ − s∇

2n(n+ 2)
+

1

n

(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f)
}

が成り立つ．また, (4.16)より,

iξ(f)− 2ξν(f)ξν̄(f) =
e2fs∇̃ − s∇

2n(n+ 1)
+

2

n

(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f)(5.3)

である．(5.1)の右辺を (5.2), (5.3) を使って, Ric∇̃ − Ric∇, s∇̃ − s∇ で表すと

g(F (∇̃)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)− g(F (∇)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)

=
δγα
n+ 2

{
Ric∇̃(ξβ, ξλ̄)− Ric∇(ξβ, ξλ̄)

}
+

δβα
n+ 2

{
Ric∇̃(ξγ , ξλ̄)− Ric∇(ξγ , ξλ̄)

}
+

δβλ
n+ 2

{
Ric∇̃(ξγ , ξᾱ)− Ric∇(ξγ , ξᾱ)

}
+

δγλ
n+ 2

{
Ric∇̃(ξβ, ξᾱ)− Ric∇(ξβ, ξᾱ)

}
−2(δβλδγα + δγλδβα)

{e2fs∇̃ − s∇

n(n+ 2)
+

2

n

(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f)
}

+2(δβλδγα + δγλδβα)
{e2fs∇̃ − s∇

2n(n+ 1)
+

2

n

(
ξν̄ξν −∇ξν̄ξν

)
(f)
}

=
δγα
n+ 2

{
Ric∇̃(ξβ, ξλ̄)− Ric∇(ξβ, ξλ̄)

}
+

δβα
n+ 2

{
Ric∇̃(ξγ , ξλ̄)− Ric∇(ξγ , ξλ̄)

}
+

δβλ
n+ 2

{
Ric∇̃(ξγ , ξᾱ)− Ric∇(ξγ , ξᾱ)

}
+

δγλ
n+ 2

{
Ric∇̃(ξβ, ξᾱ)− Ric∇(ξβ, ξᾱ)

}
−(δβλδγα + δγλδβα)

1

(n+ 1)(n+ 2)

{
e2fs∇̃ − s∇

}
である．したがって,

g(F (∇̃)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)− δγα
1

n+ 2
Ric∇̃(ξβ, ξλ̄)− δβα

1

n+ 2
Ric∇̃(ξγ , ξλ̄)(5.4)

−δβλ
1

n+ 2
Ric∇̃(ξγ , ξᾱ)− δγλ

1

n+ 2
Ric∇̃(ξβ, ξᾱ)

+(δβλδγα + δγλδβα)
1

(n+ 1)(n+ 2)
e2fs∇̃

= g(F (∇)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)− δγα
1

n+ 2
Ric∇(ξβ, ξλ̄)− δβα

1

n+ 2
Ric∇(ξγ , ξλ̄)
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−δβλ
1

n+ 2
Ric∇(ξγ , ξᾱ)− δγλ

1

n+ 2
Ric∇(ξβ, ξᾱ)

+(δβλδγα + δγλδβα)
1

(n+ 1)(n+ 2)
s∇

が得られる．ここで, (5.4)の両辺を書き換える．左辺は

g(F (∇)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)− δγα
1

n+ 2
Ric∇(ξβ, ξλ̄)− δβα

1

n+ 2
Ric∇(ξγ , ξλ̄)

−δβλ
1

n+ 2
Ric∇(ξγ , ξᾱ)− δγλ

1

n+ 2
Ric∇(ξβ, ξᾱ)

+(δβλδγα + δγλδβα)
1

(n+ 1)(n+ 2)
s∇

= g(F (∇)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)−
1

n+ 2
Ric∇(ξβ, ξλ̄)g(ξγ , ξᾱ)−

1

n+ 2
Ric∇(ξγ , ξλ̄)g(ξβ, ξᾱ)

+g(ξβ, ξλ̄)
1

n+ 2
g(ric∇(ξγ), ξᾱ) + g(ξγ , ξλ̄)

1

n+ 2
g(ric∇(ξβ), ξᾱ)

+(g(ξβ, ξλ̄)g(ξγ , ξᾱ) + g(ξγ , ξλ̄)g(ξβ, ξᾱ))
1

(n+ 1)(n+ 2)
s∇

= g(F (∇)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)− g(
1

n+ 2
Ric∇(ξβ, ξλ̄)ξγ , ξᾱ)− g(

1

n+ 2
Ric∇(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)

+g(g(ξβ, ξλ̄)
1

n+ 2
ric∇(ξγ), ξᾱ) + g(g(ξγ , ξλ̄)

1

n+ 2
ric∇(ξβ), ξᾱ)

+g(g(ξβ, ξλ̄)
s∇

(n+ 1)(n+ 2)
ξγ , ξᾱ) + g(g(ξγ , ξλ̄)

s∇

(n+ 1)(n+ 2)
ξβ, ξᾱ)

であり, 右辺は

g(F (∇̃)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)− δγα
1

n+ 2
Ric∇̃(ξβ, ξλ̄)− δβα

1

n+ 2
Ric∇̃(ξγ , ξλ̄)

−δβλ
1

n+ 2
Ric∇̃(ξγ , ξᾱ)− δγλ

1

n+ 2
Ric∇̃(ξβ, ξᾱ)

+(δβλδγα + δγλδβα)
1

(n+ 1)(n+ 2)
e2fs∇̃

= g(F (∇̃)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)−
1

n+ 2
Ric∇̃(ξβ, ξλ̄)g(ξγ , ξᾱ)−

1

n+ 2
Ric∇̃(ξγ , ξλ̄)g(ξβ, ξᾱ)

+g(ξβ, ξλ̄)
1

n+ 2
g̃(ric∇̃(ξγ), ξᾱ) + g(ξγ , ξλ̄)

1

n+ 2
g̃(ric∇̃(ξβ), ξᾱ)

+(g(ξβ, ξλ̄)g(ξγ , ξᾱ) + g(ξγ , ξλ̄)g(ξβ, ξᾱ))
1

(n+ 1)(n+ 2)
e2fs∇̃

= g(F (∇̃)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)− g(
1

n+ 2
Ric∇̃(ξβ, ξλ̄)ξγ , ξᾱ)− g(

1

n+ 2
Ric∇̃(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)

+g(g̃(ξβ, ξλ̄)
1

n+ 2
ric∇̃(ξγ), ξᾱ) + g(g̃(ξγ , ξλ̄)

1

n+ 2
ric∇̃(ξβ), ξᾱ)

+g(g̃(ξβ, ξλ̄)
s∇̃

(n+ 1)(n+ 2)
ξγ , ξᾱ) + g(g̃(ξγ , ξλ̄)

s∇̃

(n+ 1)(n+ 2)
ξβ, ξᾱ)
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と書き換えられる．したがって, (5.4)は

g(F (∇)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)− g(
1

n+ 2
Ric∇(ξβ, ξλ̄)ξγ , ξᾱ)− g(

1

n+ 2
Ric∇(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)

+g(g(ξβ, ξλ̄)
1

n+ 2
ric∇(ξγ), ξᾱ) + g(g(ξγ , ξλ̄)

1

n+ 2
ric∇(ξβ), ξᾱ)

+g(g(ξβ, ξλ̄)
s∇

(n+ 1)(n+ 2)
ξγ , ξᾱ) + g(g(ξγ , ξλ̄)

s∇

(n+ 1)(n+ 2)
ξβ, ξᾱ)

= g(F (∇̃)(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)− g(
1

n+ 2
Ric∇̃(ξβ, ξλ̄)ξγ , ξᾱ)− g(

1

n+ 2
Ric∇̃(ξγ , ξλ̄)ξβ, ξᾱ)

+g(g̃(ξβ, ξλ̄)
1

n+ 2
ric∇̃(ξγ), ξᾱ) + g(g̃(ξγ , ξλ̄)

1

n+ 2
ric∇̃(ξβ), ξᾱ)

+g(g̃(ξβ, ξλ̄)
s∇̃

(n+ 1)(n+ 2)
ξγ , ξᾱ) + g(g̃(ξγ , ξλ̄)

s∇̃

(n+ 1)(n+ 2)
ξβ, ξᾱ)

の形に変形できる．この式よりB(∇)0 = B(∇̃)0が成り立つ．

また, B(∇)0の他に,

B′(∇)0(X̄, Y )Z = F (∇)(X̄, Y )Z +
1

n+ 2
Ric∇(Z, X̄)Y +

1

n+ 2
Ric∇(Y, X̄)Z

−g(Z, X̄)
1

n+ 2
ric∇(Y )− g(Y, X̄)

1

n+ 2
ric∇(Z)

−g(Z, X̄)
s∇

(n+ 1)(n+ 2)
Y − g(Y, X̄)

s∇

(n+ 1)(n+ 2)
Z

によって定義されるB′(∇)0 ∈ Γ(H+⊗H∗
−⊗H∗

+⊗H∗
+)も考えられるが，これも (4.9)

などから明らかに CR 共形変換で不変なテンソルである．

B(∇)0は Kähler多様体における Bochner曲率テンソルに見かけ上一致している．

この一致が何を意味するのか, 筆者には大きな課題である．

5.2 その他のCR共形不変なテンソルについて

ここでは，(4.7)に着目することで構成出来るテンソルをいくつか紹介する．Tanno

[15, §4] に従って，M 上で消えない 2n+ 1形式 ω について, ベクトル場 Ξω
± ∈ Γ(H±)

を取る．M 上で消えない 2n+1形式 dVθ := θ ∧ (dθ)nとおこう．ある h ∈ C∞(M)が

存在して, dVθ = ehω又は, dVθ = −ehω (以下, dVθ = ±ehωと表す)と書ける．

Ξω
+ = ξµ · ξµ̄(h) ∈ Γ(H+), Ξω

− = ξµ̄ · ξµ(h) ∈ Γ(H−),

Ξω = Ξω
+ + Ξω

− ∈ Γ(ker θ)
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とおこう．

X,Y, Z ∈ Γ(H+)について,

B(∇)+(X,Y )Z = F (∇)(X,Y )Z(5.5)

− 1

n− 1

{
g(Z,X)Ric(∇)(Z, Y )X − Ric(∇)(Z,X)Y

}
,

U+(Ξω : X,Y, Z) =
1

n− 1

{
g(Q(Z,X)− 2Q(X,Z), JΞω

+)Y(5.6)

− g(Q(Z, Y )− 2Q(Y, Z), JΞω
+)X

}
+ g(Q(X,Z), Y )JΞω

+ + g(Q(X,Y )−Q(Y,X), JΞω
+)Z,

B(∇, ω)+(X,Y )Z = B(∇)+(X,Y )Z − U+(Ξω : X,Y, Z)

2(n+ 1)
(5.7)

によって定義される B(∇)+, B(∇, ω)+ ∈ Γ(H+ ⊗H∗
+ ⊗H∗

+ ⊗H∗
+) に着目する．た

だし n ≥ 2 の場合だけを考えている．これらのテンソルについては以下の定理が成り

立つ．

定理 5.2 (Nagase-Sasaki [6, Theorem A])

(1) n ≥ 3のとき, B(∇)+がCR 共形変換で不変であることと, Jが可積分であるこ

とは同値である．また, B(∇, ω)+ は CR 共形変換で不変である．

(2) n = 2のとき, B(∇)+は CR 共形変換で不変である．

証明． ここでも, 定理 5.1の証明のアイディアに従い, F (∇̃)− F (∇)は Ric(∇̃)−

Ric(∇) などで書き表せるか考察する．(4.7), (4.10) を参照して

g(F (∇̃)(ξγ , ξλ)ξβ, ξᾱ)− g(F (∇)(ξγ , ξλ)ξβ, ξᾱ)(5.8)

= δαλ 2
(
ξγξβ −∇ξγξβ

)
(f)− δαλ 4ξβ(f)ξγ(f)− δαγ 2

(
ξλξβ −∇ξλξβ

)
(f)

+δαγ 4ξβ(f)ξλ(f) + ξᾱ(f) iQλ̄
γβ + δαβ ξµ̄(f) i

(
Qµ̄

γλ −Qµ̄
λγ

)
= − δαλ

n− 1

(
Ric(∇̃)(ξβ, ξγ)− Ric(∇)(ξβ, ξγ)

)
+

δαλ
n− 1

ξµ̄(f) i
(
Qµ̄

βγ − 2Qµ̄
γβ

)
+

δαγ
n− 1

(
Ric(∇̃)(ξβ, ξλ)− Ric(∇)(ξβ, ξλ)

)
− δαγ

n− 1
ξµ̄(f) i

(
Qµ̄

βλ − 2Qµ̄
λβ

)
+ξᾱ(f) iQλ̄

γβ + δαβ ξµ̄(f) i
(
Qµ̄

γλ −Qµ̄
λγ

)
と計算できる．ここで,

U+(grad+f : X,Y, Z)(5.9)
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=
1

n− 1

{
g(Q(Z,X)− 2Q(X,Z), Jgrad+f)Y

−g(Q(Z, Y )− 2Q(Y, Z), Jgrad+f)X
}
+ g(Q(X,Z), Y ) Jgrad+f

+g(Q(X,Y )−Q(Y,X), Jgrad+f)Z

とおくと (ただし, grad+f = ξµ · ξµ̄(f)とおいている), (5.8)は

g(F (∇̃)(ξγ , ξλ)ξβ, ξᾱ)− g(F (∇)(ξγ , ξλ)ξβ, ξᾱ)(5.10)

=
1

n− 1

(
δαγ Ric(∇̃)(ξβ, ξλ)− δαλRic(∇̃)(ξβ, ξγ)

)
− 1

n− 1

(
δαγ Ric(∇)(ξβ, ξλ)− δαλRic(∇)(ξβ, ξγ)

)
+g(U+(grad+f : ξγ , ξλ, ξβ), ξᾱ)

である．よって

F (∇̃)(ξγ , ξλ)ξβ − F (∇)(ξγ , ξλ)ξβ(5.11)

=
1

n− 1

(
Ric(∇̃)(ξβ, ξλ)ξγ − Ric(∇̃)(ξβ, ξγ)ξλ

)
− 1

n− 1

(
Ric(∇)(ξβ, ξλ)ξγ − Ric(∇)(ξβ, ξγ)ξλ

)
+ U+(grad+f : ξγ , ξλ, ξβ)

である．ここで, dVθ̃, dVθは 0でない 2n+ 1-形式だから, ある h ∈ C∞(M)が存在し,

dVθ̃ = ±ehdVθ = ±e2(n+1)f+hωが成り立つ．したがって,

e2f Ξ̃ω
+ − Ξω

+ = e2f ξ̃µ · ξ̃µ̄(2(n+ 1)f + h)− ξµ · ξµ̄(h)

= e2f · e−fξµ · e−fξµ̄(2(n+ 1)f + h)− ξµ · ξµ̄(h)

= 2(n+ 1) ξµ · ξµ̄(f) = 2(n+ 1) grad+f

である．よって,

U+(grad+f :) =
Ũ+(Ξ̃ω

+ :)

2(n+ 1)
−

U+(Ξω
+ :)

2(n+ 1)
(5.12)

が成り立つ．(5.11)は (5.12)により

F (∇̃)(ξγ , ξλ)ξβ − 1

n− 1

(
Ric(∇̃)(ξβ, ξλ)ξγ − Ric(∇̃)(ξβ, ξγ)ξλ

)
−

Ũ+(Ξ̃ω
+ :)

2(n+ 1)

= F (∇)(ξγ , ξλ)ξβ − 1

n− 1

(
Ric(∇)(ξβ, ξλ)ξγ − Ric(∇)(ξβ, ξγ)ξλ

)
−

U+(Ξω
+ :)

2(n+ 1)
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と書き換えられる．したがって, B(∇, ω)+ が CR 共形変換で不変であることが言え

た．後は次を示せばよい:

J が可積分である, 又は, n = 2のとき, U+(grad+f :) = 0である.(5.13)

以下, (5.13)を示そう．まず,

g(U+(grad+f : X,Y, Z), W̄ ) = g(U+(X,Y, Z, W̄ ), Jgrad+f)(5.14)

によって定義されるU+(X,Y, Z, W̄ ) (X,Y, Z,W ∈ Γ(H+))に着目する．U+(grad+f :)

と U+について以下が成り立つ:

U+(grad+f :) = 0と, U+ = 0は同値である．(5.15)

(5.15)の証明．U+ = 0であるとき, U+(grad+f :) = 0は (5.14)より明らか．逆に,

U+(grad+f :) = 0であるとき,

0 = g(U+(X,Y, Z, W̄ ), Jgrad+f) = g(U+(X,Y, Z, W̄ ), iξµ̄(f) · ξµ)(5.16)

である．与えられた点 P ∈ M の近傍で正規直交枠 (e0, e1, . . . , e2n)を取る．P におい

て, (∂/∂xi) = eiを満たす正規座標系 x• = (x0, x1, . . . , x2n)を取る．このとき, P の

近傍で f = xν (ν ∈ {1, · · · , 2n})を取れば, ξν(f)|P ̸= 0 , ξµ(f)|P = 0 (µ ̸= ν) であ

る．よって, (5.16)より U+ = 0であり, (5.15)が示せた．(5.15)から, 以下を示せば

(5.13)が示せたことになる:

n ≥ 3の場合には, U+ = 0と, Q = 0は同値である．(5.17)

n = 2の場合には, 必然的に U+ = 0である．(5.18)

(5.17), (5.18)の証明．(5.9), 又は (5.14) より

U+(ξγ , ξλ, ξβ, ξᾱ) = −U+(ξλ, ξγ , ξβ, ξᾱ)

=
1

n− 1

{
δαλ

(
Q(ξβ, ξγ)− 2Q(ξγ , ξβ)

)
− δαγ

(
Q(ξβ, ξλ)− 2Q(ξλ, ξβ)

)}
+g(Q(ξγ , ξβ), ξλ) ξᾱ + δαβ

(
Q(ξγ , ξλ)−Q(ξλ, ξγ)

)
=

1

n− 1

{
δαλ

(
Qµ̄

βγ − 2Qµ̄
γβ

)
ξµ̄ − δαγ

(
Qµ̄

βλ − 2Qµ̄
λβ

)
ξµ̄

}
+Qλ̄

γβ ξᾱ + δαβ Qλ̄
γµ ξµ̄
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と書ける．まず, (5.17)を示す．よって, n ≥ 3 のとき, Q = 0 ならば U+ = 0 は明ら

かである．逆に U+ = 0 としよう．すると α ̸∈ {γ, λ} として

U+(ξγ , ξλ, ξα, ξᾱ) = Qλ̄
γα ξᾱ +Qλ̄

γµ ξµ̄ = 2Qλ̄
γα ξᾱ +

∑
µ̸=α

Qλ̄
γµ ξµ̄

は消える．よって, 任意の γ, λ, νにおいて, Qλ̄
γν = 0である．すなわち, Q = 0 が言え

た．次に, (5.18)を示す．n = 2のとき,

U+(ξγ , ξλ, ξβ, ξᾱ) = −U+(ξλ, ξγ , ξβ, ξᾱ)

= δαλ

(
Qµ̄

βγ − 2Qµ̄
γβ

)
ξµ̄ − δαγ

(
Qµ̄

βλ − 2Qµ̄
λβ

)
ξµ̄ +Qλ̄

γβ ξᾱ + δαβ Qλ̄
γµ ξµ̄

である．よって, U+の値は

U+(ξγ , ξγ , ξβ, ξᾱ) = 0,

U+(ξ1, ξ2, ξβ, ξ1̄) = −
(
Qµ̄

β2 − 2Qµ̄
2β

)
ξµ̄ +Q2̄

1β ξ1̄ + δ1β Q2̄
1µ ξµ̄

= −
(
Q1̄

β2 − 2Q1̄
2β

)
ξ1̄ −Q2̄

β2 ξ2̄ +Q2̄
1β ξ1̄ + δ1β Q2̄

11 ξ1̄ + δ1β Q2̄
12 ξ2̄

=
(
Qβ̄

12 −Q2̄
1β + δ1β Q2̄

11

)
ξ1̄ +

(
−Q2̄

β2 + δ1β Q2̄
12

)
ξ2̄ = 0,

U+(ξ1, ξ2, ξβ, ξ2̄) =
(
Qµ̄

β1 − 2Qµ̄
1β

)
ξµ̄ +Q2̄

1β ξ2̄ + δ2β Q2̄
1µ ξµ̄

= Q1̄
β1 ξ1̄ +

(
Q2̄

β1 − 2Q2̄
1β

)
ξ2̄ +Q2̄

1β ξ2̄ + δ2β Q2̄
11 ξ1̄ + δ2β Q2̄

12 ξ2̄

=
(
−Qβ̄

11 + δ2β Q2̄
11

)
ξ1̄ +

(
Q2̄

β1 −Q2̄
1β + δ2β Q2̄

12

)
ξ2̄ = 0

のいずれかである．したがって，n = 2 の場合, 確かに必然的に U+ = 0 である．

(4.8)について考えると, Γ(H+ ⊗H∗
− ⊗H∗

− ⊗H∗
+)の元として, B(∇)+, B(∇, ω)+

に類似したテンソルを構成することができ, それらテンソルについて定理 5.2と同様

の結果が得られる．そうした題材についてはここでは扱わないが，興味のある読者は

Nagase-Sasaki [6]を参照していただきたい．
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6 付録

6.1 エルミートTanno接続とLevi-Civita接続との関係

(2.11)において, ∗∇と ∇の関係式が与えた．また, ∗∇と ∇g については Blair-

Dragomir [1, §7] により,

g(∗∇XY, Z) = g(∇g
XY, Z)− g(τ(X), Z)θ(Y ) + g(τ(X), Y )θ(Z)(6.1)

+
1

2

{
g(Y, JZ)θ(X) + g(X, JZ)θ(Y )− g(X, JY )θ(Z)

}
が成り立つことが分かっている．(2.11), (6.1)により, ∇と∇gの関係式を導くことが

できる．

命題 6.1

∇XY = ∇g
XY + g(LX, Y )ξ − θ(Y )τX(6.2)

−1

2
θ(X)JY − 1

2
θ(Y )JX − 1

2
JQ(Y,X)

である．

この命題により, 曲率テンソル, およびRicci曲率, スカラー曲率の関係式も計算で

きる．

系 6.2

F (∇g)(X,Y )Z(6.3)

= F (∇)(X,Y )Z + (LX ∧ LY )Z

−1

2
g(X, JY )JZ + θ(Z)S∇,τ (X,Y )− g(S∇,τ (X,Y ), Z)ξ

+θ(Z)(θ ∧ O)(X,Y )− g((θ ∧ O)(X,Y ), Z)ξ

+
1

2
J
{
(∇XQ)(Z, Y )− (∇Y Q)(Z,X) +Q(Z, T (∇)(X,Y ))

}
+
1

4

{
Q(Q(Z, Y ), X)−Q(Q(Z,X), Y )

}
− 1

2
θ(X)Q(Z, Y )

+
1

2
θ(Y )Q(Z,X) +

1

2
θ(Z)

{
Q(Y,X) + JQ(τY,X) + JτQ(Y,X)

−Q(X,Y )− JQ(τX, Y )− JτQ(X,Y )
}

−1

2

{
g(Q(Y,X), Z) + g(JQ(τY,X), Z) + g(JτQ(Y,X), Z)

−g(Q(X,Y ), Z)− g(JQ(τX, Y ), Z)− g(JτQ(X,Y ), Z)
}
ξ,
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Ric(∇g)(Z, Y )(6.4)

= Ric(∇)(Z, Y ) + g(τY, JZ)− 1

2
g(Y, Z)

+
n+ 1

2
θ(Y )θ(Z) + θ(Z)g((∇ξAτ)(Y ), ξA)

−2θ(Y )θ(Z)g(τξα, τξα)

+
1

2
g((∇ξAQ)(Z, Y ), JξA) +

1

4
g(Q(Z,Q(ξA, Y )−Q(Y, ξA), ξA)

+
1

4
g(Q(Z, ξA), Q(ξA, Y ))− g((∇ξτ∇)(Y ), Z)

+
1

2
θ(Z)g(JτQ(Y, ξA)− JQ(τξA, Y )− JτQ(ξA, Y ), ξA),

s(∇g) = s(∇)− 2|τ |2 − n

2
− 1

2
|Q|2(6.5)

と記述できる．ただし,

O = τ2 + Jτ − 1

4
,

(X ∧ Y )Z = g(X,Z)Y − g(Y, Z)X,

(θ ∧ O)(X,Y ) = θ(X)O(Y )− θ(Y )O(X),

S∇,τ (X,Y ) = (∇Xτ)Y − (∇Y τ)X

とおいている．

6.2 Levi-Civita接続のCR共形変換

最後に, Levi-Civite接続および, その曲率テンソルやRicci曲率などのCR共形変換

を記述しよう．これは,Levi-Civita接続とエルミートTanno接続における関係式と, エ

ルミートTanno接続のCR共形変換における式を組み合わせることによって得られる．

ここでは特に,ker θ⊗C = H+ ⊕H−における値にのみ着目する．以下, X,Y, Z ∈ H+

であるとする．

命題 6.3 Levi-Civita接続は CR共形変換によって

∇g̃
XY = ∇g

XY + 2Y (f)X + 2X(f)Y − e2f g̃(τ̃X, Y )ξ̃ + g(τX, Y )ξ,

∇g̃
X̄
Y = ∇g

X̄
Y − Y (f)X̄ − X̄(f)Y − g(X̄, Y )ξρ(f)ξρ + g(X̄, Y )ξ(f)ξ
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と変換される．

証明．

∇g̃ = ∇g +
(
∇g̃ − ∇̃

)
−
(
∇g −∇

)
+
(
∇̃ − ∇

)
であるから, 命題 4.2, 命題 6.1によりを用いることにより得られる．

F (∇g), Ric(∇g), s(∇g)なども,同様の計算で以下のように記述される．

命題 6.4 曲率テンソルについては,

F (∇g̃)(X,Y )Z

= F (∇g)(X,Y )Z

+
(
(XZ −∇g

XZ)(f)− g(τZ,X)ξ(f)− 2X(f)Z(f) +
i

2
ξρ(f)g(Q(X, ξρ), Z)

)
Y

−
(
(Y Z −∇g

Y Z)(f)− g(τZ, Y )ξ(f)− 2Y (f)Z(f) +
i

2
ξρ(f)g(Q(Y, ξρ), Z)

)
X

+ig(Q(X, ξρ(f)ξρ), Y )Z

+
{
(g̃(τ̃X, Z)g̃(τ̃Y, ξρ)− g̃(τ̃Y, Z)g̃(τ̃X, ξρ))− g(τX,Z)g(τY, ξρ)

+g(τY, Z)g(τX, ξρ) + iX(f)g(Q(Z, Y ), ξρ)

+iY (f)g(Q(ξρ, X), Z) + iZ(f)g(Q(X, ξρ), Y )
}
ξρ

−
{
g̃((∇g̃

X τ̃)Y, Z)− g̃((∇g̃
Y τ̃)(X), Z)

}
ξ̃ +

{
g((∇g

Xτ)Y, Z)− g((∇g
Y τ)(X), Z)

}
ξ,

F (∇g̃)(X, Ȳ )Z

= F (∇g)(X, Ȳ )Z

+
(
−1

4
g(Z, Ȳ )(e2f − 1)− 2(Ȳ Z −∇g

Ȳ
Z)(f)− 4g(Z, Ȳ )ξρ(f)ξρ(f)

)
X

+
(
−1

2
g(X, Ȳ )(e2f − 1)− 2(Ȳ X −∇g

Ȳ
X)(f)− 4g(X, Ȳ )ξρ(f)ξρ(f)

)
Z

+
(
(g̃(τ̃X, Z)τ̃ Ȳ − g(τX,Z)τ Ȳ )

−2g(Z, Ȳ )(Xξρ −∇g
Xξρ)(f)− 2g(X, Ȳ )(Zξρ −∇g

Zξρ)(f)
)
ξρ

+
((

XZ −∇g
XZ
)
(f)− 2X(f)Z(f)

−g(τZ,X)ξ(f)− i

2
ξρ(f)g(Q(X, ξρ), Z)

)
Ȳ

+
(
g(Z, Ȳ )

{
−
(
Xξρ −∇g

Xξρ

)
(f) + 2X(f)ξρ(f) +

i

2
ξν(f)g(Q(X, ξν), ξρ)
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+g(τξρ, X)ξ(f)
}
+ iȲ (f)g(Q(Z,X), ξρ) + ig(Ȳ ,X)ξν(f)g(Q(Z, ξν), ξρ)

)
ξρ

+
i

2
g̃(Q̃(τ̃ Ȳ , X), Z)ξ̃ − i

2
g(Q(τ Ȳ ,X), Z)ξ,

F (∇g̃)(X̄, Ȳ )Z

= F (∇g)(X̄, Ȳ )Z

+iξρ(f)g(Q(X̄, ξρ), Ȳ )Z

+
(
g(Z, X̄)

(
(ξρȲ −∇g

ξρ
Ȳ )(f)− 2ξρ(f)Ȳ (f)− g(τξρ, Ȳ )ξ(f)

− i

2
ξν(f)g(Q(Ȳ , ξν), ξρ)

)
− g(Z, Ȳ )

(
(ξρX̄ −∇g

ξρ
X̄)(f)− 2ξρ(f)X̄(f)

−g(τξρ, X̄)ξ(f)− i

2
ξν(f)g(Q(X̄, ξν), ξρ)

)
+ iZ(f)g(Q(X̄, ξρ), Ȳ )

)
ξρ

+
1

4
g(Z, Ȳ )(e2f − 1)X̄ − 1

4
g(Z, X̄)(e2f − 1)Ȳ

+
i

2
g̃(τ̃Z, ξρ)g̃(Q̃(X̄, Ȳ )− Q̃(Ȳ , X̄), ξρ)ξ̃

− i

2
g(τZ, ξρ)g(Q(X̄, Ȳ )−Q(Ȳ , X̄), ξρ)ξ

である．Ricci曲率について,

Ric(∇g̃)(X,Y )

= Ric(∇g)(X,Y )− 2(n+ 1)
(
Y X −∇g

Y X
)
(f)

+4(n+ 1)Y (f)X(f) + 2(n+ 1)g(τX, Y )ξ(f)

+iξρ(f)(g(Q(X,Y ) +Q(Y,X), ξρ)−
{
g̃((∇g̃

ξ̃
τ̃)Y,X)− g((∇g

ξτ)Y,X)
}
,

Ric(∇g̃)(X, Ȳ )

= Ric(∇g)(X, Ȳ )− 1

2
(e2f − 1)g(X, Ȳ )− 2(n+ 2)

(
Ȳ X −∇g

Ȳ
X
)
(f)

+g(X, Ȳ )
{
ξ(ξ(h)) + 2△Hf − 4(n+ 1)ξν(f)ξν(f)

}
である．スカラー曲率について,

e2fs(∇g̃)− s(∇g) = −2
(
e2f |τ̃ |2 − |τ |2

)
+ 4(n+ 1)△Hf

−8n(n+ 1)ξρ(f)ξρ(f)

である．
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以上のように, Levi-Civita 接続とその曲率テンソルなどの CR 共形変換における

変換則を記述することができたが, これらの結果からCR共形変換におけるWeylテン

ソルの変換則を記述することができた．

定理 6.5 W (∇g̃)とW (∇g)との関係式は,

W (∇g̃)(X,Y )Z

= W (∇g)(X,Y )Z

+

(
− 3

2n− 1

{
(XZ −∇g

XZ)(f)− g(τZ,X)ξ(f)− 2X(f)Z(f)

}
+
i

2
ξρ(f)g(Q(X, ξρ), Z) +

i

2n− 1
ξρ(f)(g(Q(X,Z) +Q(Z,X), ξρ)

− 1

2n− 1

{
g̃((∇g̃

ξ̃
τ̃)Z,X)− g((∇g

ξτ)Z,X)
})

Y

−

(
− 3

2n− 1

{
(Y Z −∇g

Y Z)(f)− g(τZ, Y )ξ(f)− 2Y (f)Z(f)

}
+
i

2
ξρ(f)g(Q(Y, ξρ), Z) +

i

2n− 1
ξρ(f)(g(Q(Y, Z) +Q(Z, Y ), ξρ)

− 1

2n− 1

{
g̃((∇g̃

ξ̃
τ̃)Z, Y )− g((∇g

ξτ)Z, Y )
})

X

+ig(Q(X, ξρ(f)ξρ), Y )Z

+(g̃(τ̃X, Z)τ̃Y − g̃(τ̃Y, Z)τ̃X)− (g(τX,Z)τY − g(τY, Z)τX)

+iX(f)Q(Z, Y )− iY (f)Q(Z,X) + iZ(f)(Q(X,Y )−Q(Y,X))

−
{
g̃((∇g̃

X τ̃)Y, Z)− g̃((∇g̃
Y τ̃)(X), Z)

}
ξ̃

+
{
g((∇g

Xτ)Y, Z)− g((∇g
Y τ)(X), Z)

}
ξ,

W (∇g̃)(X, Ȳ )Z

= W (∇g)(X, Ȳ )Z

+

(
− n− 2

2(2n− 1)
g(Z, Ȳ )(e2f − 1)− 2(n− 3)

2n− 1
(Ȳ Z −∇g

Ȳ
Z)(f)

+g(Z, Ȳ )
{
−4(n− 1)

2n− 1
ξρ(f)ξρ(f)−

1

n(2n− 1)

(
e2f |τ̃ |2 − |τ |2

)
+

2

n(2n− 1)
△Hf

})
X

+

(
− 3

2n− 1

{(
XZ −∇g

XZ
)
(f)− 2X(f)Z(f)− g(τZ,X)ξ(f)

}
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− 2n− 3

2(2n− 1)
Q(X,Z)(f) +

2n+ 1

2(2n− 1)
Q(Z,X)(f)

− 1

2n− 1

{
g̃((∇g̃

ξ̃
τ̃)Z,X)− g((∇g

ξτ)Z,X)
}})

Ȳ

+

(
−1

2
g(X, Ȳ )(e2f − 1)− 2(Ȳ X −∇g

Ȳ
X)(f)− 4g(X, Ȳ )ξρ(f)ξρ(f)

)
Z

+(g̃(τ̃X, Z)τ̃ Ȳ − g(τX,Z)τ Ȳ )

+

(
−2g(Z, Ȳ )(Xξρ −∇g

Xξρ)(f)− 2g(X, Ȳ )(Zξρ −∇g
Zξρ)(f)

)
ξρ

+

(
g(Z, Ȳ )

{
−
(
Xξρ −∇g

Xξρ

)
(f) + 2X(f)ξρ(f) + g(τξρ, X)ξ(f)

+
i

2
ξν(f)g(Q(X, ξν), ξρ)

}
+iȲ (f)g(Q(Z,X), ξρ) + ig(Ȳ ,X)ξν(f)g(Q(Z, ξν), ξρ)

)
ξρ,

W (∇g̃)(X̄, Ȳ )Z

= W (∇g)(X, Ȳ )Z

+

(
iξρ(f)g(Q(X̄, ξρ), Ȳ )Z + iZ(f)g(Q(X̄, ξρ), Ȳ )

+g(Z, X̄)
(
(ξρȲ −∇g

ξρ
Ȳ )(f)− 2ξρ(f)Ȳ (f)

−g(τξρ, Ȳ )ξ(f)− i

2
ξν(f)g(Q(Ȳ , ξν), ξρ)

)
−g(Z, Ȳ )

(
(ξρX̄ −∇g

ξρ
X̄)(f)− 2ξρ(f)X̄(f)

−g(τξρ, X̄)ξ(f)− i

2
ξν(f)g(Q(X̄, ξν), ξρ)

))
ξρ

+
i

2
g̃(Q̃(X̄, Ȳ )− Q̃(Ȳ , X̄), τ̃Z)ξ̃ − i

2
g(Q(X̄, Ȳ )−Q(Ȳ , X̄), τZ)ξ

+

(
2(n+ 2)

2n− 1

(
Ȳ Z −∇g

Ȳ
Z
)
(f) +

g(Ȳ , Z)

n(2n− 1)

{
−
(
e2f |τ̃ |2 − |τ |2

)
+2(n2 + 1)△Hf +

n(2n+ 1)

4
(e2f − 1)− 4n(n+ 1)(2n− 1)ξρ(f)ξρ(f)

})
X̄

+

(
2(n+ 2)

2n− 1

(
X̄Z −∇g

X̄
Z
)
(f) +

g(X̄, Z)

n(2n− 1)

{
−
(
e2f |τ̃ |2 − |τ |2

)
+2(n2 + 1)△Hf +

n(2n+ 1)

4
(e2f − 1)− 4n(n+ 1)(2n− 1)ξρ(f)ξρ(f)

})
Ȳ

である．
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証明. CR共形変換した 2n+1次元接触Riemann多様体 (M, θ̃, g̃, J̃)におけるWeyl

の曲率テンソルW (∇g)は

W (∇g̃)(X,Y )Z = F (∇g̃)(X,Y )Z +
1

2n− 1
{Ric(∇g̃)(X,Z)Y − Ric(∇g̃)(Y, Z)X

−g̃(Y, Z)ric(∇g̃)(X) + g̃(X,Z)ric(∇g̃)(Y )}

+
s(∇g̃)

2n(2n− 1)
{g̃(Y, Z)X − g̃(X,Z)Y }

であるから, 命題 6.4により変換前の F (∇g), Ric(∇g), s(∇g)などで表すことができ

る．

このように命題 6.3, 命題 6.4の結果を用いることで Levi-Civita接続が定めるテン

ソルの CR 共形変換を計算することが出来る．ここでは Weyl の曲率テンソルにのみ

注目して, 定理 6.5のような結果が得られた．

45



参考文献

[1] D. E. Blair and S. Dragomir, Pseudohermitian geometry on contact Riemannian

manifolds, Rend. Mat. Appl. (7) 22 (2002), 275–341.

[2] S. Dragomir and G. Tomassini, Differential geometry and analysis on CR man-

ifolds, Progress in Math. 246, Birkhäuser, Boston-Basel-Berlin, 2006.
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