
－ 40 － － 41 －

氏 名 郡司　克徳
博士の専攻分野の名称 博士（理学）
学 位 記 号 番 号 博理工甲第 1125 号
学位授与年月日 平成 31 年 3 月 20 日
学位授与の条件 学位規則第 4 条第 1 項該当
学 位 論 文 題 目 The L2-representations of the second variations and the Łojasiewicz 

inequality for decomposed Möbius energies
（分解された Möbius エネルギーに対する第二変分の L2 表現と Łojasiewicz

不等式）
論 文 審 査 委 員 委員長 教 授 長澤　壯之

委　員 教 授 町原　秀二
委　員 准 教 授 Richard Neal Bez
委　員 教 授 下川　航也

論文の内容の要旨



－ 42 － － 43 －



－ 42 － － 43 －

論文の審査結果の要旨

　与えられた結び目型における標準形を決定するために様々なエネルギーが提案されている。各結び目型に
おけるエネルギーの最小元を標準形とする考えである。しかし、エネルギーによっては最小元は必ずしも存
在しない。結び目のエネルギーの一つとして、Möbius エネルギーが知られる。これは、Möbius 変換によっ
て不変であるという性質を持ち、これが名前の由来になっている。Möbius 変換の一つとして相似変換があ
る。従って、このエネルギーは相似変換によって不変である。そのため、エネルギー密度の集中が起こり得る。
これは、最小元の存在を示す際の困難さを生む。Freedman-He-Wang により結び目型が自明、または素で
ある場合には最小元が存在する事が示された。合成型結び目のクラスでは、最小元は存在しないと考えられ
ているが、未解決の問題である。Möbius エネルギーは、Möbius 変換による不変性という幾何学的性質から
興味深いものであるが、解析が困難になるという点でも多くの研究者から関心を持たれている。
　与えられた結び目型におけるエネルギー最小元の存在を議論するため、エネルギーを減らす連続的な変形
を考える。エネルギーの勾配流はこのような変形である。連続的な変形であるため、変形の過程において結
び目型が変わる事はない。最小元が存在するならば、勾配流は時間大域的に存在する事が示唆され、さら
にそれがある結び目に収束すれば、それはエネルギー極小元と考えられ、最小元の候補となる。最小元が
存在しないならば、勾配流は何らかの特異挙動を起こすと考えられる。すなわち、勾配流の時間発展に伴
う漸近解析が最小元の存在・非存在を考えるカギとなる。勾配流をはじめとする発展方程式の漸近解析に
Łojasiewicz 不等式が用いられる。これはエネルギー停留点近傍におけるエネルギー勾配評価である。
　Möbius エネルギーに対する勾配流の時間局所存在と Łojasiewicz 不等式は、2012 年に Blatt によって証明
され、それらを組み合わせる事でエネルギー極小点近傍での勾配流の大域的挙動が明らかにされた。
　一方、Möbius エネルギーは、結び目の曲がり具合と捩じれ具合をそれぞれ図るエネルギーの和に分解さ
れる事が 2014 年に石関らによって示された。分解エネルギー自身も Möbius 変換によって不変である。そ
れぞれのエネルギーを減らす変形を考える事により、元のエネルギーを直接みるよりエネルギーを減らす変
形の過程を詳細に知る事が出来ると期待されている。本研究は、分解された個々の Möbius エネルギーに対
する Łojasiewicz 不等式が成り立つ事を証明したものである。元のエネルギーの停留点は、必ずしも分解エ
ネルギーの停留点ではない。またエネルギーの構造も異なる。例えば、元のエネルギーと分解の第一エネ
ルギーは非負値性を有するが、第二エネルギーは、そのような性質を持たない。従って、Möbius エネルギ
ーの Łojasiewicz 不等式は、分解エネルギーのそれを示唆するものではない。また、第一エネルギーと第二
エネルギーは、同程度の特異性を有しており、一方が主で他方が従という関係にもない。すなわち、一方の
Łojasiewicz 不等式が他方のそれを導くものではない。従って、個々のエネルギーの解析が必要となる。本
文では、それらに共通して適用できる解析的をはじめに纏め、後にそれぞれのエネルギーに適用し、更に個々
のエネルギー固有の解析を加えている。
　Łojasiewicz 不等式の証明に必要な具体的な事実は、個々の分解エネルギーの第一変分の解析性と第二変
分の Fredholm 性である。これらを示すためには、変分公式の L2 表現が必要となる。第一変分の L2 表現は
石関らによって得られていた（2016）。第二変分の L2 表現は得られていなかった。論文の大半は、分解エネ
ルギーの第二変分の L2 表現の導出に充てられている。分解エネルギーは、特異性を持った密度の積分となり、
その特異性が見かけ上のもの（特異性の解消）が証明の鍵となる。第二変分の方が第一変分より特異性が強
いため、一層詳細かつ繊細な解析が必要となる。当初は、提出論文の 1.5 倍程度の計算を必要とした証明で
あったが、見通しのよい解析法を見出し、纏める事に成功した。Möbius エネルギーの特長である Möbius
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不変性は用いていないため、特異性を有するその他のエネルギーの解析法としての汎用性もあると考えられ
る。
　日本数学会の 2017 年秋季総合分科会で研究成果を公表した。また、国内開催の国際研究集会や複数の研
究集会において講演を行っている。また、提出論文の内容は、微分方程式に関する一流誌の Advances in 
Differential Equations に投稿し掲載受理されている。
　当学位論文審査委員会は、提出論文の内容の独自性と結果の有意性を高く評価し、博士（理学）の学位授
与の相応しいものと判断した。




