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概要

戻り光を有する半導体レーザは時間遅延システムであり，高速で複雑なカオスを
出力する．これまでに戻り光を有する半導体レーザを用いた様々な応用が研究され
ており，その 1つとして高速物理乱数生成が挙げられる．これはレーザカオスに対
してしきい値を設定して周期的にサンプリングすることで，0と 1の 2値乱数列を
得る手法である．レーザカオスは数GHzの高速な振動成分を有するため，従来法
よりも高速な物理乱数生成器を実装することができる．

一方でレーザはコンシステンシーを示すことが知られている．コンシステンシー
は同一の信号により繰り返し駆動された非線形システムが示す再現性のある振る舞
いと定義される．これまでにレーザのコンシステンシーは実験的に観測されており，
リザーバコンピューティングや物理的一方向性関数への応用が期待されている．

これらの応用においてカオスの複雑性は重要な評価指標である．高速物理乱数生
成におけるカオスの複雑性の評価は，生成された物理乱数のランダム性を理論的に
保障するために重要である．カオスの複雑性を定量化する指標としてリアプノフ指
数が挙げられる．リアプノフ指数は状態空間においてカオス時系列に与えられた微
小揺らぎの指数関数的な拡大率を表し，高いリアプノフ指数を有するシステムは高
い複雑性を有していると言える．

しかしながら戻り光を有する半導体レーザのような時間遅延システムは無限次元
を有するため，一般的なシステムとは状態空間の構成方法が異なり，戻り光を有す
る半導体レーザにおけるリアプノフ指数の算出はほとんど行われていない．一方で，
Farmerにより時間遅延ダイナミカルシステムにおいてリアプノフ指数を算出する
方法が提案されている．しかしながらコンシステンシー状態での半導体レーザにお
いてリアプノフ指数による複雑性の評価は行われておらず，特にコンシステンシー
と複雑性の関係については全く分かっていないのが現状である．さらにアトラクタ
の局所的な不安定性を評価する指標として有限時間リアプノフ指数が提案されてい
るが，時間遅延システムにおいて有限時間リアプノフ指数を算出する手法は確立さ
れていない．

i



そこで本研究では，時間遅延フィードバック光を有する半導体レーザカオスのリ
アプノフ指数の算出を行うことを目的とする．また光結合された戻り光を有する半
導体レーザにおいてリアプノフ指数を用いて複雑性を定量化し，コンシステンシー
状態の有無との関係を調査する．さらに時間遅延ダイナミカルシステムにおいて
有限時間リアプノフ指数の算出手法を提案し，戻り光を有する半導体レーザに適用
する．

第１章では本研究の背景，目的および本論文の構成について述べている．

第２章ではリアプノフ指数，コンシステンシー，半導体レーザの応用について述
べている．

第３章では本研究で用いる半導体レーザの数値モデルについて述べている．さら
に戻り光を有する半導体レーザの基本的なダイナミクスとその数値的な調査方法に
ついて述べている．

第４章では，戻り光を有する半導体レーザの複雑性をリアプノフスペクトラム解
析により評価し，高速物理乱数生成への応用に適したレーザパラメータを調査して
いる．リアプノフ指数から算出されたエントロピーと次元のパラメータ依存性を調
査したところ，戻り光量および注入電流を最適化することで複雑性の向上が可能と
なることが明らかとなった．また内部パラメータとして，線幅増幅係数が大きく利
得飽和係数が小さな半導体レーザを乱数源として用いることが，複雑性向上のため
に効果的であることが明らかとなった．

第５章では，一方向に光結合された半導体レーザにおいてリアプノフ指数から算
出されたエントロピーと次元を用いて複雑性を評価し，コンシステンシーとの関係
について調査している．複雑性はコンシステンシーの有無に依存して３つの領域に
分類されることが分かった．システムがコンシステンシー状態である時，複雑性は
駆動用レーザと同程度まで低下した．コンシステンシー状態でない時の複雑性は結
合が無い時と同程度となるが，コンシステンシー領域の境界付近では複雑性が増加
することが明らかとなった．本研究により，コンシステンシーの有無が複雑性に大
きく影響を与えることが初めて明らかとなった．

第６章では，時間遅延システムにおける有限時間リアプノフ指数の算出手法を新
たに提案し，戻り光を有する半導体レーザに本手法を適用している．初めに代表的
な時間遅延システムであるマッキーグラスモデルに本手法を適用した．有限時間お
よび遅延時間の変化に対して有限時間リアプノフ指数の確率分布の標準偏差の変化
を調査した．その結果，標準偏差はべき乗則に従い減少し，べき指数はほぼ-0.5と
なった．また戻り光を有する半導体レーザにおいて同様の調査を行った．有限時間
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リアプノフ指数の標準偏差は遅延時間の増加に対してべき乗則に従い減少するが，
そのべき指数は-0.1程度と小さな値となり，戻り光を有する半導体レーザは他の時
間遅延システムとは異なる特徴を有することが明らかとなった．

第７章では，戻り光を有する半導体レーザにおいて実験的にリアプノフ指数を算
出する手法を提案し，その妥当性を数値計算により示している．その結果，本手法
と線形化方程式を用いて算出された最大リアプノフ指数は概ね一致し，本手法の妥
当性が示された．さらに戻り光を有する半導体レーザのリアプノフ指数による複雑
性評価の応用として，半導体レーザカオスの周波数帯域および自己相関関数の増減
と複雑性の関係性について調査を行っている．その結果，周波数帯域の増減と複雑
性との関係性は低いが，一方で自己相関関数のセカンドピークの減少が最大リアプ
ノフ指数の増加を示すことが分かった．

第８章では本論文で得られた成果をまとめている．

本研究で得られた知見は，半導体レーザを用いた高速物理乱数生成器の予測不可
能性の定量化や，リザーバコンピューティングの情報容量推定への応用に有用であ
ると期待される．
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第1章 はじめに

1.1 背景

戻り光を有する半導体レーザは時間遅延ダイナミカルシステムであり，非常に高
速で複雑なカオスを出力することができる [1–4]．これまでに戻り光を有する半導体
レーザを用いた様々な応用が研究されている．その中の 1つとして半導体レーザカ
オスを用いた高速物理乱数生成が挙げられる [5–11]．これはレーザカオスに対して
しきい値を設定し，適当な間隔でサンプリングし，しきい値よりも上ならば 1，下
ならば 0とすることで 0と 1のランダムな列を得る手法である．レーザカオスは非
常に高速 (数GHz程度)であるため，この方法により過去の手法よりも非常に高速
な物理乱数生成器を実装することができる．

また近年，戻り光を有する半導体レーザを用いたリザーバコンピューティングの
研究が行われている [12, 13]．リザーバコンピューティングとは機械学習の一種で
あり，ある信号をリザーバ (貯水池)に入力し，過渡応答として得られる出力 (水面
の振動)の対応関係を予め学習し，その入出力関係により入力信号の分類を行う手
法である [14–23]．これは時系列予測や音声認識などの一般に困難な課題に対して
有用である．リザーバコンピューティングを実装するために必要な非線形ダイナミ
カルシステムの性質として，(1)同一の入力に対して再現性のある出力が得られる
こと，(2)入力信号を高次元状態空間内へ非線形変換することが挙げられる．戻り
光を有する半導体レーザは時間遅延システムであるため無限次元を有する．そのた
め前者の性質を満たすことができる．また前者の性質は半導体レーザのコンシステ
ンシー現象により満たすことができる．コンシステンシーとは，非線形ダイナミカ
ルシステムが繰り返し入力された信号に対して再現性のある応答を示す現象である
[3, 24–26]．これまでにレーザにおいてコンシステンシー現象は観測されており，戻
り光を有する半導体レーザを用いたリザーバコンピューティングへの応用が期待さ
れている．

一方で半導体レーザのコンシステンシーを用いた他の応用として，物理的一方向
性関数が期待されている [27, 28]．これはレーザカオスの時間的なダイナミクスを
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利用して物理的に一方向性関数を実現する方法であり，ハードウェア依存型の情報
セキュリティ方式における重要な要素技術であると考えられる．

これらの応用においてカオスの複雑性は重要な評価指標となりうる．レーザカオ
スを用いた高速物理乱数生成において，カオスの複雑性を評価することは生成され
た物理乱数のランダム性を高めるために重要である [29]．また戻り光を有する半導
体レーザを用いたリザーバコンピューティングの分類・予測性能や物理的一方向性
関数の安全性を高めるためには，コンシステンシー状態の半導体レーザの複雑性を
高めることが重要である．

以上の複雑性評価への要望に対し，カオスの複雑性を定量化するための指標とし
てリアプノフ指数が挙げられる [30]．リアプノフ指数は状態空間において軌道に与
えられた微小な揺らぎの指数関数的な拡大率 (縮小率)を表す．リアプノフ指数の逆
数はカオスシステムにおける予測の限界時間を与え，高いリアプノフ指数を有する
システムは複雑であると言うことができる．

またリアプノフ指数は時間あるいは空間的に平均化された量であり，レーザカオ
スを用いた高速物理乱数生成において，局所的な物理乱数のランダム性を評価する
ために，局所的な軌道の不安定性 (複雑性)も重要となる．これに対してダイナミカ
ルシステムの状態空間における局所的な不安定性を定量化する指標として有限時間
リアプノフ指数が提案されている [31–35]．

しかしながらこれまでに戻り光を有する半導体レーザにおけるリアプノフ指数の
算出はほとんど行われていない．この理由として，戻り光を有する半導体レーザが
時間遅延ダイナミカルシステムであることが挙げられる．連続時間の時間遅延ダイ
ナミカルシステムは無限次元システムであるため，その状態空間の構成方法が一般
的なシステムとは異なり，リアプノフ指数の算出を困難にしている．

これに対して Farmerにより，時間遅延ダイナミカルシステムの状態空間を定義
し，リアプノフ指数を算出する試みが行われた [36]．しかしながら戻り光を有する半
導体レーザにおいて高速物理乱数生成に適したレーザパラメータの複雑性の観点か
らの調査は行われていない．また光結合された半導体レーザにおいてリアプノフ指
数を用いた複雑性解析はこれまでに行われておらず，コンシステンシー状態の有無
と複雑性の関係は全く分かっていない．加えて時間遅延ダイナミカルシステムにお
ける有限時間リアプノフ指数の算出手法は未だに確立されていないのが現状である．
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（１章）背景 （２章）序論

時間遅延システムの

複雑性解析

単体レーザ

（４章）

結合レーザ
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（６章）

一般化同期を用いた

リアプノフ指数の推定

周波数帯域・自己相関と
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数値モデル ダイナミクス

応用

新手法の提案

（７章）

（３章）

図 1.1: 博士論文の構成

1.2 目的

本研究では戻り光を有する半導体レーザのリアプノフ指数の算出を行う．さらに
リアプノフ指数からエントロピーおよび次元の算出を行うことで複雑性を定量化す
ることで，高速物理乱数生成に適したレーザパラメータ条件を調査する．また光結
合された戻り光を有する半導体レーザにおいてリアプノフ指数を用いて複雑性を定
量化し，コンシステンシー状態の有無との関係を調査する．最後に時間遅延ダイナ
ミカルシステムにおいて有限時間リアプノフ指数の算出手法を提案し，戻り光を有
する半導体レーザに適用する．

1.3 本論文の構成

本論文の構成は以下の通りである (図 1.1参照)．

第 2章ではリアプノフ指数，コンシステンシーや半導体レーザの応用について述
べる．第 3章では本研究で使用する戻り光を有する半導体レーザのレート方程式を
示し，数値計算において使用する方程式を導出する．また導出された方程式を用い
て戻り光を有する半導体レーザの基本的なダイナミクスについて示す．第 4章では
戻り光を有する半導体レーザにおけるリアプノフ指数の算出方法を説明し，リアプ
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ノフ指数を用いた複雑性の解析結果を示す．第 5章では一方向に光結合された半導
体レーザにおけるコンシステンシーを観測し，リアプノフスペクトラム解析により
評価された複雑性とコンシステンシーとの関連性について調査する．第 6章では時
間遅延ダイナミカルシステムにおける有限時間リアプノフ指数の算出手法を提案し，
マッキーグラスモデルおよび戻り光を有する半導体レーザに対して本手法を適用し
た結果を示す．第 7章では戻り光を有する半導体レーザの複雑性解析を用いた応用
について述べる．最後に第 8章で結論を述べる．

4



第2章 序論

2.1 リアプノフ指数

カオスの大きな特徴の一つとして，初期値鋭敏性から由来する軌道不安定性が挙
げられる．この性質は，力学系において微小な誤差を持つ 2つの状態を考えた時に，
決定論的な法則に従っているにも関わらず，一定の時間が経過すると全く異なる挙
動を示すことである．この軌道不安定性を評価する量のことをリアプノフ指数と呼
び，状態空間の軌道に与えられた微小揺らぎの指数関数的な拡大率 (縮小率)として
定義される [30]．

リアプノフ指数 λと軌道不安定性の関係を図 2.1に示す．ある時刻 (t = 0)におい
て差が ϵ0である 2つの状態が時間変化し，τ 秒後にその差が ϵ0 exp(λτ)となったと
する．この時の差の指数関数的な拡大率 λがリアプノフ指数である．λ > 0であれ
ば差は指数関数的に拡大するため軌道が不安定であることを示し，システムの振る
舞いがカオスであることを意味する．反対に λ < 0であれば差は縮小し，軌道が安
定であることを意味する．このようにリアプノフ指数はカオスの代表的な特徴であ
る軌道不安定性を定量化するための指標であり，力学系がカオスであるかどうかを
判定するための方法として用いることができる．

対象とする力学系の次元が 2以上である場合，リアプノフ指数は力学系の次元と

0ε

λτ
ε e0

t時間

τ=t0=t

図 2.1: リアプノフ指数と誤差拡大率の関係
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2λ

3λ

2λ

1λ

3λ

図 2.2: 3次元力学系におけるリアプノフスペクトラムの概念図

同じ数だけ算出することが可能である．図 2.2に 3次元力学系における状態空間と
リアプノフ指数の関係を示す．3次元の力学系において，3つのリアプノフ指数を
算出することができる．図 2.2に示されるように，3次元の空間において力学系の
初期状態の集合からなる球を考える．この空間を力学系により発展させた時，ある
方向に空間が拡大し，またある方向には伸びも縮みもせず，ある方向には空間が縮
小したとする．この時，拡大した方向のリアプノフ指数 λ1は正であり，伸びも縮み
もしない方向のリアプノフ指数 λ2は 0であり，縮小する方向のリアプノフ指数 λ3
は負である．このように多次元力学系において次元と等しい数のリアプノフ指数を
算出することができ，このリアプノフ指数の組をリアプノフスペクトラムと呼ぶ．

非線形ダイナミカルシステムのリアプノフ指数はこれまでに数値的および実験的
のどちらにおいても多くの研究が行われている．対象とするシステムのモデル方程
式が既知である場合，リアプノフ指数を算出するための最もスタンダードな手法は，
状態空間の軌道に対して微小揺らぎを仮定し，モデル方程式を線形化する方法であ
る [30, 37–41]．この時システムが離散時間ダイナミカルシステムであれば，線形化
により得られるヤコビ行列は微小揺らぎを時間発展させる写像行列となり，ヤコビ
行列を用いてリアプノフ指数を算出することができる [38]．一方でシステムが連続
時間ダイナミカルシステムの場合，線形化方程式を適当な方法により数値積分する
ことで微小揺らぎの時間発展を計算する必要がある．線形化方程式を数値積分する
ことで微小揺らぎの時間発展させる写像行列を算出し，この写像行列を用いること
でリアプノフ指数を算出することができる [30, 37–40, 42, 43]．離散時間および連続
時間のどちらのシステムにおいても，線形化方程式を用いてリアプノフ指数を算出
する場合，QR分解や特異値分解 (Singular Value Decomposition, SVD)を用いる手
法が一般的である [37, 38, 44]．しかしながらこれらの方法は数値計算において微小
揺らぎの規格化と直交化を必要とするため計算量が大きくなる．これに対して連続
時間ダイナミカルシステムにおいてContinuous Methodと呼ばれる手法が提案され
ている [38]．この方法は既存のQR分解や特異値分解を応用した手法であり，線形
化方程式からリアプノフ指数の時間発展を表す微分方程式を導出し，その方程式を
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用いてリアプノフ指数を算出する．この方法では規格化や直交化といった操作は必
要ないが，一部のリアプノフ指数のみを算出することができないという問題が存在
する．この問題に対して個々のリアプノフ指数を算出可能にした方法も提案されて
いる [40, 45, 46]．

以上のようにモデル方程式が既知である場合には線形化方程式を用いることで，
良い精度でリアプノフ指数を算出することができる．一方でモデル方程式が未知で
ある場合，時系列から埋め込み手法により状態空間の軌道を再構成してリアプノフ
指数を算出する方法が一般的である [47–53]．これらの方法では埋め込みにより得ら
れた軌道に対して微小揺らぎを仮定し，ヤコビ行列に相当する微小揺らぎを時間発
展させる行列を算出し，その行列を用いてリアプノフ指数を算出する．実験で得ら
れた時系列などは必ずノイズを含んでいるため，ノイズに強い手法も提案されてい
る [51, 52]．

以上のように数値的，実験的にリアプノフ指数の算出に関する研究はこれまでに
広く行われている．またリアプノフ指数の算出は生物，化学，物理システムに対す
る非線形時系列解析手法，カオスダイナミクスの複雑性解析手法として広く用いら
れている [26, 29, 54, 55]．リアプノフ指数は決定論的カオスの力学的特徴である軌
道不安定性を定量化する指標であり，対象とするシステムのモデルが未知であって
もリアプノフ指数が正であれば決定論的カオスであることが判別できる．これはシ
ステムが決定論的な性質を持つという意味で重要である．またリアプノフ指数が大
きければ，解析対象のシステムはより強い不安定性を有していることを意味し，こ
れはシステムが高い複雑性を有していると考えることができる．さらに予測の分野
においてもリアプノフ指数の推定は重要である．対象とするシステムがカオスな振
る舞いを示すシステムであったとしても，そのシステムのモデルを用いることで高
精度な予測が可能かもしれない．しかしながらカオスが持つ初期値鋭敏性のため予
測には必ず限界が存在する．この時の予測限界の尺度を表すのが正のリアプノフ指
数の和により定量化されるKolmogorov-Sinaiエントロピーである [30]．このように
予測の限界を与えるという意味でリアプノフ指数の推定が重要となる．

2.2 コンシステンシー

非線形ダイナミカルシステムが示す特徴の一つとしてコンシステンシー現象が挙
げられる．コンシステンシーとは非線形ダイナミカルシステムが同一の信号によっ
て繰り返し駆動された時に得られる出力の再現性のことを言う [24]．コンシステン
シーの概念図を図 2.3に示す．非線形ダイナミカルシステムがカオスのような複雑
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Nonlinear
system

(Response)

Response signal 1

Response signal 2

Repeated drive signal

図 2.3: コンシステンシーの概念図．1つの複雑信号 (Repeated drive signal) で非線
形システム (Nonlinear system)を繰り返し駆動した時に，それぞれの入力に対して
非線形システムの応答信号 (Response signal 1，Response signal 2)を得た時に同一
の信号となる．

Drive Response
Input

Output

Functional relation

図 2.4: 一方向に結合された 2つのシステムにおける一般化同期の概念図．Driveし
すてむから出力された信号をResponseシステムに入力し，Responseシステムの応
答出力を得る．この時にDrive–Response間に関数関係が存在する．

な振る舞いを示しているときに全く同一の信号で繰り返し駆動することを考える．
この時システムの状態が入力を行うたびに異なるため，システムは同一入力に対し
て同一の応答を示さない．しかしながらコンシステンシー状態であれば，入力ごと
にシステムの状態が異なっていたとしても同一の応答出力を示す．

コンシステンシーは一般化同期に関係した現象である．一般化同期とは一方向に
結合された 2つのシステムが関数関係により関係づけられる同期現象である [56–60]．
図 2.4に一般化同期の概念図を示す．Driveから出力された信号を一方向にResponse

に入力することを考える．一般的な同期現象はDriveとResponseを結合させること
により，それぞれの出力信号が一致する (完全同期)，または出力信号の振動の位相
が一致する (位相同期)現象を言う．しかしながら一般化同期ではDriveとResponse

の出力信号は一致せず，関数関係のみ存在する．これは同一のDrive信号に対して同
一のResponse信号が得られるという意味である．この点でコンシステンシーと良く
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似た現象である．しかし一般化同期は 2つのシステム (図 2.4ではDriveとResponse)

の関係について述べられた現象であるのに対して，コンシステンシーは 1つのシス
テムに対して任意の入力に対するシステムの応答の関係について述べられた現象で
ある点で異なる．つまりコンシステンシーは入力側のシステムを考える必要がなく，
任意の信号を用いるという点が重要である．

コンシステンシーは様々な非線形システムにおいて観察することができる．これ
までにレーザにおけるコンシステンシーが実験的に観察されている [24]．戻り光を
有する半導体レーザのような非線形システムのコンシステンシーを用いることに
より，比較的複雑でない入力信号を複雑な応答信号に変換することができるポテン
シャルを有していると考えられる．これは複雑な応答信号から入力信号が推測不可
能という観点から物理的一方向性関数のようなハードウェア依存型のセキュリティ
方式への応用が考えられる [27]．またコンシステンシーはリザーバコンピューティ
ングを実現するために重要な性質である [17]．このようにコンシステンシーを用い
た様々な応用が期待されている．

またコンシステンシーのように入力に対するシステムの応答の再現性を調査する
ことは，脳の情報処理において重要であると考えられ，これまでにニューラルネッ
トワークにおけるコンシステンシーも調査されている [61]．さらに入力に対するシ
ステムの応答出力をアンサンブル平均により特徴化し，再現性のある振る舞いを調
査する研究も行われている [62]．

2.3 物理的一方向性関数

現代の暗号技術の多くは一方向性関数に基づいている．一方向性関数の概念図を
図 2.5に示す．一方向性関数とは，f(x) = yとなる関数を考えた時に，入力 xから y

は容易に求めることができるが，出力 yから xを求めることが困難な関数のことを
言う．例えば，大きな素数の積を計算することは多項式時間で行うことができるが，
積の素数要素を見つけることは指数時間の計算量を必要とすると考えられている．

( ) yxf =x y

図 2.5: 一方向性関数の概念図
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図 2.6: Challenge-Response認証方式

この一方向性関数の応用の一つとして Challenge-Response認証方式が挙げられ
る．図 2.6に一方向性関数を利用した Challenge-Response認証方式の概要を示す．
まずクライアントがサーバに対して認証要求 (Request)を行う．Requestを受け取っ
たサーバはクライアントにChallengeと呼ばれるデータを送信する．クライアント
は送られてきた Challengeとあらかじめ用意してある鍵 (Key 1)を一方向性関数
(One-Way Function)を用いて暗号化する．暗号化して得られたデータ (Response 1)

をサーバに送信する．サーバもクライアントと同様にあらかじめ登録されていた鍵
(Key 2)とクライアントに送信した Challengeデータを一方向性関数を用いて暗号
化し，Response 2データを得る．この時，クライアントから送られてきたResponse

1とサーバ自身が作成したResponse 2が同じデータであれば認証が成功されたこと
になる．Response 1とResponse 2が同一となるためには，サーバに用意されてい
た鍵とクライアントが用いた鍵が等しくなければならず，また使用する一方向性関
数も同じものでなければならない．

このように使用されている一方向性関数の中でも，アルゴリズムで実現されたも
のは広く用いられているが，いくつかの課題も存在する．例えば，超並列計算機が
安全であると考えられていた暗号を破ってしまうことや，安全であると考えられて
きた暗号プリミティブに対する効率的な攻撃方法が新たに発見されてしまうといっ
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図 2.7: レーザのスペックル散乱を利用した物理的一方向性関数 [27]

Response

Laser

Response signal Drive signal

Message

図 2.8: レーザのコンシステンシーを利用した物理的一方向性関数

たことである．

このような課題は物理的一方向性関数を用いることで解決可能であることがすで
に述べられている [27]．図 2.7にレーザのスペックル散乱を利用した物理的一方向
性関数の例を示す．スペックル散乱とは，表面が不均質な媒体に対してレーザ光を
照射した時にレーザ光が散乱される現象である．図 2.7ではまず不均質な媒体を内
部に複数含む散乱体 (3D token) を用意する．この散乱体にレーザ光を照射するこ
とでスペックル散乱が生じ，その時の散乱されたレーザ光強度の二次元画像を得る．
ここで得られた二次元画像に対してGabor変換を施すことで鍵を得る．散乱体に，
同じ位置，同じ角度および同じ強度でレーザを照射すれば同じスペックル散乱画像
を得ることができるので一方向性関数として利用することができる．

ここで示した例では散乱体の空間的な配置を利用して物理的一方向性関数を実
現しているが，レーザの時間的なダイナミクスを利用して物理的一方向性関数を実
現することが考えられている．これがレーザのコンシステンシーを利用した物理的
一方向性関数である．図 2.8で示すように，駆動信号 (Drive signal)にメッセージ
(Message)を付加してResponseレーザに入力することで応答信号 (Response signal)

を得る．レーザがコンシステンシー状態であれば同じ駆動信号とメッセージによって
同じ応答信号を得ることができる．しかしながら応答信号から駆動信号およびメッ
セージを推測することは困難であり，物理的一方向性関数を実装することができる．
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2.4 リザーバコンピューティング

リザーバコンピューティング (Reservoir Computing)は機械学習の一種であり，時
系列予測や音声認識などの一般に計算困難な課題に対して有用な情報処理手法であ
る [16–19, 63]．リザーバコンピューティングによる情報処理の概念は，ある信号をリ
ザーバ (貯水池)に入力し，過渡応答として得られる出力 (水面の振動)の対応関係を
予め学習し，その入出力関係により入力信号の分類を行うということである．リザー
バコンピューティングとしてLiquid State Machines [14]，Echo State Networks [64]，
Backpropagation-Decorrelation [65]といった手法がこれまでに提案されている．

リザーバコンピューティングの模式図を図 2.9に示す．図 2.9に示されているよ
うに，リザーバコンピューティングは入力部，リザーバ，および出力部の 3つの部
分から構成される．通常リザーバはランダムに内部結合された多くの非線形ノード，
つまりリカレントニューラルネットワークからなる [66]．この時ネットワークの各
ノードの結合強度は時間に対して変化しない．このリザーバの各ノードに対してラ
ンダムに重み付けされた入力信号を与える．入力に対して各ノードは過渡応答を示
し，その状態を変化させる．この時の各ノードの状態の重み付き線形和をリザーバ
の出力とする．ここで繰り返し同一の信号を入力した時に，リザーバの応答出力に
再現性 (コンシステンシー)があれば入力信号の分類が可能となり，時系列予測や音
声認識を行うことが可能となる．

リザーバとして用いられる非線形システムに要求される能力として，(1)同一の
入力に対して再現性のある出力が得られること，(2)入力信号を高次元状態空間内
へ非線形変換すること，の二点が挙げられる．前者は入力信号の分類を行うための
基本的な能力であり，コンシステンシーを用いて達成可能であると考えられる．後
者の概念を図 2.10に示す．図 2.10の上の図は 2次元空間において黄色の丸と赤色の
星を分類することを考えている．しかしながら 2次元空間上では直線により線形分

図 2.9: ニューラルネットワークを用いたリザーバコンピューティング [17]．
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図 2.10: (a)ニューラルネットワークを用いたリザーバコンピューティングおよび
(b)時間遅延ダイナミカルシステムを用いたリザーバコンピューティング [17]．

離できないことを表している．一方で図 2.10の下の図は上の黄色の丸と赤色の星を
3 次元空間上に写像した図を表している．図 2.10上では平面を用いて線形分離可能
であることが分かる．このように低次元空間では分離できなかった状態は高次元空
間に写像することにより分離することができるようになる．したがってリザーバコ
ンピューティングにおいて，リザーバは入力信号をより複雑な信号に変換する能力
を有していなければならない．

ニューラルネットワークを用いたリザーバコンピューティングにおいてリザーバ
の次元を高めるには，ネットワークのノード数を増加させる必要がある．しかしな
がらリザーバコンピューティングに用いるニューラルネットワークのノード数は 100

から 1000個と多く，実験的にリザーバコンピューティングを実装する時にノード数
を増加させることが容易ではない．しかしながら近年，時間遅延ダイナミカルシス
テムを用いたリザーバコンピューティングが提案されており，このシステムでは容
易にノード数を増加させることができる [12, 13, 17, 20–23]．図 2.11に時間遅延ダ
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図 2.11: 時間遅延ダイナミカルシステムを用いたリザーバコンピューティング [17]．
τ は遅延時間，θは仮想ノードの間隔を表す．

イナミカルシステムを用いたリザーバコンピューティングの模式図を示す．リザー
バは 1つの非線形ノード (NL)と時間遅延フィードバックからなる．このシステム
において遅延時間 τ を微小な時間 θで区切ることにより仮想的なノードの集合であ
ると考える．このシステムは 1つの非線形ノードと時間遅延フィードバックにより
構成されるために実験実装が容易である．また時間遅延フィードバックを長くする
ことにより容易にノード数を増加させることができる．

時間遅延ダイナミカルシステムは理論的に無限次元の状態空間を持つことが知ら
れている．実用的には状態空間は有限次元であるが [67]，それでも非常に高い次元
を有しているため複雑なダイナミクスを示す．ゆえに入力信号を高次元空間へ写像
するというリザーバとして必要な能力を有していると考えられる．また戻り光を有
する半導体レーザのような非常に速いダイナミクス (数GHz程度の振動周波数)を
有する時間遅延ダイナミカルシステムを用いることで，高速な情報処理が可能なリ
ザーバコンピューティングを実装することができる [12, 13]．

リザーバコンピューティングへの応用において非線形システムが有する複雑性 (次
元やエントロピー)は，その分類性能の評価指標となり得る．コンシステンシー状
態の非線形システムがより高い次元を持つならばリザーバコンピューティングの分
類性能は向上すると期待できる．これに対して非線形ダイナミカルシステムの複雑
性を定量化する指標として，リアプノフ指数から算出可能な Kaplan-York次元と
Kolmogorov-Sinaiエントロピーが挙げられる．リザーバコンピューティングの性能
はリザーバが持つ複雑性 (入力信号を複雑な信号に変換する能力)に依存すると考え
られるが，これまでに非線形時系列解析手法により定量化されたリザーバ (非線形
ダイナミカルシステム)の複雑性とリザーバコンピューティングの性能の関係性は
調査されていない．これはより性能の高いリザーバコンピューティングを実装する
ために重要な課題である．

14



第3章 戻り光を有する半導体レーザ
の数値モデルとダイナミクス

本章では数値計算において使用する戻り光を有する半導体レーザの数値モデルで
ある Lang-Kobayashi方程式の導出を行い，導出された方程式を用いて戻り光を有
する半導体レーザのダイナミクスの数値計算結果を示す．本章で導出された Lang-

Kobayashi方程式は複素電界およびキャリア密度の微分方程式からなる．しかしな
がら複素数は数値計算に適さないため，複素電界を電界振幅と電界位相に分離した
方程式と電界実部と電界虚部に分離した２種類の方程式を示す．また次章以降で行
うリアプノフスペクトラム解析を行う場合，方程式が無次元化されていることが数
値計算上望ましい．そのため導出された方程式の無次元化の方法について説明する．

さらに本章では以上の方法により得られた数値モデルを用いて戻り光を有する半
導体レーザのダイナミクスを調査する方法について述べる．まず戻り光を持たない
Lang-Kobayashi方程式の定常解 (平衡点)を導出し，線形安定性解析を適用するこ
とにより，半導体レーザの基本的な特性である緩和振動周波数を導出する．次に戻
り光を有する Lang-Kobayashi方程式の定常解を導出する．戻り光を有する Lang-

Kobayashi方程式は多くの定常解を持ち，これらの解が次に示すダイナミクスと密
接に関連するため，半導体レーザのダイナミクスを理解するために重要である．最
後にLang-Kobayashi方程式を数値的に解くことにより，戻り光を有する半導体レー
ザのダイナミクスを示す．特に戻り光強度を変化させた時の分岐現象と半導体レー
ザのダイナミクスを調査するために有用となる手法について述べる．

3.1 半導体レーザのレート方程式

本節では戻り光を有する半導体レーザのレート方程式である Lang-Kobayashi方
程式の導出を行う．第 3.1.1節ではシングルモードの半導体レーザのレート方程式
を導出する．ここでは光共振器に対して境界条件を仮定することによりレート方程
式の導出を行っている．第 3.1.2節では第 3.1.1節で導出したレート方程式に対して，
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戻り光を付加したレート方程式の導出を行っている．第 3.1.2節で導出された方程
式は半導体レーザの電界 E が複素数であるため数値計算に適さない．そのため第
3.1.3節および第 3.1.4節において複素数を含まないレート方程式の導出を行う．さ
らに第 3.1.5節では導出されたLang-Kobayashi方程式の無次元化を行う．方程式の
無次元化は次章以降で戻り光を有する半導体レーザのリアプノフスペクトラム解析
を行う際に，数値計算の誤差を避けるために必要である．第 3.1.6節では導出され
た Lang-Kobayashi方程式に対して飽和効果を付加する．

3.1.1 シングルモード半導体レーザのレート方程式

本節ではシングルモードの端面発光半導体レーザのレート方程式の導出を示す
[2, 3, 68]．特に光電界 Ê(t)の包絡線成分であるゆっくり変化する複素電界振幅E(t)

の時間的な振る舞いを描写するレート方程式を導出する．半導体レーザのレート方
程式を導出するために，まず単純なFabry-Perot共振器のモデルを図 3.1に示す．図
3.1において lは共振器長を表し，共振器の前部および後部の反射率をそれぞれ r1，
r2として表す．共振器内部で前方および後方に伝搬する複素電界を Êf，Êbと表す．
ある固定された時間において共振器の位置に依存して，複素電界 Êf (z)，Êb(z)は

2
r 1

r
)(ˆ zΕ f

)(ˆ zEb

0=z lz =

図 3.1: 2つの鏡 (それぞれの反射率は r1，r2)を有する共振器からなる半導体レーザ
のモデル．Êf (z)，Êb(z)はそれぞれ前方と後方に進む光の位置 zにおける複素電界
を表す．また lは共振器長を表す．
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それぞれ次のように表される．

Êf (z) = Ê0f exp

[
ikz +

1

2
(g − a)z

]
(3.1)

Êb(z) = Ê0b exp

[
ik(l − z) +

1

2
(g − a)(l − z)

]
(3.2)

上式において，gはレーザ媒質内における誘導放出による利得であり aは光の散乱
や吸収による損失である．全てのパラメータはレーザ強度に関連して定義されてい
るため，式 (3.1)，(3.2)において要素 1/2が挿入されている．また kは波数と呼ば
れ，レーザ媒質の屈折率 ηに依存し，レーザの発振しきい値における光角周波数ωth，
キャリア密度 nthおよび屈折率 η0を用いて次のように表される．

k = η
ω

c
=
ωth

c

{
η0 +

∂η

∂N
(N −Nth) +

ηe
ωth

(ω − ωth)

}
(3.3)

ここでN はキャリア密度，ωは光角周波数，ηeは実効屈折率である．

共振器の端面における境界条件 (Êf (0) = r2Êb(0)，Êb(l) = r1Êf (l))から，レー
ザ発振のための定常状態の条件は次のように与えられる．

r1r2 exp{−2ikl + (g − a)l} = 1 (3.4)

式 (3.4)の実部からレーザ発振のための媒質のしきい値利得 gthは次のように表さ
れる．

gth = a+
1

2l
ln

(
1

r1r2

)
(3.5)

半導体レーザは活性層内で自然放出光を持つため，実際のしきい値利得は式 (3.5)

よりも少し小さくなる．また式 (3.4)の虚部から以下の位相条件が与えられる．

kl = mπ (3.6)

ここでmは整数である．式 (3.5)はレーザの発振しきい値のための条件であり，共
振器内部の利得と光の反射や吸収による損失のバランスを表すと解釈できる．

半導体レーザのレート方程式を導出するために，発振しきい値における利得を考
える．共振器内部において光が一往復した後の光利得は定常状態のレーザ発振条件
を表す式 (3.4)と同じ方程式により表される．

G = r1r2 exp{−2ikl + (g − a)l} (3.7)
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式 (3.3)を用いると利得Gは次のように周波数依存の項G2と周波数無依存の項G1

に分けることができる．

G = G1G2 (3.8)

G1 = r1r2 exp

{
(g − a)l − 2i

ωthl

c

∂η

∂N
(N −Nth)

}
(3.9)

G2 = exp

[
−2i

ωthl

c

{
η0 +

ηe
ωth

(ω − ωth)

}]
(3.10)

式 (3.10)で，レーザ発振の条件から位相 2ωthη0l/c が 2πの整数倍でなければならな
い．また iωが作用素 d/dtと等価であるとして置き換え，共振器内での光の往復時
間 τin = 2ηel/cを用いることにより式 (3.10)は

G2 = exp{−iτin(ω − ωth)} = exp(iωthτin) exp(−τin
d

dt
) (3.11)

と書き表すことができる．

レーザ発振が達成されるためには，共振器内での光の往復後の複素電界が往復前
の電界と正確に一致しなければならないので，z = 0での複素電界は

Êf (t) = GÊf (t) (3.12)

という関係を持つ．ここでGは式 (3.8)，式 (3.11)を用いて

G = G1 exp(iωthτin) exp

(
−τin

d

dt

)
(3.13)

と表すことができる．式 (3.12)に式 (3.13)を代入すると，

Êf (t) = G1 exp(iωthτin) exp

(
−τin

d

dt

)
Êf (t) (3.14)

となる．exp(−τind/dt)は−τin秒の時間シフトを意味するので，式 (3.14)は次のよ
うに式変形される．

Êf (t) = G1 exp(iωthτin)Êf (t− τin) (3.15)

ここで Êf (t)をレーザの光角周波数 ωthで変化する項と，それと比較してゆっくり
と変化する項Ef (t)分けると考えると，複素電界は

Êf (t) = Ef (t) exp(iωtht) (3.16)

と表される．式 (3.16)を式 (3.15)に代入して整理すると

Ef (t) = G1Ef (t− τin) (3.17)
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となる．ここまで前方向に伝搬する光電界について考えてきたが，後方向に伝搬す
る光電界についても式 (3.17)と同様の関係を得ることができる．この時，全体の電
界 E(t)も式 (3.17)の関係を満たすと考えることができる．さらに共振器内におけ
る光の往復時間 τinは非常に小さいので，

E(t− τin) = E(t)− τin
dE(t)

dt
(3.18)

と近似することができる．この時，式 (3.18)とE(t)が式 (3.17)を満たすことから

dE(t)

dt
=

1

τin

(
1− 1

G1

)
E(t) (3.19)

を得る．ここでG1はレーザ発振の振動に対して一定に非常に近いので，

1

G1

= exp

[
−(g − a)l − 1

2
ln(R1R2) + 2i

ωthl

c

∂η

∂N
(N −Nth)

]
≈ 1− (g − a)l − 1

2
ln(R1R2) + 2i

ωthl

c

∂η

∂N
(N −Nth) (3.20)

と近似できる．式 (3.19)に式 (3.20)，(3.5)を代入して整理すると，

1

τin

(
1− 1

G1

)
=

c

2ηe
(g − gth)− i

ωth

ηe

∂η

∂N
(N −Nth) (3.21)

となる．ただし

τin =
2ηel

c
(3.22)

という関係を用いた．さらに利得 gはレーザ閾値付近でキャリア密度 nにほとんど
線形に増加することから，

g = gth +
∂g

∂N
(N −Nth) (3.23)

という関係が得られるため，これと式 (3.21)から

dE(t)

dt
=

[
c

2ηe

∂g

∂N
(N −Nth)− i

ωth

c

∂η

∂N
(N −Nth)

]
E(t) (3.24)

という微分方程式を得られる．ここで線幅増幅係数αというパラメータを導入する．
このパラメータは屈折率の実部と虚部を関係付けるパラメータであり

α = −2
ω

c

∂η/∂N

∂g/∂N
(3.25)
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のように表される．半導体レーザにおける線幅増幅係数は非常に大きく，一般的に
は 3から 7程度である．線幅増幅係数を用いると，式 (3.24)は

dE(t)

dt
=

c

2ηe

∂g

∂N
(1 + iα)(N −Nth)E(t) (3.26)

となり，さらに微分利得GN = c
ηe

∂g
∂N
を用いると，

dE(t)

dt
=

1

2
GN(1 + iα)(N −Nth)E(t) (3.27)

と表すことができる．式 (3.27)が半導体レーザの複素電界を表す微分方程式である．
式 (3.27)は光子寿命 τpと閾値でのキャリア密度Nthの関係

GN(Nth −N0) =
1

τp
(3.28)

を用いると
dE(t)

dt
=

1 + iα

2

[
GN(N −N0)−

1

τp

]
E(t) (3.29)

を得る．これがシングルモードレーザの複素電界E(t)を表すレート方程式である．

レーザの振る舞いを表すには式 (3.29)だけでは十分ではなく，キャリア密度を表
すレート方程式が必要である．キャリア密度Nの振る舞いを描写する一般的な方程
式は

∂N

∂t
= D∇2N +

I

e
− N

τs
−Rst(N, |E|2) (3.30)

である．式 (3.30)の最初の項はキャリア拡散を意味し，Dは拡散係数である．活性
層内のキャリア分布が大きく変化しないと仮定すると，式 (3.30)の拡散の項は無視
できる．2番目の項は電流 J によって活性層に注入されるホール電子対を表してい
る．eは電子の電荷の大きさである．3番目の項は自然放出や非放射遷移によるキャ
リアの損失を表しており，τsはキャリア寿命である．最後の項は誘導放出によるキャ
リアの損失率を表しており，

RST (N, |E|2) = GN(N −N0)|E|2 (3.31)

で与えられる．したがってキャリア密度のレート方程式は

dN(t)

dt
= J − N(t)

τs
−GN(N(t)−N0)|E|2 (3.32)

と表される．ここで I/e = Jと置いた．式 (3.32)および式 (3.29)が本節で目的とし
ていたレート方程式である．
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3.1.2 戻り光を付加した半導体レーザのレート方程式

本節ではコヒーレントな戻り光を付加した半導体レーザのレート方程式を導出す
る [2, 3, 68]．まずレーザ光の出力面から距離 lextの位置に反射率 r3の外部鏡があり，
その鏡により反射されたレーザ光がレーザ自身に戻されるというモデルを考える．
そのモデルが図 3.2であり，その外部共振器長における光の往復時間 τは τ = 2lext/c

である．

図 3.2において t2および t′2はそれぞれレーザ内部から出力される光の振幅透過
率とレーザ外部から入射される光の振幅透過率である．共振器内へと入射する外部
鏡により反射された複素電界 t′2Eext(t)は外部共振器内では無限に往復するため，

t′2Êext(t) = r3t2t
′
2Êb(t− τ)+ r′2r

2
3t2t

′
1Êb(t− 2τ)+ · · ·+ (r′2r3)

2

r′2
t2t

′
2Êb(t−nτ) (3.33)

と表すことができる．ここで r′2 は共振器の外側から入射する光の反射率であり，
Êb(t)は

Êf (t) = r2Êb(t) (3.34)

2
r

)(ˆ zE f

)(ˆ zEb

0=z lz =

1
r3

r

extlz −=

2
r′

2
t

2
t′)(ˆ zEext

図 3.2: 反射率 r3の外部鏡から反射された戻り光を有する半導体レーザのモデル．
Êext(z)は位置 zにおける共振器外部の光電界であり，Êf (z)および Êb(z)はそれぞ
れ共振器内部の位置 zにおける前方あるいは後方に伝搬する光電界である．r1，r2
はそれぞれ共振器端面の内側の光反射率であり，r′2は共振器の外側から入射する光
の端面反射率を表す．t2，t′2はそれぞれ共振器の内側から外側に出射する光の透過
率および外側から内側に入射する光の透過率を表す．lextは外部共振器長の長さで
ある．
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という関係を持つ z = 0で後方へ伝搬する複素電界である．また

t2t
′
2 = 1− r22 (3.35)

r2 = −r′2 (3.36)

という関係を利用すると，戻り光が有る場合の z = 0での複素電界E(t)は次のよう
な関係を持つ．

Êf (t) = G1 exp(iωthτin)Êf (t− τin) +
r22 − 1

r22

∞∑
n=1

(−r2r3)nÊf (t− nτ) (3.37)

ここで 3.1節と同様の方法を用いると，戻り光が有る場合のゆっくりと変化する複
素電界E(t)は以下のように書き表すことができる．

dE(t)

dt
=

1 + iα

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
E(t)

+
1

τin

r22 − 1

r22

∞∑
n=1

(−r2r3)nE(t− nτ) exp(−inωthτ) (3.38)

光の強度は外部鏡によって反射されるたびに弱くなるため，式 (3.38)におけるフィー
ドバックの項は外部共振器における 1回の往復のみで表すことができる．そのため
戻り光を有する半導体レーザのレート方程式 (3.38)は次のように変形される．

dE(t)

dt
=

1 + iα

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
E(t)

+κE(t− τ) exp(−iωthτ) (3.39)

式 (3.39)の右辺第 2項の戻り光を表す項において κは戻り光強度を表し，次のよう
に定義される．

κ =
1

τin

(1− r22)r3
r2

(3.40)

数値計算では外部鏡反射率 r3を変化させることにより戻り光強度 κを変化させる．

式 (3.39)および式 (3.32)がLang-Kobayashi方程式 [1]と呼ばれる戻り光を有する
半導体レーザのレート方程式である．

3.1.3 複素電界Eの電界振幅および電界位相への分離

第 3.1.1節および第 3.1.2節で戻り光を有する半導体レーザのレート方程式 (3.39)

および (3.32)を導出した．しかしながらこれらの方程式において，電界Eは複素数
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A

Φ

( )imre EE ,

図 3.3: 複素平面における複素電界E = Ere + iEimの振幅Aおよび位相Φ

と電界の実部Ereと虚部Eimとの関係．

であるため，数値計算において実装面および計算時間の面で手間や問題が生じる．
例えば，複素数を扱うことができないプログラミング言語では数値計算を行うこと
ができず，また複素数を扱うことができるプログラミング言語であっても，複素数
の計算であるために実数で計算を行うよりも計算時間が長くなってしまう場合があ
る．このような理由から本節では複素電解Eに関する微分方程式 (3.39)を 2つの状
態変数に関する微分方程式に分離する．

まず第 3.1.2節で導出した戻り光を有する半導体レーザの複素電界Eの振る舞い
を表す微分方程式を以下に再度示す．

dE(t)

dt
=

1 + iα

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
E(t) + κE(t− τ) exp(−iωthτ) (3.41)

ここでEはレーザの複素電界，N はキャリア密度を表す．電界Eは複素数である
ので，次のように実部Ereと虚部Eimに分離することができる．

E = Ere + iEim (3.42)

ここで iは虚数単位である．複素平面Ere–Eimの複素電界Eの振る舞いは図 3.3に
示されているように考えることができる．図 3.3において，AおよびΦはそれぞれ
複素電界 E の絶対値と偏角を表し，また半導体レーザの電界振幅と電界位相であ
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る．本節ではAとΦに関する微分方程式を導出する．図 3.3から複素電界Eの実部
Ereと虚部EimはEre = A cosΦ，Eim = A sinΦと表される．さらに複素電界Eは
AとΦを用いて次のように表される．

E = A cosΦ + iA sinΦ (3.43)

ここでオイラーの公式 cosΦ + i sinΦ = exp(iΦ)を用いると，式 (3.43)は次のよう
に表される．

E = A exp(iΦ) (3.44)

上式を半導体レーザの複素電界Eのレート方程式 (3.41)に代入する．

dA(t)

dt
exp(iΦ(t)) + i

dΦ(t)

dt
A(t) exp(iΦ(t))

=
1 + iα

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
A(t) exp(iΦ(t))

+ κA(t− τ) exp(iΦ(t− τ)) exp(−iωthτ) (3.45)

式 (3.45)の両辺を exp(iΦ(t))で割ることで以下の方程式が得られる．

dA(t)

dt
+ i

dΦ(t)

dt
A(t) =

1 + iα

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
A(t)

+ κA(t− τ) exp(−i{ωthτ + Φ(t)− Φ(t− τ)}) (3.46)

ここで再びオイラーの公式 exp[iθ] = cos θ + i sin θを用いて，実部と虚部ごとに整
理すると以下の方程式が得られる．

dA(t)

dt
+ i

dΦ(t)

dt
A(t) =

1

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
A(t) + κA(t− τ) cos θ(t)

+ i

{
α

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
A(t)− κA(t− τ) sin θ(t)

}
(3.47)

ここで θ(t) = ωthτ +Φ(t)−Φ(t− τ))である．式 (3.47)から，レーザ電界の振幅E

および位相Φのレート方程式は次のように表される．

dA(t)

dt
=

1

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
A(t) + κA(t− τ) cos θ(t) (3.48)

dΦ(t)

dt
=
α

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
− κ

A(t− τ)

A(t)
sin θ(t) (3.49)
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これらの 2つの方程式とキャリア密度N のレート方程式 (式 (3.32))を用いること
で，時間遅延を有する半導体レーザのダイナミクスを数値計算することができる．
しかしながら方程式 (3.49)は数値計算において問題がある．それは右辺第 2項にお
いて分母にA(t)が存在しているため，A(t) ≈ 0の時に数値計算誤差を生じやすい
ということである．この問題を解決するために次節において複素電界Eのレート方
程式を実部EreとEimに分離する．

3.1.4 複素電界Eの実部および虚部への分離

前節で数値計算上の問題点を解決するために半導体レーザの複素電界 Eのレー
ト方程式を電界振幅 Aと電界位相 Phiに分離した．しかしながら導出されたレー
ト方程式 (3.48)，(3.49)を使用したとしても数値計算において問題点が生じる場合
が存在する．具体的には，戻り光強度あるいは光結合された半導体レーザにおける
レーザ間の結合強度が大きい場合，電界振幅Aの振る舞いがパルス的になってしま
い，瞬間的に 0に非常に近い値になってしまうことがある．この時，位相のレート
方程式 (3.49)の右辺の第 2項において，電界振幅が分母にあるため値が非常に大き
くなってしまい，それに伴い誤差も非常に大きくなる．これを解決するための最も
単純な方法は，数値計算における時間刻みを小さくすることであるが，これは計算
時間を増大させてしまうためにあまり良い方法とは言えない．そこで本節では，複
素電界 E を振幅と位相ではなく，実部と虚部に分離することでこの問題の解決を
行う．

まず 3.1.2節で導出した戻り光を有する半導体レーザの電界の振る舞いを表す微
分方程式を以下に示す．

dE(t)

dt
=

1 + iα

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
E(t) + κE(t− τ) exp(−iωthτ) (3.50)

電界Eは複素であるので，次のように実部Ereと虚部Eimに分離することができる．

E = Ere + iEim (3.51)

またオイラーの公式より，

exp(−iωthτ) = cos(ωthτ)− i sin(ωthτ) (3.52)

である．式 (3.51)および式 (3.52を式 (3.50)に代入すると，

dEre(t)

dt
+ i

dEim(t)

dt
=

1 + iα

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
[Ere(t) + iEim(t)]

+ κ[Ere(t− τ) + iEim(t− τ)][cos(ωthτ)− i sin(ωthτ)] (3.53)
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となる．式 (3.53)の右辺を実部および虚部ごとに整理すると，

dEre(t)

dt
+ i

dEim(t)

dt
=
1

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
[Ere(t)− αEim(t)]

+ κ[Ere(t− τ) cos(ωthτ) + Eim(t− τ) sin(ωthτ)]

+ i

{
1

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
[αEre(t) + Eim(t)]

}
+ i {κ[−Ere(t− τ) sin(ωthτ) + Eim(t− τ) cos(ωthτ)]}

(3.54)

となり，この式の左辺と右辺を比較して実部と虚部を分離すると

dEre(t)

dt
=

1

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
[Ere(t)− αEim(t)]

+ κ[Ere(t− τ) cos(ωthτ) + Eim(t− τ) sin(ωthτ)] (3.55)

dEim(t)

dt
=

1

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
[αEre(t) + Eim(t)]

+ κ[−Ere(t− τ) sin(ωthτ) + Eim(t− τ) cos(ωthτ)] (3.56)

が得られる．式 (3.55)および式 (3.56)が実部と虚部に分離した半導体レーザの電
界を表す微分方程式である．複素電界を振幅と位相に分離した方程式 (3.48)および
(3.49)と比較すると，分母に変数が存在する項が無いことが確認できる．このこと
から，式 (3.55)および (3.56)の方が数値計算に適していると考えられる．

3.1.5 Lang-Kobayashi方程式の無次元化

多くの物理量は次元を持ち，次元が異なる複数の量に対して和や積などの演算
を行うことはできない．特に数値計算では一般に次元を扱うことはできないので，
実装によっては計算に大きな矛盾が生じてしまう可能性がある．また対象とするシ
ステムが複数の状態変数を有すると考える．その中の 1つの変数が他の変数よりも
非常に大きいあるいは小さい値を持つ場合，丸め誤差などの影響で計算誤差が非常
に大きくなってしまう可能性がある．このような問題を解決するための 1つの方法
として無次元化が考えられる．無次元化とは，次元を持つ変数を基準量と無次元量
によって表すことで変数を無次元に変えることである．基準量を適当に変えること
で変数の変動値を適切に調節することも可能である．本節では前節までに導出した
Lang-Kobayashi方程式に対して無次元化を行う．
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まず複素電界Eを電界振幅Aおよび電界位相Φに分離したLang-Kobayashi方程
式の無次元化を行う．無次元化を行う方程式を以下に示す．

dA(t)

dt
=

1

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
A(t) + κA(t− τ) cos θ(t) (3.57)

dΦ(t)

dt
=

α

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
− κ

A(t− τ)

A(t)
sin θ(t) (3.58)

dN(t)

dt
= J − N(t)

τs
−GN(N(t)−N0)A

2(t) (3.59)

本節における無次元化の目的は，A，ΦおよびN の変動を同程度に揃えることであ
るのでこれらの変数を無次元化する．また時間 tと外部共振器の光往復時間 τ の無
次元化も行う．そこで式 (3.57)-(3.59)に以下の変数変換を行う．

A = Āa Φ = Φ̄ϕ N = N̄n

t = t̄t′ τ = t̄τ ′ (3.60)

ここで Ē，N̄，Φ̄，t̄は無次元化定数であり，a，ϕ，n，t′，τ ′は無次元量である．式
(3.60)を Lang-Kobayashi方程式 (3.57)-(3.57)に代入し整理すると

da(t′)

dt′
=

[
t̄N̄GN

2
(n(t′)− N0

N̄
)− t̄

2τp

]
a(t′) + t̄κa(t′ − τ ′) cos θ′(t′) (3.61)

dϕ(t′)

dt
=

[
αt̄N̄GN

2Φ̄
(n(t′)− N0

N̄
)− t̄

2Φ̄τp

]
− t̄κ

Φ̄

a(t′ − τ ′)

a(t′)
sin θ′(t′) (3.62)

dn(t′)

dt′
=

t̄

τs

[
Nth

N̄

J

Jth
− n(t′)

]
− t̄Ā2GN

[
n(t′)− N0

N̄

]
a2(t′) (3.63)

となる．これらの方程式の定数を次のように整理する．

ge =
t̄N̄GN

2
gϕ =

αt̄N̄GN

2Φ̄
gn = t̄Ā2GN κe = t̄κ κϕ =

t̄κ

Φ̄

γe =
t̄

2τp
γϕ =

t̄

2Φ̄τp
γn =

t̄

τs
n0 =

N0

N̄
nth =

Nth

N̄
(3.64)

すると式 (3.61)-(3.63)は

da(t′)

dt′
= [ge(n(t

′)− n0)− γe] a(t
′) + κea(t

′ − τ ′) cos θ′(t′) (3.65)

27



dϕ(t′)

dt
= [gϕ(n(t

′)− n0)− γϕ]− κϕ
a(t′ − τ ′)

a(t′)
sin θ′(t′) (3.66)

dn(t′)

dt′
= γn(nth

J

Jth
− n(t′))− gn(n(t

′)− n0)a
2(t′) (3.67)

と表すことができる．また，無次元化に用いた無次元化定数 Ē，Φ̄，N̄ および t̄は，
レーザの定常解を用いて次のように定義する．

Ā = As =

√
Nth

τp
τs
(
J

Jth
− 1) N̄ =

Ns

100
=
Nth

100
Φ̄ = 2π

t̄ = 1.0× 10−9 (3.68)

以上が電界を振幅および位相で表した時の Lang-Kobayashi方程式の無次元化方程
式である．後に説明するリアプノフ指数を算出する場合，各変数の変動幅が大きく
異なると誤差が増大してしまう．このような理由から変動幅は同程度であることが
望ましいので，リアプノフ指数算出の際には，本節で導出した無次元化方程式を用
いる．

次に複素電界Eを実部Ereおよび虚部Eimで表した Lang-Kobayashi方程式の無
次元化を行う．無次元化を行う方程式を以下に示す．

dEre(t)

dt
=

1

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
[Ere(t)− αEim(t)]

κ[Ere(t− τ) cos(ωthτ) + Eim(t− τ) sin(ωthτ)] (3.69)

dEim(t)

dt
=

1

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp

]
[αEre(t) + Eim(t)]

+κ[−Ere(t− τ) sin(ωthτ) + Eim(t− τ) cos(ωthτ)] (3.70)

dN(t)

dt
= J − N(t)

τs
−GN(N(t)−N0)(E

2
re(t) + E2

im(t)) (3.71)

Ere，EimおよびN を無次元化する．また時間 tと戻り光の外部共振器光往復時間
τ も無次元化する．式 (3.69)-(3.71)に以下の変数変換を行う．

Ere = Āere Ere = Āeim N = N̄n

t = t̄t′ τ = t̄τ ′ (3.72)
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ここで Ā，N̄ および t̄は基準量であり，ere，eim，n，t′，τ ′は無次元量である．式
(3.72)を Lang-Kobayashi方程式 (3.69)-(3.71)に代入し整理すると，

dere(t
′)

dt′
=

[
t̄N̄GN

2
(n(t′)− N0

N̄
)− t̄

2τp

]
(ere(t

′)− αeim(t
′))

+t̄κ[ere(t
′ − τ ′) cos(ωthτ) + eim(t

′ − τ ′) sin(ωthτ)] (3.73)

deim(t
′)

dt′
=

[
t̄N̄GN

2
(n(t′)− N0

N̄
)− t̄

2τp

]
(αere(t

′) + eim(t
′))

+t̄κ[−ere(t′ − τ ′) sin(ωthτ) + eim(t
′ − τ ′) cos(ωthτ)] (3.74)

dn(t′)

dt′
=

t̄

τs

[
Nth

N̄

J

Jth
− n(t′)

]
− t̄Ā2GN

[
n(t′)− N0

N̄

]
(e2re(t

′) + e2im(t
′))(3.75)

となる．これらの方程式の定数を次のように整理する．

ge =
t̄N̄GN

2
gn = t̄Ā2GN κe = t′κ γe =

t̄

2τp

γn =
t̄

τs
n0 =

N0

N̄
nth =

Nth

N̄
(3.76)

定数の変換は振幅および位相の無次元化の場合と同様の変換を用いている．すると
式 (3.73)-式 (3.75)は，

dere(t
′)

dt′
= [ge(n(t

′)− n0)− γe] (ere(t
′)− αeim(t

′))

+κe[ere(t
′ − τ ′) cos(ωthτ) + eim(t

′ − τ ′) sin(ωthτ)] (3.77)

deim(t
′)

dt′
= [ge(n(t

′)− n0)− γe] (αere(t
′) + eim(t

′))

+κe[−ere(t′ − τ ′) sin(ωthτ) + eim(t
′ − τ̂) cos(ωthτ)] (3.78)

dn(t′)

dt′
= γn

[
nth

J

Jth
− n(t′)

]
− gn(n(t

′)− n0)(e
2
re(t) + e2im(t)) (3.79)

と表すことができる．また，無次元化に用いた無次元量 Ā，N̄ および t̄は，レーザ
の定常解を用いて次のように定義する．

Ā = As =

√
Nth

τp
τs
(
J

Jth
− 1) N̄ =

Ns

100
=
Nth

100

t̄ = 1.0× 10−9 (3.80)

以上が電界を振幅および位相で表した時の Lang-Kobayashi方程式の無次元化方程
式である．無次元化した振幅-位相方程式の場合と同様に，リアプノフ指数算出の際
にはこれらの方程式を用いる．
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3.1.6 飽和項

第 3.1.1節においてレーザ電界のレート方程式を導出する際に，レーザ媒質の利得
gがレーザ閾値付近でキャリア密度に線形に増加するという仮定から式 (3.23)の関
係を得た．しかしながら実際には，高いレーザ強度で飽和効果が観察される．この
効果の主な要因として空間的なホールバーニングが挙げられる．光電界強度はレー
ザの活性層に沿って一定になっておらず，電子-正孔対は強度が最大となっている
場所で非常に早く再結合し，部分的なキャリアの欠乏状態を引き起こす．空間的な
ホールバーニングはキャリアが欠乏している箇所に新しいキャリアの供給が十分で
ない時に生じる．

このような飽和効果を考慮する場合，第3.1.3節で導出した振幅-位相方程式 (3.48)，
(3.49)およびキャリア密度のレート方程式 (3.32)は

dA(t)

dt
=

1

2

[
GN(N(t)−N0)

1 + ϵA2(t)
− 1

τp

]
A(t) + κA(t− τ) cos θ(t) (3.81)

dΦ(t)

dt
=

α

2

[
GN(N(t)−N0)

1 + ϵA2(t)
− 1

τp

]
− κ

A(t− τ)

A(t)
sin θ(t) (3.82)

dN(t)

dt
= J − N(t)

τs
− GN(N(t)−N0)A

2(t)

1 + ϵA2(t)
(3.83)

と表される．式 (3.81)-(3.83)における利得GN の項の分母

1 + ϵA2(t) (3.84)

が飽和効果を表している．ここで ϵは飽和効果の強度を表す．式 (3.84)から電界振
幅Aが大きいほど飽和効果が強くなることが分かる．さらに式 (3.81)-(3.83)の無次
元化方程式に飽和効果を付加すると以下の方程式が得られる．

da(t′)

dt′
=

[
ge(n(t

′)− n0)

1 + ϵ′a2(t)
− γe

]
a(t′) + κea(t

′ − τ ′) cos θ′(t′) (3.85)

dϕ(t′)

dt
=

[
gϕ(n(t

′)− n0)

1 + ϵ′a2(t)
− γϕ

]
− κϕ

a(t′ − τ ′)

a(t′)
sin θ′(t′) (3.86)

dn(t′)

dt′
= γn(nth

J

Jth
− n(t′))− gn(n(t

′)− n0)a
2(t′)

1 + ϵ′a2(t)
(3.87)
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ここで ϵ′ = ϵĀ2である．

また第 3.1.4節で導出した実部-虚部方程式 (3.55)，(3.56)およびキャリア密度の
レート方程式 (3.32)に飽和効果を付加すると以下の方程式が得られる．

dEre(t)

dt
=

1

2

[
GN(N(t)−N0)

1 + ϵ(E2
re(t) + E2

im(t))
− 1

τp

]
[Ere(t)− αEim(t)]

+ κ[Ere(t− τ) cos(ωthτ) + Eim(t− τ) sin(ωthτ)] (3.88)

dEim(t)

dt
=

1

2

[
GN(N(t)−N0)

1 + ϵ(E2
re(t) + E2

im(t))
− 1

τp

]
[αEre(t) + Eim(t)]

+ κ[−Ere(t− τ) sin(ωthτ) + Eim(t− τ) cos(ωthτ)] (3.89)

dN(t)

dt
= J − N(t)

τs
− GN(N(t)−N0)(E

2
re(t) + E2

im(t))

1 + ϵ(E2
re(t) + E2

im(t))
(3.90)

さらに式 (3.88)-(3.90)の無次元化方程式は

dere(t
′)

dt′
=

[
ge(n(t

′)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
− γe

]
(ere(t

′)− αeim(t
′))

+ κe[ere(t
′ − τ ′) cos(ωthτ) + eim(t

′ − τ ′) sin(ωthτ)] (3.91)

deim(t
′)

dt′
=

[
ge(n(t

′)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
− γe

]
(αere(t

′) + eim(t
′))

+ κe[−ere(t′ − τ ′) sin(ωthτ) + eim(t
′ − τ̂) cos(ωthτ)] (3.92)

dn(t′)

dt′
= γn(nth

J

Jth
− n(t′))− gn(n(t

′)− n0)(e
2
re(t) + e2im(t))

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
(3.93)

と表される．

以上が飽和項を付加した Lang-Kobayashi方程式である．以降，飽和項を付加し
た式を用いる場合はその都度述べる．

3.2 Lang-Kobayashi方程式の定常解 (平衡点)と線形
安定性解析

第 3.1節では本研究で用いる戻り光を有する半導体レーザのレート方程式である
Lang-Kobayashi方程式の導出を行った．数値モデルを用いて解析を行う場合，計算
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機を用いて数値的に解を得る方法と方程式を直接解く方法が考えられる．本研究で
扱うカオスダイナミクスは複雑であり，時間発展を方程式を直接解いて調査するこ
とが困難であるため，計算機を用いて数値的に解くのが比較的容易である．しかし
ながらモデル方程式を解くことで得られる解はシステムのパラメータ依存性を直接
表現していることが多く，数値的に得られた解よりも非常に多くの情報を得ること
ができる．本節ではモデル方程式から比較的容易に得られる定常解 (平衡点)を戻り
光を持たない Lang-Kobayashi方程式において導出する．また得られた定常解に対
して線形安定性解析を行うことで，半導体レーザの緩和発振周波数を導出する．さ
らに戻り光を有する半導体レーザの定常解を導出する．

3.2.1 戻り光を持たないLang-Kobayashi方程式の定常解の導出

本節では戻り光を持たないLang-Kobayashi方程式の定常解を導出する．ここでは
複素電界Eを電界振幅Aおよび電界位相Φに分離した方程式 (3.81)および (3.82)，
キャリア密度の方程式 (3.83)を用いる．ただし戻り光の項を持たないことに注意
する．

dA(t)

dt
=

1

2

[
GN(N(t)−N0)

1 + ϵA2(t)
− 1

τp

]
A(t) (3.94)

dΦ(t)

dt
=
α

2

[
GN(N(t)−N0)

1 + ϵA2(t)
− 1

τp

]
(3.95)

dN(t)

dt
= J − N(t)

τs
− GN(N(t)−N0)A

2(t)

1 + ϵA2(t)
(3.96)

上記の方程式の状態変数A(t)，Φ(t)，N(t)のそれぞれに対して，次のように解を仮
定する．

A(t) = As, Φ(t) = (ωs − ω)t, N(t) = Ns (3.97)

ここで ωは半導体レーザの基本光角周波数であり，As，ωs，Nsはそれぞれ電界振
幅，光角周波数，キャリア密度の定常解である．式 (3.97)において，Φ(t)は時間に
対して一定でない解が仮定されている．Φ(t)は半導体レーザの基本光周波数から光
位相がどの程度ずれているかを表す量であり，ここで仮定されている解は，基本光
角周波数に対して半導体レーザが定常解 ωsを持つ時の光位相のずれとして定義さ
れている．式 (3.97)を式 (3.94)–(3.96)に代入すると以下の方程式が得られる．

0 =
1

2

[
GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

− 1

τp

]
As (3.98)
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ωs − ω =
α

2

[
GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

− 1

τp

]
(3.99)

0 = J − Ns

τs
− GN(Ns −N0)A

2
s

1 + ϵA2
s

(3.100)

式 (3.98)においてAs ̸= 0を仮定すると，次の条件が得られる．

0 =
GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

− 1

τp
(3.101)

式 (3.101)を式 (3.99)に代入すると式 (3.99)は ωs − ω = 0となるため，光角周波数
の解は次のように与えられる．

ωs = ω (3.102)

したがって戻り光を持たない半導体レーザの光角周波数の定常解は基本光角周波数
と一致する．電界振幅とキャリア密度の解を得るために，式 (3.100)の右辺第 3項
を次のように変形する．

GN(Ns −N0)A
2
s

1 + ϵA2
s

=
1

ϵ

GN(Ns −N0)ϵA
2
s

1 + ϵA2
s

=
1

ϵ

GN(Ns −N0)(1 + ϵA2
s)−GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

=
1

ϵ
GN(Ns −N0)−

1

ϵ

GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

(3.103)

最初の等号では，利得飽和係数 ϵを分母と分子に掛けることで分子に ϵA2
s が得ら

れる．2番目の等号では，分子に GN(Ns − N0)を加えて因数分解することにより
(1 + ϵA2

s)の因数が得られる．また値が変化しないようにGN(Ns −N0)を差し引い
ている．3番目の等号では，2番目の等号で因数GN(Ns −N0)を持つ項を分数の外
に出している. 式 (3.103)の右辺第 2項は式 (3.101)の右辺第 1項に 1/ϵを掛けた式
と同一であることが重要である．式 (3.103)を用いると，式 (3.100)は次のように変
形される．

0 = J − Ns

τs
− 1

ϵ
GN(Ns −N0) +

1

ϵ

GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

1

ϵ

GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

=
1

ϵ
GN(Ns −N0) +

Ns

τs
− J

GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

= GN(Ns −N0) + ϵ
Ns

τs
− ϵJ (3.104)
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式 (3.104)を式 (3.101)に代入することにより，キャリア密度の解Nsに関する方程
式が得られる．

0 = GN(Ns −N0) + ϵ
Ns

τs
− ϵJ − 1

τp

GNNs + ϵ
Ns

τs
= GNN0 + ϵJ +

1

τp

Ns

(
GN +

ϵ

τs

)
= GNNth + ϵj

Nth

τs

Ns =
GNNth + ϵjNth

τs

GN + ϵ
τs

Ns =
τsGN + ϵj

τsGN + ϵ
Nth (3.105)

第 2式から第 3式の変形において，右辺第 1項にN0 = Nth − 1/(GNτp)を代入し，
右辺第 2項に J = jJth = jNth/τsを代入した．ここで jは発振しきい値電流 Jthに
対する半導体レーザへの注入電流の比である．以上がキャリア密度の定常解である．
また式 (3.105)において利得飽和効果が無い時 (ϵ = 0)，キャリア密度の定常解は
Ns = Nthとなる．電界振幅の定常解Asは式 (3.104)に式 (3.105)を代入することに
より得られる．

GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

= GNNs −GNN0 + ϵ
Ns

τs
− ϵj

Nth

τs
GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

=
Ns

τs
(τsGN + ϵ)−GNN0 − ϵj

Nth

τs
GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

=
Nth

τs
(τsGN + ϵj)−GNN0 − ϵj

Nth

τs
Ns −N0

1 + ϵA2
s

= Nth −N0

1 + ϵA2
s

Ns −N0

= GNτp

1 + ϵA2
s = GNτp

(
τsGN + ϵj

τsGN + ϵ
Nth −Nth +

1

GNτp

)
A2

s =
τpGNNth(j − 1)

τsGN + ϵ
(3.106)

第 1式は式 (3.104)の右辺第 3項に J = jJth = jNth

τs
を代入することで得られる．

第 2式から第 3式の変形において，右辺第 1項に式 (3.105)を代入した．第 3式
を整理し，両辺を GN で割ると第 4式が得られる．第 4式から第 5式の変形では
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Symbols Parameter Value

GN Gain coefficient 8.40× 10−13m3s−1

N0 Carrier density at transparency 1.40× 1024m−3

τp Photon lifetime 1.927× 10−12s

τs Carrier lifetime 2.04× 10−9s

J/Jth Normalized injection current Vriable

α Linewidth enhancement factor 3.0

λ Optical wavelength 1.537× 10−6 m

c Speed of light 2.998× 108 ms−1

Nth Carrier density at threshold 2.018× 1024m−3

Jth Injection current at threshold 9.892× 1032m−3s−1

ω Optical angular frequency 1.215× 1015s−1

ϵ Gain saturation coefficient Variable

表 3.1: 第 3.2節で用いる Lang-Kobayashi方程式のパラメータとパラメータ値．

Nth−N0 = 1/(GNτp)を代入して分母と分子を反転させた．第 5式の両辺をNs−N0

で割り，式 (3.105)およびN0 = Nth−1/(GNτp)を代入することで第 6式が得られる．
第 6式を整理すると，電界振幅の定常解Asの方程式である式 (3.106)が得られる．

以上を整理すると，Lang-Kobayashi方程式の電界振幅，光角周波数，キャリア密
度の定常解であるAs，ωs，Nsはそれぞれ以下のように表される．

A2
s =

τpGNNth(j − 1)

τsGN + ϵ
(3.107)

ωs = ω (3.108)

Ns =
τsGN + ϵj

τsGN + ϵ
Nth (3.109)

本章の定常解は飽和効果 ϵを持つ Lang-Kobayashi方程式において導出されてい
る．方程式 (3.107)–(3.109)において飽和効果 ϵが増加すると，j > 1の条件 (半導体
レーザへの注入電流値がしきい値よりも高い)の下で半導体レーザ強度に相当する
A2

sが減少する．またキャリア密度も ϵの増加とともに減少することが分かる．

図 3.4は，半導体レーザへの規格化注入電流 jを変化させた時の A2
s の変化を示

している．計算に用いたパラメータ値は表 3.1である．A2
sは半導体レーザの強度に

相当するため，図 3.4は半導体レーザの L-I特性である．図中の結果では，5つの
飽和効果 ϵについて示されている．黒は飽和効果が無い場合であり (ϵ = 0)，赤は
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図 3.4: 半導体レーザへの規格化注入電流 j を変化させた時の戻り光を持たない
Lang-Kobayashi方程式の電界振幅の定常解 A2

s の変化．A
2
s は半導体レーザ強度に

相当するため，この図はレーザの L-I特性である．半導体レーザへの規格化注入電
流 jは発振しきい値に対する比であり，j = 1の時に半導体レーザは発振し始める．
図の結果は 5つの飽和効果 ϵの場合について示されている．黒は飽和効果が無い場
合であり (ϵ = 0)，赤は ϵ = 2e−24，青は ϵ = 2e−23，緑は ϵ = 2e−22，紫は ϵ = 2e−21

である．

ϵ = 2e−24，青は ϵ = 2e−23，緑は ϵ = 2e−22，紫は ϵ = 2e−21である．黒，赤，青は
線がほぼ重なってしまっていることに注意する．いずれの ϵの場合についても jの
増加に対してA2

sは線形に増加している．これは式 (3.107)からも確認できる．飽和
効果を大きくすると (ϵ = 2e−22，2e−21)，傾きが減少していることが分かる．もし
Lang-Kobayashi方程式を用いて実験結果を数値計算により再現する場合，ϵの値は
図 3.4の L-I特性の傾きを実験結果を一致させるようにすると良いかもしれない．

3.2.2 定常解に対する線形安定性解析

本章では前節で導出された定常解のまわりで Lang-Kobayashi方程式に対して線
形安定性解析を行い，半導体レーザの緩和発振周波数を導出する．線形安定性解
析とは，基準となる解に対して微小な揺らぎを仮定し，その揺らぎの時間発展が収
束するか発散するかにより，基準となる解の安定性を解析する手法である．基準と
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なる解の付近の解析に限定することにより，対象のシステムが非線形であっても線
形なシステムとして扱うことができるため，解析が非常に容易になる．ここでは前
節で導出された定常解に微小な揺らぎを加えた軌道を仮定し，定常解のまわりで
Lang-Kobayashi方程式を線形化することで微小な揺らぎの時間発展方程式を得る．

戻り光を持たない Lang-Kobayashi方程式 (3.94)–(3.96)において，定常解に微小
な揺らぎを加えた軌道を以下のように仮定する．

A(t) = As + δA(t) (3.110)

Φ(t) = (ωs − ω)t+ δΦ(t) (3.111)

N(t) = Ns + δN(t) (3.112)

ここで δA(t)，δΦ(t)，δN(t)は微小な揺らぎを表す．As，ωs，Nsは前節で導出され
た戻り光を持たない Lang-Kobayashi方程式の定常解である．式 (3.110)–(3.112)を
戻り光を持たない Lang-Kobayashi方程式 (3.94)–(3.96)に代入し，定常解まわりで
テイラー展開を行う．テイラー展開された方程式の 2次以上の微小揺らぎの項を無
視することで線形化すると，微小揺らぎの時間発展を表す以下の方程式が得られる．

dδA(t)

dt
= − ϵA2

s

τp(1 + ϵA2
s)
δA(t) +

GNAs

2(1 + ϵA2
s)
δN(t) (3.113)

dδΦ(t)

dt
= − αϵA2

s

τp(1 + ϵA2
s)
δA(t) +

αGN

2(1 + ϵA2
s)
δN(t) (3.114)

dδN(t)

dt
= − 2As

τp(1 + ϵA2
s)
δA(t)−

(
1

τs
+

GNA
2
s

1 + ϵA2
s

)
δN(t) (3.115)

式 (3.113)–(3.115)の第 1項の変形において式 (3.101)の関係を用いた．これらの方
程式を線形化方程式と呼ぶ．本章では飽和効果 ϵを持つ Lang-Kobayashi方程式に
ついて考えており，飽和効果が無い時 (ϵ = 0)，式 (3.113)および (3.114)の第 1項の
δA(t)の係数は 0となる．また戻り光を持たないLang-Kobayashi方程式は電界位相
Φの変数を持たないため，式 (3.113)–(3.115)において δΦ(t)の項は現れない．

式 (3.113)–(3.115)はヤコビ行列を用いて書き表すことも可能である．戻り光を持
たないLang-Kobayahi方程式 (3.94)–(3.96)の右辺をそれぞれ fA，fΦ，fNと置くと，
式 (3.113)–(3.115)は以下のように行列形式で表される．

dδA(t)

dt
dδΦ(t)

dt
dδN(t)

dt

 =


∂fA
∂A

∂fA
∂Φ

∂fA
∂N

∂fΦ
∂A

∂fΦ
∂Φ

∂fΦ
∂N

∂fN
∂A

∂fN
∂Φ

∂fN
∂N


 δA(t)

δΦ(t)

δN(t)

 (3.116)
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ここで，

Jf =


∂fA
∂A

∂fA
∂Φ

∂fA
∂N

∂fΦ
∂A

∂fΦ
∂Φ

∂fΦ
∂N

∂fN
∂A

∂fN
∂Φ

∂fN
∂N

 (3.117)

は行列の各要素が関数 fA，fΦ，fN の変数A(t)，Φ(t)，N(t)による偏微分からなる
ヤコビ行列である．このヤコビ行列Jf の要素は式 (3.113)–(3.115)の δA(t)，δN(t)

の係数に相当する．式 (3.113)–(3.115)を式 (3.116)の行列形式に直すと，以下のよ
うになる．

dδA(t)

dt
dδΦ(t)

dt
dδN(t)

dt

 =


− ϵA2

s

τp(1 + ϵA2
s)

0
GNAs

2(1 + ϵA2
s)

− αϵA2
s

τp(1 + ϵA2
s)

0
αGN

2(1 + ϵA2
s)

− 2As

τp(1 + ϵA2
s)

0 − 1

τs
− GNA

2
s

1 + ϵA2
s


×

 δA(t)

δΦ(t)

δN(t)

 (3.118)

式 (3.118)のようにヤコビ行列を用いた行列形式で表現することの利点は，ヤコビ
行列 Jf による写像としてとらえることができる点である．本章で対象としている
系は連続時間であるため，式 (3.118)はヤコビ行列Jf による写像が微小揺らぎの変
化率を表すことになる．

ヤコビ行列 Jf の固有値を求めることで，固有ベクトル方向への微小揺らぎの拡
大率を得ることができる．式 (3.118)のヤコビ行列 Jf は 3 × 3行列であるため，3

つの固有値を得ることができる．3つの固有値の中で最も大きな固有値が負であれ
ば，微小な揺らぎの拡大率は全て負となるため，定常解は安定であるということが
できる．一方で固有値が複素数である場合，その虚部は振動周波数を表し，これが
半導体レーザの緩和発振周波数となる．ヤコビ行列Jf の固有値を算出するために，
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以下の特性方程式を解くことを考える．

|Jf − λI| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− ϵA2
s

τp(1 + ϵA2
s)

− λ 0
GNAs

2(1 + ϵA2
s)

− αϵA2
s

τp(1 + ϵA2
s)

−λ αGN

2(1 + ϵA2
s)

− 2As

τp(1 + ϵA2
s)

0 − 1

τs
− GNA

2
s

1 + ϵA2
s

− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ

[
λ2 +

(
ϵA2

s

τp(1 + ϵA2
s)

+
1

τs
+

GNA
2
s

1 + ϵA2
s

)
λ+

GNA
2
s

τp(1 + ϵA2
s)

]
= 0 (3.119)

ここで Iは単位行列，λはヤコビ行列 Jf の固有値である．式 (3.119)から λ = 0の
解は自明である．残りの 2つの解を得るため，以下の 2次方程式を解く．

λ2 +

(
ϵA2

s

τp(1 + ϵA2
s)

+
1

τs
+

GNA
2
s

1 + ϵA2
s

)
λ+

GNA
2
s

τp(1 + ϵA2
s)

= 0 (3.120)

2次方程式の解の公式から λの解は以下のように表される．

λ =− 1

2

(
ϵA2

s

τp(1 + ϵA2
s)

+
1

τs
+

GNA
2
s

1 + ϵA2
s

)

±

√
1

4

(
ϵA2

s

τp(1 + ϵA2
s)

+
1

τs
+

GNA2
s

1 + ϵA2
s

)2

− GNA2
s

τp(1 + ϵA2
s)

(3.121)

式 (3.121)の第 2項のルート内部はパラメータ値の関係で以下の条件が満たされる．

GNA
2
s

τp(1 + ϵA2
s)

≫ 1

4

(
ϵA2

s

τp(1 + ϵA2
s)

+
1

τs
+

GNA
2
s

1 + ϵA2
s

)2

(3.122)

したがって式 (3.121)の解は複素数である．

定常解の安定性は固有値 λの実部により決定され，緩和発振周波数は実部により
決定される．固有値を λ = λre + iλimとして実部と虚部に分離した時，実部 λreと
虚部 λimは次のように表される．

λre = −1

2

(
ϵA2

s

τp(1 + ϵA2
s)

+
1

τs
+

GNA
2
s

1 + ϵA2
s

)
(3.123)

λim =

√
GNA2

s

τp(1 + ϵA2
s)

− 1

4

(
ϵA2

s

τp(1 + ϵA2
s)

+
1

τs
+

GNA2
s

1 + ϵA2
s

)2

(3.124)
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式 (3.123)において，括弧内の項は全て正である．したがって λre < 0となり，対
応する固有ベクトルの方向の変化率が負となるため，定常解は安定となることが分
かる．

固有値の実部を表す式 (3.124)から戻り光を持たない半導体レーザの緩和発振周
波数 froは次のように表される．

fro =
1

2π
λim =

1

2π

√
GNA2

s

τp(1 + ϵA2
s)

− 1

4

(
ϵA2

s

τp(1 + ϵA2
s)

+
1

τs
+

GNA2
s

1 + ϵA2
s

)2

(3.125)

式 (3.122)の条件から式 (3.125)のルート内部の第 2項を無視することにより，式
(3.125)は次のように近似される．

fro ≈
1

2π

√
GNA2

s

τp(1 + ϵA2
s)

(3.126)

式 (3.126)の根号内の分子のA2
sに式 (3.107)を代入すると以下の方程式が得られる．

fro ≈
1

2π

√
G2

NNth(j − 1)

(τsGN + ϵ)(1 + ϵA2
s)

(3.127)

式 (3.127)から緩和発振周波数 froは半導体レーザの規格化電流値 jに依存すること
が分かる．

図 3.5は半導体レーザの規格化注入電流 jを変化させた時の緩和発振周波数 froの
変化を示している．計算に用いられたパラメータ値は第 3.2.1節に示されている表
3.1である．図中の結果では，5つの飽和効果 ϵについて示されている．黒は飽和効
果が無い場合であり (ϵ = 0)，赤は ϵ = 2e−24，青は ϵ = 2e−23，緑は ϵ = 2e−22，紫
は ϵ = 2e−21である．黒，赤は線がほぼ重なってしまっていることに注意する．規
格化注入電流 jの増加とともに緩和発振周波数 froが単調に増加していることが分
かる．また飽和効果 ϵを増加させるにつれて，froの増加率が減少していることが分
かる．図 3.4の場合と同様に，もしLang-Kobayashi方程式を用いて実験結果を数値
計算により再現する場合，ϵの値は図 3.5の変化と実験結果を一致させるようにす
ると良いかもしれない．

図3.5の結果の正しさを数値的に確かめる場合，戻り光を持たないLang-Kobayashi

方程式 (3.94)–(3.96)に自然放出光を表すノイズ項を付加して数値計算すると良い．
数値計算により得られた時系列に対してFast Fourier Transform (FFT)を適用する
ことで周波数スペクトルを得る．得られた周波数スペクトルのピーク周波数が緩和
発振周波数に相当する．以上のようにして図 3.5の結果を数値的に確かめることが
できる．
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図 3.5: 半導体レーザへの規格化注入電流 jを変化させた時の半導体レーザの緩和
発振周波数 froの変化．半導体レーザへの規格化注入電流 jは発振しきい値に対す
る比であり，j = 1の時に半導体レーザは発振し始める．図の結果は 5つの飽和効
果 ϵの場合について示されている．黒は飽和効果が無い場合であり (ϵ = 0)，赤は
ϵ = 2e−24，青は ϵ = 2e−23，緑は ϵ = 2e−22，紫は ϵ = 2e−21である．

3.2.3 戻り光を有するLang-Kobayashi方程式の定常解の導出

第 3.2.1節では戻り光を持たない Lang-Kobayashi方程式の定常解を導出し，第
3.2.2節において解に対する線形安定性解析を用いて半導体レーザの緩和発信周波
数を算出した一方で本研究では戻り光を有する半導体レーザについて着目する．戻
り光を有する半導体レーザの定常解を算出することは，半導体レーザのダイナミク
スや分岐現象について調査する際に重要となる．戻り光を有する半導体レーザのダ
イナミクスは戻り光強度を増加させることにより分岐現象を生じカオスとなること
が知られており，分岐現象について詳細に調査するためには定常解 (平衡点)を知る
ことが必要不可欠である．またカオスダイナミクスは不安定平衡点を通る安定多様
体および不安定多様体と関連，ダイナミクスを説明するのに重要な役割を果たす場
合がある．本節では戻り光を有する Lang-Kobayashi方程式の定常解 (平衡点)を導
出し，半導体レーザの戻り光強度の変化による定常解の変化を観察する．
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本節で用いる戻り光を有する Lang-Kobayashi方程式を以下に示す．

dA(t)

dt
=

1

2

[
GN(N(t)−N0)

1 + ϵA2(t)
− 1

τp

]
A(t) + κA(t− τ) cos θ(t) (3.128)

dΦ(t)

dt
=
α

2

[
GN(N(t)−N0)

1 + ϵA2(t)
− 1

τp

]
− κ

A(t− τ)

A(t)
sin θ(t) (3.129)

dN(t)

dt
= J − N(t)

τs
− GN(N(t)−N0)A

2(t)

1 + ϵA2(t)
(3.130)

ただし θ(t) = ωτ +Φ(t)−Φ(t− τ)であり，ここで ωは半導体レーザの基本光角周
波数である．上記の方程式の状態変数A(t)，Φ(t)，N(t)および時間遅延された状態
変数A(t− τ)，Φ(t− τ)のそれぞれに対して，次のように解を仮定する．

A(t) = A(t− τ) = As, Φ(t) = (ωs − ω)t, Φ(t− τ) = (ωs − ω)(t− τ), N(t) = Ns

(3.131)

ここでAs，ωs，Nsはそれぞれ電界振幅，光角周波数，キャリア密度の定常解である．
式 (3.131)において，電界位相Φ(t)は時間に対して一定でないため，時間遅延され
た状態変数Φ(t− τ)と異なる解が仮定されている．式 (3.131)を式 (3.128)–(3.130)

に代入すると以下の方程式が得られる．

0 =
1

2

[
GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

− 1

τp

]
As + κAs cos(ωsτ) (3.132)

ωs − ω =
α

2

[
GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

− 1

τp

]
− κ sin(ωsτ) (3.133)

0 = J − Ns

τs
− GN(Ns −N0)A

2
s

1 + ϵA2
s

(3.134)

ただし θ(t) = ωτ + (ωs − ω)t− (ωs − ω)(t− τ) = ωsτ を用いた．式 (3.132)の右辺
第 1項を左辺に移動させ，両辺をAsで割ると以下の方程式が得られる．

1

2

[
GN(Ns −N0)

1 + ϵA2
s

− 1

τp

]
= −κ cos(ωsτ) (3.135)

式 (3.135)を式 (3.151)に代入すると，ωsに関する次の方程式が得られる．

ωs − ω = −ακ cos(ωsτ)− κ sin(ωsτ) (3.136)
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Symbols Parameter Value

τin Roundtrip time in internal cavity 8.0× 10−12 s

r2 Reflectivity of laser facet 0.556

r3 Reflectivity of an external mirror 0.03

L External cavity length 0.3 or 0.6 m

τ Roundtrip time inexternal caity (feedback delay time) 1.501× 10−9 s

表 3.2: 第 3.2.3節で用いる Lang-Kobayashi方程式の戻り光に関係するパラメータ．

式 (3.136)の右辺を三角関数の和の公式により整理すると次の方程式が得られる．

ωs − ω = −κ
√
1 + α2 sin(ωsτ + tan−1 α) (3.137)

式 (3.137)は ωsに関する方程式であり，これを解くことにより ωsを得ることがで
きる．しかしながら式 (3.137)は解析的に解くのが困難であるため，オイラー法な
どの数値解法を用いるのが良い．ωsの具体的な算出手法と算出結果についてはあと
で示す．

式 (3.104)を式 (3.132)に代入することによりキャリア密度の定常解に関する方程
式を得ることができる．

0 =
1

2

[
GN(Ns −N0) + ϵ

Ns

τs
− ϵJ − 1

τp

]
As + κAs cos(ωsτ)

0 = GNNs + ϵ
Ns

τs
− ϵj

Nth

τs
−GNNth + 2κ cos(ωsτ)

0 = Ns

(
GN +

ϵ

τs

)
−Nth

(
GN +

ϵj

τs

)
+ 2κ cos(ωsτ)

0 = (Ns −Nth)

(
GN +

ϵ

τs

)
+
ϵNth(1− j)

τs
+ 2κ cos(ωsτ)

Ns −Nth =
ϵNth(j − 1)− 2κτs cos(ωsτ)

τsGN + ϵ
(3.138)

第 1式から第 2式の変形では，両辺に 2を掛けて両辺を As で割り，J = jJth =

jNth/τsを代入した．第 3式から第 4式の変形では，右辺第 1項にNs −Nthの因数
を作るためにNth(GN + ϵ/τs)を足し引いている．第 4式ではNs −Nthの方程式を
得るためにGN + ϵ/τsで両辺を割っている．式 (3.138)がキャリア密度に関する定常
解である．しかしながら式 (3.138)は光角周波数の定常解ωsを含んでいるため，Ns

を得るために ωsをあらかじめ計算する必要がある．
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図 3.6: 式 (3.137)および式 (3.138)を用いて計算された戻り光を有する半導体レーザ
の状態空間における定常解の分布．図の縦軸と横軸はそれぞれ規格化されたキャリア
密度と半導体レーザの光周波数である．この時の戻り光反射率は r3 = 0.03 (κ = 4.66

ns−1)であり，外部鏡反射率は (a) L = 0.3 m，(b) L = 0.6 mである．また規格化
電流値 j = 1.36，飽和効果 ϵ = 0である．

式 (3.137)および式 (3.138)を用いた定常解の算出結果を示す．式 (3.137)は非線
形方程式であり，κの大きさにより解が複数存在するため数値的に解く必要がある．
式 (3.137)の数値解法についてAppendix Aに示す．図 3.6は戻り光を有する半導体
レーザの状態空間における定常解の分布を示している．計算に用いられたパラメー
タ値は第 3.2.1節に示されている表 3.1と，戻り光に関係するパラメータである表
3.2である．図の縦軸は式 (3.138)から計算されたキャリア密度の定常解Nsであり，
Nth/100で規格化されている．第 3.3節の戻り光を有する半導体レーザのダイナミ
クスにおいて，無次元化された Lang-Kobayashi方程式が用いられる．したがって
第 3.3節の結果と比較可能であるように図 3.6の縦軸は規格化されている．一方で
図の横軸は基本光周波数 f と光角周波数の定常解 ωsから得られる光周波数 fsとの
差 fs − fである．fsは式 (3.137)から得られる光角周波数の定常解ωsから計算され
る (fs = ωs/(2π))．

図 3.6(a)は戻り光反射率 r3 = 0.03 (κ = 4.66 ns−1)，外部共振器長 L = 0.3 m

の時の定常解の分布を示している．図 3.6(a)の外部共振器長は第 3.3節と同じ値が
用いられている．図から定常解が複数存在していることが確認できる．これらの定
常解はキャリア密度と光周波数の状態空間上において楕円上に分布することが知ら
れている [69–71]．これは図 3.6(b)のように外部共振器長 Lを長くすることでわか
りやすく観測できる．図 3.6(b)は図 3.6(a)の 2倍の外部共振器長の時の結果である
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(L = 0.6 m)．図 3.6(a)と比較して定常解の数が増加し，楕円状に定常解が分布して
いることが分かる．この楕円状に分布した定常解のうち，上半分の解はアンチモー
ド，下半分は単にモードと一般的に呼ばれる．これは定常解が戻り光反射率 r3を増
加させた時にサドルノード分岐により増加し，上半分の解がサドル，下半分の解が
ノードとなるためである．したがって楕円の上半分の解は常に不安定であり，一方
で下半分の解はパラメータに依存して安定性が変化する．

以上の定常解の結果は戻り光を有する半導体レーザのダイナミクスを説明するた
めに有用である．この例を第 3.3節で示す．

3.3 戻り光を有する半導体レーザのダイナミクス

半導体レーザは自身の戻り光を付加することで，その出力強度が不安定化し容易
にカオスとなることが知られている．この半導体レーザカオスは光カオス通信 [72]

や高速物理乱数生成 [5]への応用が期待されており，これらの応用においてカオス
ダイナミクスのパラメータ依存性は重要である．本章では第 3.1節で導出したレー
ト方程式を用いた数値計算により半導体レーザカオスを観測し，さらにレーザパラ
メータの変化に対するダイナミクスの変化を調査する．

3.3.1 戻り光を有する半導体レーザの数値モデルと数値計算におけ

るパラメータ値

本節の数値計算において扱う戻り光を有する半導体レーザのモデルを図 3.7に示
す．図 3.7の κは式 (3.40)で定義される戻り光の強さを表すパラメータであり，外

Mirror

κ

Laser

L

図 3.7: 戻り光を有する半導体レーザモデル．外部鏡により反射された光がレーザ
自身に戻されている．κは戻り光強度，Lは半導体レーザから外部鏡までの距離を
表す．
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Symbols Parameter Value

GN Gain coefficient 8.40× 10−13 m3 s−1

N0 Carrier density at transparency 1.40× 1024 m−3

τp Photon lifetime 1.927× 10−12 s

τs Carrier lifetime 2.04× 10−9 s

τin Roundtrip time in internal cavity 8.0× 10−12 s

r2 Reflectivity of laser facet 0.556

r3 Reflectivity of an external cavity 0.03

J/Jth Normalized injection current 1.36

L External cavity length 0.3 m

α Linewidth enhancement factor 3.0

λ Optical wavelength 1.537× 10−6 m

c Speed of light 2.998× 108 ms−1

τ Roundtrip time inexternal caity (feedback de-

lay time)

1.501× 10−9 s

Nth Carrier density at threshold 2.018× 1024 m−3

Jth Injection current at threshold 9.892× 1032 m−3 s−1

ω Optical angular frequency 1.215× 1015 s−1

ϵ Gain saturation coefficient 0.0 or 2.0× 10−23

表 3.3: 本章の数値計算で使用するレーザパラメータ

部鏡反射率 r3を変化させることで戻り光強度 κを変える．また Lは外部共振器長
と呼ばれるレーザから外部鏡までの距離である．レーザから出力された光が外部鏡
により反射されてレーザ自身に戻るまでの時間を τ とすると，τ は外部共振器長 L

を用いて次のように表される．

τ =
2L

c
(3.139)

ここで cは光速である．このようなモデルについて数値計算を行い，戻り光強度 κ

を変化させた時のダイナミクスの変化について調査を行う．

次に本章で用いる戻り光を有する半導体レーザの数値モデルを示す．本章では第
3.1節で導出した複素電界を実部と虚部に分離した無次元化Lang-Kobayashi方程式
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(3.91)–(3.93)を用いる．以下に Lang-Kobayashi方程式 (3.91)–(3.93)を再度示す．

dere(t)

dt
=

[
ge(n(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
− γe

]
(ere(t)− αeim(t))

+ κe[ere(t− τ) cos(ωτ) + eim(t− τ) sin(ωτ)] (3.140)

deim(t)

dt′
=

[
ge(n(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
− γe

]
(αere(t) + eim(t))

+ κe[−ere(t− τ) sin(ωτ) + eim(t− τ) cos(ωτ)] (3.141)

dn(t)

dt′
= γn(nth

J

Jth
− n(t))− gn(n(t

′)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
(e2re(t) + e2im(t)) (3.142)

これらの式において，規格化された時間 t′および規格化された遅延時間 τ ′を簡単の
ためそれぞれ tと τ に置き換えている．式 (3.140)および (3.141)の右辺第 2項は戻
り光を表す．κeは時間 t̄により規格化された半導体レーザの戻り光強度であり，次
のように定義される．

κe = t̄κ = t̄
1

τin

(1− r22)r3
r2

(3.143)

ここで t̄ = 10−9は無次元化のために用いられた定数である．次節では戻り光強度 κ

(r3)を変化させた時の半導体レーザのダイナミクスを調査する．

方程式中のその他のパラメータについては第 3.1節で説明されている．また本章の
数値計算において使用するパラメータ値を表3.3に示す．方程式 (3.140)–(3.142)を数
値積分するための方法として，本研究ではRunge-Kutta法を用いる．Runge-Kutta

法の詳細についてはAppendix Bで述べられている．また本章のRunge-Kutta法の
ための時間刻みは h = 5.0 × 10−12としている．さらに過渡状態として数値計算に
より得られた最初の 10000 nsのデータは捨てている．

3.3.2 戻り光強度の変化

図 3.8に様々な戻り光強度 κに対する半導体レーザの出力強度 I(t)の時系列を示
す．戻り光強度 κは時間遅延成分の強さであるため，κを増加させることで時間遅
延成分の影響が大きくなり，より複雑なダイナミクスが得られることが期待できる．
また実験的に変化させることが容易であるため，応用に適したカオスを生成するた
めの可変パラメータとして良く用いられる．図 3.8(a)は κ = 0.00 ns−1，つまり戻り
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図 3.8: 様々な戻り光強度 κに対するレーザ出力強度 I(t)の時系列の数値計算結果．
使用されている戻り光強度 κはそれぞれ (a)κ = 0.00 ns−1，(b)κ = 0.47 ns−1，(c)κ

= 0.78 ns−1，(d)κ = 1.55 ns−1，(e)κ = 4.66 ns−1，(f)κ = 9.32 ns−1．

光が付加されていないの時のレーザ強度の時系列である．この時，半導体レーザは
一定の光強度を出力する．しかし実際には半導体レーザは自然放出光によるノイズ
成分を含む．したがって実験的には緩和振動を持つほぼ一定の出力強度となる．戻
り光をレーザに付加し，κ = 0.47 ns−1となると図 3.8(b)に示されるような 1周期
の時系列が観測される．さらに κを増加させる (κ = 0.78 ns−1)と図 3.8(c)に示さ
れる準周期の時系列が観測される．図 3.8(c)では (b)で観測された時系列に遅い振
動成分が付加された時系列となっていることが確認できる．κ = 1.55 ns−1では図
3.8(e)に示されるようなカオス時系列が観測される．このような周期状態から準周
期を介してカオス状態となる分岐現象はカオスへの準周期ルートとして知られてい
る．図 3.8(d)は κ = 4.66 ns−1であり，戻り光強度が大きい場合のカオス時系列で
ある．戻り光強度が大きくなると，パルスのように振動する比較的大きな光強度の
割合が増加する．図 3.8(f)は戻り光強度をさらに増加させ，κ = 9.32 ns−1となった
時のカオス時系列である．時系列からは (e)のカオス時系列と区別できる振る舞い
は観察できないが，(e)と (f)のカオス時系列は後に示す周波数スペクトル，アトラ
クタで異なる特徴を有することが確認できるだろう．

戻り光強度を変化させた時の半導体レーザのダイナミクスの変化は，レーザ強度
の周波数スペクトルの変化からも観測できる．レーザ強度の周波数スペクトルは時
系列に対して高速フーリエ変換 (Fast Fourier Transform, FFT)を適用することによ
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図 3.9: 様々な戻り光強度 κに対するレーザ出力強度 I(t)の周波数スペクトルの 数
値計算結果．使用されている戻り光強度κはそれぞれ (a)κ = 0.00 ns−1，(b)κ = 0.47

ns−1，(c)κ = 0.78 ns−1，(d)κ = 1.55 ns−1，(e)κ = 4.66 ns−1，(f)κ = 9.32 ns−1．

り得ることができる．図 3.9は異なる戻り光強度κに対するレーザ強度の周波数スペ
クトルを表している．図 3.9(b)–(f)の周波数スペクトルは図 3.8の時系列 (b)–(f)に
対応している．カオスは周期信号とは異なり広がりを持つ周波数スペクトルを示す．
このとき周波数スペクトルの形状を明確に示すために，複数の時系列に対してFFT

を行い，周波数スペクトルのパワーを平均化してやると良い．図 3.9では，163.84

ns(数値計算の刻み幅 0.005 nsで，215点に相当)の時系列を 200個用意し，これに
対して FFTを行い，パワーの平均化を行っている．

図 3.9(b)は κ = 0.47 ns−1の時の周波数スペクトルであり，対応する時系列は 1

周期である (図 3.8(b))．大きなピークが 2.73 GHzに存在し，これは戻り光を持た
ない半導体レーザの緩和振動周波数とほとんど一致する．図 3.9(c)はダイナミクス
が準周期となる κ = 0.78 ns−1の時の周波数スペクトルである．2.73 GHzに位置し
ている緩和振動周波数に相当する最も大きいピークのすぐそばに小さな周波数間隔
でピークが観測できる．この周波数間隔は外部共振器長と関係づけられており，外
部共振器長を長くすることで減少する．しかしながらこの周波数の間隔は 0.4 GHz

程度であり，光の外部共振器往復周波数 (fext = c/(2L) ≈ 0.5 GHz)に近い値とな
るが必ずしも一致しない．戻り光強度をさらに増加させ，κ = 1.55 ns−1となると，
図 3.9(d)のような周波数スペクトルをが観察される．周期や準周期と比較して周波
数スペクトルのパワーが全体的に高く，スペクトルが広がっていることが確認でき
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る．これは時系列に非常にたくさんの周波数成分を含んでいることを示しており，
ダイナミクスがカオスとなっていると考えられる．しかしながら細かなピークが多
く観測することができ，物理乱数生成などの応用に適したカオスとは言えない．図
3.9(e)は戻り光強度がさらに大きな場合 (κ = 4.66 ns−1)の周波数スペクトルであ
る．(d)と比較して，周波数スペクトルが平坦でなめらかになっていることが確認
できる．さらに戻り光強度を増加させ，κ = 9.32 ns−1となると，図 3.9(f)の周波数
スペクトルが観察される．戻り光強度を増加させたことで，光の外部共振器往復周
波数に対応する周波数間隔 (0.5 GHz)のピークが現れている．図 3.9(e)と (f)の周
波数スペクトルの変化を調べることで，図 3.8(e)と (f)の時系列の比較からは観測
することができないカオスダイナミクスの違いを観測することができる．物理乱数
生成などへの応用を考えると，図 3.9(e)のカオスの周波数スペクトルがよりフラッ
トに近く，外部共振器の長さの特徴が観察されにくいため，良い周波数スペクトル
である．このように戻り光を有する半導体レーザにおける光強度の周波数領域での
調査は，緩和振動周波数や光の外部共振器往復周波数といったレーザのダイナミク
スにおいて重要とされる周波数成分の変化を観測することができるため，ダイナミ
クスを調査する際に非常に有用である．

非線形ダイナミカルシステムのためのダイナミクスの一般的な調査手法として，
システムの状態空間におけるアトラクタを調査する方法が挙げられる．半導体レー
ザはレーザ強度 I(t)，光位相Φ(t)(または光周波数)およびキャリア密度 n(t)の 3つ
の物理変数を持つ．状態空間におけるアトラクタの調査は各変数間の相互作用の理
解への助けとなり，これは半導体レーザのダイナミクスを理解することにつながる．
数値計算ではこれらのうちの 2つの変数を用い構成された状態空間上でのアトラク
タの振る舞いについて良く調査されている．実験的に光位相 Φ(t)およびキャリア
密度 n(t)の時間的な変化を調べることはかなり困難であるが，レーザ強度 I(t)と
キャリア密度 n(t)の状態空間におけるアトラクタの実験的な調査の試みは行われて
おり，実験的なアトラクタの調査も不可能ではない [73]．

注意しなければならないこととして，戻り光を有する半導体レーザが時間遅延ダ
イナミカルシステムであることが挙げられる．時間遅延ダイナミカルシステムの状
態変数は遅延時間内の全ての状態変数により構成される．したがってその状態空間
も非常に高次元 (理論的には無限次元)となる．しかしながら観測の容易さから，ア
トラクタの調査は 2次元か 3次元の空間において行われる．ゆえに時間遅延ダイナ
ミカルシステムの場合，観測されるアトラクタは状態空間のほんの一部の空間に射
影された軌道であることに注意しなければならない．

図 3.10は図 3.8の時系列に相当するレーザ強度 I(t)とキャリア密度n(t)の状態空
間に射影されたアトラクタを示している．図 3.10(a)は κ = 0.00 ns−1の時，つまり
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図 3.10: 様々な戻り光強度 κに対するレーザ出力強度 I(t)とキャリア密度 n(t)の位
相平面上でのアトラクタの 数値計算結果．使用されている戻り光強度 κはそれぞれ
(a)κ = 0.00 ns−1，(b)κ = 0.47 ns−1， (c)κ = 0.78 ns−1，(d)κ = 1.55 ns−1， (e)κ

= 4.66 ns−1，(f)κ = 9.32 ns−1．

戻り光が付加されていない時のアトラクタである．戻り光が付加されていないため，
アトラクタは戻り光を持たない Lang-Kobayashi 方程式から導出される平衡点に引
き込まれている．図 3.10(b)は κ = 0.47 ns−1の時のアトラクタであり，リミット
サイクルとなっている．これはダイナミクスが 1周期であることを表す．図 3.10(c)

は κ = 0.78 ns−1の時のアトラクタであり，トーラスアトラクタであることからダ
イナミクスが準周期であることが分かる．κ = 1.55 ns−1のアトラクタ (図 3.10(d))

は (a)–(c) と比べて複雑なアトラクタであり，ダイナミクスがカオス的であること
を示している．戻り光強度をさらに増加させ，κ = 3.11 ns−1となると (図 3.10(e))，
図 3.10(d)のアトラクタよりも大きくなっており，レーザ強度とキャリア密度のど
ちらについてもより大きな値を取り得ることが分かる．図 3.10(e)よりも大きな戻
り光強度 (κ = 9.32 ns−1)を用いた時のアトラクタが図 3.10(f)である．(e)のアトラ
クタと比較してキャリア密度が全体的に低くなっており，これは戻り光強度を増加
させた結果である．共振器内部の光量が増加したため，キャリア密度が減少してい
ると考えられる．

次に半導体レーザの光周波数およびキャリア密度の状態空間に射影されたアトラ
クタを示す．半導体レーザの光周波数は数百THz程度の非常に高速な周波数を持つ
が，戻り光や光注入などの外部変調により数百MHzから数十GHz程度の時間的な
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図 3.11: 様々な戻り光強度 κに対する光周波数シフト∆fτ (t)とキャリア 密度 n(t)

の位相平面上でのアトラクタの 数値計算 結果．使用されている戻り 光強度 κはそ
れぞれ (a) κ = 0.00 ns−1，(b) κ = 0.47 ns−1， (c) κ = 0.78 ns−1，(d) κ = 1.55

ns−1， (e) κ = 4.66 ns−1，(f) κ = 9.32 ns−1．

変化を生じる．実験的には戻り光を持たない半導体レーザの光スペクトルがシャー
プなピークを持つのに対して，戻り光などにより半導体レーザがカオス状態となる
と光スペクトルの幅が広がることに相当する．戻り光を有する半導体レーザの場合，
光周波数 (または光位相)の時間的な変化は遅延時間 τに関係づけられることが多く，
本研究においても遅延時間 τ の光位相Φ(t)の変化率として光周波数を定義する．

∆fopt(t) = fopt(t)− f =
Φ(t)− Φ(t− τ)

2πτ
(3.144)

ここで fopt(t)は時間的に変化する半導体レーザの光周波数，f は戻り光を持たない
半導体レーザの光周波数 f = ω/(2π)である．したがって∆fopt(t)は基準 f との差
を表す．

図 3.11は図 3.8に相当する光周波数∆foptとキャリア密度 n(t)の状態空間に射影
されたアトラクタを示している．図 3.11(a)は κ = 0.00 ns−1，つまり戻り光が付加
されていない時のアトラクタを示している．戻り光を付加されていないため，アト
ラクタは戻り光を持たない Lang-Kobayashi方程式の定常解 (平衡点)に収束する．
光周波数は∆fopt = 0.0 GHzであり，これは光周波数が基準の光周波数 f と一致し
ていることを表す．戻り光を付加し，κ = 0.47 ns−1となると図 3.11(b)のリミット
サイクルのアトラクタが得られる．図 3.11(c)は κ = 0.78 ns−1の時のアトラクタで
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図 3.12: (a)戻り光を有する半導体レーザの状態空間におけるアトラクタと定常解
の分布．図の縦軸と横軸はそれぞれキャリア密度と光周波数である．(b) (a)で示さ
れている定常解の分布に光周波数の確率分布を重ねた図．

あり，トーラスとなっている．戻り光強度を増加させ，κ = 1.55 ns−1となると，ダ
イナミクスはカオスとなり，図 3.11(d)のアトラクタを得ることができる．光周波
数は 0 GHz付近を中心に± 0.5 GHz程度の変化を示していることが分かる．これ
に対してさらに戻り光強度を増加させ，κ = 4.66 ns−1となると (図 3.11(e))，∆fopt
は−2.0 GHzから 1.0 GHzの範囲で変化しており，光周波数の変化領域が κにより
変化することが分かる．さらに戻り光強度を増加させ，κ = 9.32 ns−1となると，図
3.11(f)のアトラクタが得られ，光周波数∆foptの分布範囲はさらに広くなっている．
特に∆foptが負の方向に広がることが分かる．このように戻り光強度により光周波
数の変化領域が広がる．また戻り光強度が強いほど光周波数が基準の光周波数から
減少する．半導体レーザの光周波数はカオス同期や周波数帯域拡大と密接に関係し
ているため，光周波数の時間的な変化の調査は重要である．

図 3.11に示されているような状態空間におけるアトラクタと第 3.2.3節で導出し
た定常解の関係を述べることで，戻り光を有する半導体レーザのダイナミクスをよ
り理解することができる．図 3.12(a)は図 3.11(f)のアトラクタ上に第 3.2.3節の方
法で計算された定常解をプロットした図を示している．図から定常解が分布してい
る付近にアトラクタが存在していることが分かる．カオス状態の戻り光を有する半
導体レーザの軌道はモード (楕円の下半分の解)ごとにローカルなカオスアトラクタ
を構成する傾向を示す．これは図 3.12(b)から観測することができる．図 3.12(b)は
図 3.12(a)の定常解の分布に光周波数∆foptの確率分布を重ねた図である．確率分
布は複数のピークを有しており，ピークが得られる光周波数∆foptはモードの位置
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図 3.13: (a)戻り光を有する半導体レーザの状態空間におけるアトラクタと定常解
の分布．図の縦軸と横軸はそれぞれキャリア密度と光周波数である．(b) (a)で示さ
れている定常解の分布に光周波数の確率分布を重ねた図．

とほぼ一致していることが分かる．

より低い注入電流と高い戻り光強度を用いることで，アトラクタと定常解の関係
をよりはっきりと観測することができる．図 3.13は注入電流 j = 1.1，戻り光反射
率 r3 = 0.08 (κ = 12.43 ns−1)の時の (a)時系列，(b)アトラクタ，(c)光周波数の
確率分布を示している．時系列において，80 ns付近において振幅の小さな振動か
ら急に振幅の大きな振動が現れていることが確認できる．このようなダイナミクス
は低い電流値と高い戻り光強度において容易に観測することができる．この種のダ
イナミクスとして良く知られているのが Low Frequency Fluctuation (LFF)である
[69, 70, 73, 74]．LFFは戻り光を有する半導体レーザが示すカオス的遍歴であると
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(a) 2周期信号

(b) カオス信号

図 3.14: 分岐図の作成方法の模式図．(a)は 2周期信号の場合，(b)はカオス信号の
場合を表している．

考えられており，LFFを用いた様々な研究がこれまでに行われている [75–77]．カオ
ス的遍歴とはシステムが状態空間において複数のローカルなアトラクタを有すると
きに，それらのアトラクタをカオス的に遍歴する現象である [78–80]．ローカルアト
ラクタは定常解 (平衡点)のまわりに存在するため，状態空間におけるアトラクタと
定常解を比較することで，軌道が遍歴する様子を観測できる．図 3.13(b)は光周波
数とキャリア密度の状態空間におけるアトラクタと定常解の分布を示しており，図
3.13(b)の時系列と同じパラメータで作成されている．軌道がモード (楕円の下半分
の定常解)付近に存在していることが確認できる．LFFダイナミクスでは光周波数
が減少する方向に軌道がモードを遍歴し，楕円の左端に到達した後，キャリア密度
の急激な増加 (レーザ強度の急激な減少，ドロップアウト)を示す．図 3.13(c)は光
周波数の確率分布と定常解の分布を示しており，モードごとにピークが存在してい
ることが分かる．図 3.12(b)と比較してピークが大きく (縦軸のスケールが異なるこ
とに注意する)，各モードの周辺に分布が偏っていることが分かる．このように戻
り光を有する半導体レーザのダイナミクスを理解するために定常解の分布は有用で
ある．

最後に戻り光強度 κを変化させた時の分岐現象をレーザ強度 I(t)の分岐図を用い
て観測する．分岐図はパラメータを変化させた時のダイナミクスの変化を観察する
のに非常に便利である．図 3.14に分岐図の作成方法の模式図を示す．最も簡単に作
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図 3.15: 戻り光強度 κを変化させた時のレーザ強度の分岐図．レーザ強度時系列の
極大値をそれぞれの κで 50点ずつプロット．初期状態はそれぞれの κで同じ値に
初期化している．

成可能な分岐図は観測可能な時系列を用いて作成する方法である．本章では図 3.14

に示されているように，レーザ強度時系列の極大値をプロットすることにより分岐
図を作成する．図 3.14において 2周期信号とカオス信号の場合について具体的な例
が示されている．図 3.14(a)のように 2周期信号だった場合，極大値がとり得る値
は 2値となる．一方で図 3.14(b)のようにカオス信号であった場合，極大値はある
範囲の全ての値がとり得る値となる．したがって，ダイナミクスが 1周期や 2周期
の場合には分岐図において点が 1つ，2 つとなるが，カオスの場合，ある範囲を点
が稠密に埋め尽くす．このようにダイナミクスの周期性が分岐図に現れるため，分
岐図を用いて簡易的に分岐現象を観測し，またダイナミクスを判定することができ
る．しかしながら分岐のタイプ (ホップ分岐やサドルノード分岐など)を判別するこ
とはできないため，より詳細に分岐を調べる必要があるならば，固定点や周期ダイ
ナミクスの分岐解析を行う必要がある．戻り光を有する半導体レーザは時間遅延シ
ステムであるため，一般的なシステムとは分岐解析の方法も多少異なるが，これま
でに時間遅延システムにおける分岐解析手法が提案されており [81]，戻り光を有す
る半導体レーザにも適用されている [82–87]．

図 3.15(a)は戻り光強度 κが比較的小さい領域における分岐図である．戻り光強
度を κ = 0.00 ns−1から増加させていくと，κ = 0.23 ns−1まではレーザ強度が変化
せず，安定状態となっている．κ > 0.23 ns−1となるとレーザ強度が増加し始めるこ
とから，ダイナミクスが 1周期になっていることが分かり，1周期は κ < 0.71ns−1

まで続く．κ > 0.71 ns−1では分岐図に点が複数存在しており，一方で点の分布が構
造的であることから，ダイナミクスが準周期であることが分かる．この準周期ダイ
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ナミクスは κ = 1.3 ns−1付近まで続く．さらに戻り光強度を増加させると，κ > 1.4

ns−1では点がばらついており，ダイナミクスがカオスであることが分かる．数値
的に得られた時系列により作成した分岐図を用いたダイナミクスの判定は，あいま
いさは残ってしまうが容易に行うことができるため，ダイナミクスの調査に良く用
いられる．より正確にダイナミクスを判定する必要があるのであれば，分岐解析に
より平衡点や周期解の安定性を調べる必要がある．またカオス性の判定のみが必要
とされるのであれば，最大リアプノフ指数の符号を調べるのが良い．戻り光を有す
る半導体レーザのリアプノフ指数の算出結果については第 4章で詳しく述べられて
いる．

図 3.15(b)は戻り光強度 κを広い範囲で変化させた時の分岐図である．分岐図の
主な利用方法はダイナミクスの判定であるが，パラメータを変化させた時の時系列
の分布の傾向を調査するためにも有用である．図 3.15(b)において戻り光強度 κを
増加させた時，レーザ強度が 5から 10の範囲に点が集合していることが分かる．一
方で強度が 35程度と非常に大きな点も存在し，パルス的な振動も得られているこ
とが分かる．このように分岐図によりパラメータを変化させた時のダイナミクスの
変化を調査することができる．

3.3.3 利得飽和効果

半導体レーザにおいて利得飽和効果はダイナミクスに大きな影響を与えることが
知られている．半導体レーザは発振に必要とするしきい値注入電流値 Jthを持つが，
光出力面で光子が拡散するため，実際に発振に必要とされる電流値はJthよりも大き
くなる．これは飽和効果により表現することができる．この飽和効果が半導体レーザ
ダイナミクスに与える影響として，光利得の非線形性が挙げられ，Lang-Kobayashi

方程式では ϵでその強さが表される．飽和強度 ϵが 0でなく光強度が強い場合，レー
ザ媒質の利得がキャリアや光の形でレーザ媒質に注入されるエネルギーに対して飽
和する．これはレーザカオスダイナミクスにおいて強い光強度を抑制する効果を
持つ．

図 3.16は利得飽和効果が無い場合 (ϵ = 0)とある場合 (ϵ = 2.0×10−23)のレーザ強
度の時系列および確率分布である．図 3.16(a)は飽和効果が無い場合 (ϵ = 0)のレー
ザ強度の時系列であり，振幅が大きくパルス的な振動が多く観察されている．この
時のレーザ強度の確率分布が図 3.16(b)であり，分布が 0付近に多く偏っていること
が分かる．大きな振幅を持つレーザ強度が得られた場合，半導体レーザが持つキャ
リア密度が多く消費され，レーザ強度はその後すぐに 0付近となってしまうため，0
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図 3.16: 飽和効果が無い場合と有る場合におけるレーザ強度の時系列 (a)，(b) と
確率分布 (c)，(d)の比較．(a)，(c)は飽和が無い場合 (ϵ = 0.0)の結果であり，(b)，
(d)は飽和効果が有る場合 (ϵ = 2.0× 10−23)の結果である．

付近のレーザ強度の分布が多くなってしまう．これは実験的に観察されるレーザ強
度の確率分布とは大きく異なっており，戻り光を有する半導体レーザのダイナミク
スを再現できているとは言えない．一方で利得飽和効果がある場合 (ϵ = 2.0×10−23)

の時系列 (図 3.16(c))は比較的振幅が小さい振動となっており，パルスのような瞬
間的に強い光強度は観測されない．またレーザ強度の確率分布 (図 3.16(d))は 0付
近の頻度が少なくなっており，飽和効果が無い場合と比較してガウス分布に近づい
ている．この確率分布は実験で得られるものと比較的似ており，実験を再現するた
めに飽和効果が重要であることが確認できる．

さらにレーザ強度の分岐図を比較することで利得飽和効果による影響を観測する．
図 3.17は飽和効果が無い場合と有る場合に対して，戻り光強度 κを変化させた時の
レーザ強度時系列の分岐図である．図 3.17(a)は利得飽和効果が無い場合 (ϵ = 0)の
レーザ強度の分岐図であり，図 3.15(b)と同じ分岐図である．戻り光強度κを増加さ
せることでレーザ強度の分布が急激に広がり，パルス的なカオス振動が得られるこ
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図 3.17: 戻り光強度 κを変化させた時のレーザ強度の分岐図．レーザ強度時系列の
極大値をそれぞれの κで 50点ずつプロット．初期状態はそれぞれの κで同じ値に
初期化している．

とが分かる．一方で利得飽和効果がある場合 (ϵ = 2.0× 10−23)の分岐図 (図 3.17(b))

では，戻り光強度 κを増加させてもレーザ強度は比較的小さな値のままであること
が分かる．このように飽和効果によりレーザカオスの出力強度分布の 0への偏りを
減らし，比較的ガウス分布に近づけることができる．また図 3.17(a)と (b)を比較す
ると，カオスとなるために必要な戻り光強度 κが異なる点も重要である．飽和効果
が有る場合，ダイナミクスがカオスとなるためにより大きな κが必要となる．この
ように飽和効果はレーザの分岐現象にも影響を与える．

3.4 まとめ

本章ではまず，戻り光を有する半導体レーザのダイナミクスを良く表現するLang-

Kobayashi方程式の導出を行った．導出された方程式は複素電界とキャリア密度の
微分方程式からなる．ここで複素電界は複素数であるため，これらの方程式を数値
積分すると計算量が大きくなってしまう場合がある．そこで複素電界を電界振幅と
電界位相に分離した方程式と電界実部と電界虚部に分離した方程式を導出した．本
研究の戻り光を有する半導体レーザの数値計算では，電界実部と電界虚部の方程式
を用いる．また方程式の無次元化も行った．無次元化は次節以降でリアプノフ指数
を算出する際に，数値計算の誤差を避けるために重要である．

次に戻り光を持たない Lang-Kobayashi方程式の定常解を算出した．定常解に対
して線形安定性解析を行うことで，半導体レーザの緩和発振周波数を表す方程式を
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導出した．また戻り光を有する Lang-Kobayashi方程式の定常解を算出した．

最後にLang-Kobayashi方程式を数値的に解くことで，戻り光を有する半導体レー
ザのダイナミクスの調査を行った．戻り光の強度の変化に対して半導体レーザのダ
イナミクスが定常状態 (平衡状態)から周期，準周期を介してカオスに変化すること
を観測した．半導体レーザダイナミクスの変化を調査するためには，レーザ強度時
系列だけでなく周波数スペクトルを用いることで，ダイナミクスの変化を容易に観
測することができ，また時間遅延ダイナミカルシステムの遅延時間 τ により表れる
特徴も容易に観測することができる．さらに数値計算においてアトラクタの観測も
ダイナミクスの変化を調査するために有効である．半導体レーザのアトラクタを実
験的に観測することは容易ではないが，数値的な調査において，ダイナミクスが変
化する要因を調査するためにアトラクタが有効である場合が多く存在する．また飽
和効果によるダイナミクスへの影響の調査を行った．飽和効果を付加する前は戻り
光反射率が高い時にレーザ強度がパルスのような振る舞いを示すこと，0付近に強
度分布が偏るといった傾向が見られた．しかしながら飽和効果を付加することでこ
のような現象が観察されなくなり，これは実験的に観測されるレーザ強度分布の傾
向と良く一致する．

Appendix A: 非線形方程式の数値解法

本節では第 3.2.3節で示した戻り光を有する Lang-Kobayashi方程式の光角周波
数の定常解 ωs の方程式 (3.137)を数値的に解く手法について説明する．以下に式
(3.137)を再度記述する．

ωs − ω = −κ
√
1 + α2 sin(ωsτ + tan−1 α) (3.145)

式 (3.145)の右辺は非線形であり，解析的に ωsの解を得るのは困難である．このよ
うな場合には，計算機により数値的に解を得る方法が必要となる．非線形方程式の
解法として一般的な方法はニュートン法や 2分法などが挙げられる．ここでは 2分
法について述べ，その具体的はアルゴリズムを示す．

2分法は，閉区間 [a, b]で連続な関数 f(x)において f(a)f(b) ≤ 0ならば，f(xs) = 0

となる xsが区間 [a, b]に存在することを用いることで，f(xs) = 0となる解 xsを求
める方法である．xsの存在は中間値の定理より保証される．図 3.18に 2分法の例
を示す．青線は関数 f(x) = x3 − 3x2 +9x− 8の曲線であり，f(xs) = 0となる解 xs
を求めることを目的とする．前提として解 xsよりも小さな x = a0 = −0.8と大き
な x = b0 = 4があらかじめ分かっているものとする．これは f(a0)f(b0) ≤ 0を満た
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図 3.18: 2分法の原理の説明．図の青線は f(x) = x3 − 3x2 +9x− 8の曲線を表して
いる．

せばよいため簡単に得ることができる．次に a0と b0から区間 [a0, b0]を 2分する点
c0を計算する

c0 =
a0 + b0

2
= 1.6 (3.146)

点 c0から f(c0)を計算し，f(a0)f(c0)の符号を調べる．図 3.18では f(a0)f(c0) < 0

となる．したがって f(a0)と f(c0)は異なる符号を持つため，解xsを境にしてそれぞ
れ反対側に存在することになる．一方で点 b0と点 c0は解xsを境にして同じ側に存在
することになるが，点 c0の方が点 b0よりも解 xsの近くに存在する．ここで b1 = c0
とし，a0と b1から再び区間 [a0, b1]を 2分する点 c1を計算する．先ほどと同様に点
c1から f(c1)を計算し，f(a0)f(c1)の符号を調べる．図 3.18では f(a0)f(c1) > 0と
なる．今度は f(a0)と f(c0)は同じ符号を持つため，解 xsを境にして同じ側に存在
する．そこで a1 = c1とし，a1と b1から再び区間 [a1, b1]を 2分する点 c2を計算す
る．以上を繰り返し行うことにより 2分点 cは解に近づいていく．最終的に以下の
条件を満たした時の計算をやめ，その時の 2分点 cを関数 f(x)の解とみなす．

b− a ≤ s (3.147)

ここで sは微小な値に設定し，これが近似解の精度に相当する．

具体的に式 (3.145)に 2分法を適用する際の手順を述べる．まず式 (3.145)を以下
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図 3.19: 関数 g(ωs − ω)の変化．横軸は半導体レーザの光角周波数の定常解 ωs − ω

である．この時のレーザパラメータは第 3.2.3節の図 3.6(a)の作成に用いられたも
のと同じである．

のように変形する．

ωs − ω + κ
√
1 + α2 sin(ωsτ + tan−1 α) = 0 (3.148)

式 (3.148)の左辺を g(ωs)と置いた時の g(ωs)の変化を図 3.19に示す．図 3.19から
分かるように，g(ωs) = 0は複数の解を持つ．2分法を適用するために，解をはさん
だ 2つの点 a0，b0を得る必要がある．これは ωs − ωに対して適当な範囲 (解を全て
含む)を設定してやり，範囲の小さい方から十分小さな刻みで g(ωs)の符号を順次
調べれば良い．図 3.148の場合，−20 × 109 ≤ ωs − ω ≤ 20 × 109の範囲において，
ωs−ω = −20× 109から十分小さな刻みを加えつつ g(ωs)の符号を調べる．g(ωs)の
符号を調べる途中で g(ωs)の符号が変化したならば，それは g(ωs)が g(ωs) = 0を横
切ったことを意味する．この時に符号が変わる直前の ωsを a0，符号が変わった直
後の ωsを b0とすれば良い．この a0と b0に対して先ほど説明した 2分法を適用し，
b− a ≤ sとなるまで繰り返し計算を行い，解を求める．解を求めた後は再び小さな
刻みごとに g(ωs)の符号を調べ，符号が変化するごとに 2分法を適用し解を求める．
以上を最初に設定した ωs − ωの範囲内で繰り返し，式 (3.148)の解を全て求める．

2分法の解への収束速度はそれほど速くないが，対象とする関数が連続であり，区
間 [a, b]内に解があればどんな形の関数でも収束するので信頼性が高い．
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Appendix B: Runge-Kutta法

Runge-Kutta法は計算機を用いた常微分方程式の解法に頻繁に用いられている方
法の 1つである．常微分方程式の解法として他にオイラー法，Adams-Bashforth法
などが挙げられるが，前者は数値計算の精度，後者はプログラム実装面で Runge-

Kutta法に劣ると考えられる．本節では 4次のRunge-Kutta法の原理について説明
を行う．

まず次のような常微分方程式を数値的に解くことを考える．

dx

dt
= f(t, x(t)) (3.149)

ここで xは状態変数，tは時間を表す．式 (3.149)を数値的に解くとは，時間刻みを
hとした時の xの増分を求め，それを x(t)に加えた値を x(t+ h)の値とすることで
ある．具体的には式 (3.149)を次のように差分商で置き換え，

x(t+ h)− x(t)

h
= f(t, x) (3.150)

式 (3.150)を整理すると x(t+ h)は，

x(t+ h) = x(t) + hf(t, x) (3.151)

のようにして求めることができる．これはオイラー法と呼ばれ非常に簡単な方法で
あるが，計算精度の点で問題があることが知られている．

式 (3.151)は x(t + h)を時刻 tの近傍としてテイラー展開することでも求めるこ
とができる．

x(t+ h) = x(t) +
h

1!

dx(t)

dt
+
h2

2!

d2x(t)

dt2
+
h3

3!

d3x(t)

dt3
+
h4

4!

d4x(t)

dt4
+ · · · (3.152)

式 (3.152)において 2階以上の微分項を無視した式が式 (3.151)と一致する．先ほど
も述べたように，オイラー法は計算精度に問題がある．そこで式 (3.152)における高
次の項まで用いることで計算精度を高めることができる．この方法がRunge-Kutta

法と呼ばれ，特に 4次の微分項まで用いるものを 4次Runge-Kutta法と呼ばれる．
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4次Runge-Kutta法の最も簡単な係数を持つ方程式を次式に示す．

k1 = hf(t, x) (3.153)

k2 = hf

(
t+

h

2
, x+

k1
2

)
(3.154)

k3 = hf

(
t+

h

2
, x+

k2
2

)
(3.155)

k4 = hf(t+ h, x+ k3) (3.156)

x(t+ h) = x(t) +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (3.157)

この方法のアルゴリズムを以下に示す．

1. まず点 (t, x)における微分係数を用いて増分 k1を算出する．
2. 増分 k1から得られる点 (t+ h, x+ k1)と点 (t, x)との中点における微分係数か
ら増分 k2を算出する．

3. 増分 k2から得られた点 (t+ h, x+ k2)と点 (t, x)との中点における微分係数か
ら増分 k2を計算する．

4. 増分 k3から得られた点 (t + h, x + k3)の点での微分係数から増分 k4を計算
する．

5. つぎに増分 k1，k2，k3，k4を 1 : 2 : 2 : 1の割合で加重平均したものを最終的
な増分と考える．

6. step1から step5を繰り返すことによって微分方程式の解を順次算出する．

つまり順次修正を行いながら複数回計算し，その平均を重みを付けて求めることで
精度を上げている．本研究ではこの方法を用いて数値計算を行う．
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第4章 戻り光を有する半導体レーザの
リアプノフスペクトラム解析

本章ではLang-Kobayashi方程式に対してリアプノフスペクトラム解析を行い，戻
り光を有する半導体レーザの複雑性の定量化を行う．リアプノフ指数は状態空間の
軌道に対して与えられた微小誤差の指数関数的な拡大率を表し，カオスの予測不可
能性を定量化する指標である [30]．リアプノフ指数の逆数は予測の限界時間を表し，
リアプノフ指数が大きいほど予測限界時間が短くなる．戻り光を有する半導体レー
ザを用いた高速物理乱数生成において，生成された物理乱数のランダム性を評価す
るためにリアプノフ指数は重要である [29]．リアプノフ指数の逆数が表す予測限界
時間よりも長いサンプリング間隔で 0と 1の乱数列を生成することにより，ランダ
ム性が保障された乱数列を生成することができる．

本章ではまず，戻り光を有する半導体レーザにおいてリアプノフ指数を算出する
ために Lang-Kobayashi方程式の線形化を行う．次に線形化された Lang-Kobayashi

方程式を用いて時間遅延ダイナミカルシステムにおいてリアプノフ指数を算出する
方法を示す．最後に本手法を用いて戻り光を有する半導体レーザのリアプノフ指数
を算出し，レーザパラメータへの依存性を調査する．

4.1 戻り光を有する半導体レーザの数値モデルとレーザ
パラメータ

Lang-Kobayashi方程式を用いたリアプノフスペクトラム解析において使用する
方程式は，実部–虚部に分離した無次元化Lang-Kobayashi方程式 (3.91)-(3.93)が望
ましい．この理由は元のLang-Kobayashi方程式の電界とキャリア密度の変化のオー
ダーが大きく異なるためである．リアプノフ指数を算出するために微小揺らぎの発
展を数値積分する必要があるが，数値積分する際に微小揺らぎを適当な時間間隔で
規格化する必要がある．この時，変数の変化のオーダーが異なると，大きさが小さ
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Symbols Parameter Value

GN Gain coefficient 8.40× 10−13m3s−1

N0 Carrier density at transparency 1.40× 1024m−3

τp Photon lifetime 1.927× 10−12s

τs Carrier lifetime 2.04× 10−9s

τin Roundtrip time in internal cavity 8.0× 10−12s

r2 Reflectivity of laser facet 0.556

r3 Reflectivity of laser facet 0.04

J/Jth Normalized injection current 1.36

L External cavity length 0.3 m

α Linewidth enhancement factor 3.0

λ Optical wavelength 1.537× 10−6 m

c Speed of light 2.998× 108 ms−1

τ Roundtrip time inexternal caity (feedback delay

time)

2.001× 10−9 s

Nth Carrier density at threshold 2.018× 1024m−3

Jth Injection current at threshold 9.892× 1032m−3s−1

ω Optical angular frequency 1.215× 1015s−1

ϵ Gain saturation coefficient 0.0 or 2.0× 10−23

表 4.1: 本章の数値計算で使用するレーザパラメータ

い変数が繰り返される規格化により 0に収束してしまい，正しくリアプノフ指数を
計算することができない．無次元化方程式を用いることでこの問題は解消すること
ができる．

以下に本章で用いる無次元化された Lang-Kobayashi方程式 (3.91)-(3.93)を再度
示す．

dere(t)

dt
=

[
ge(n(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
− γe

]
(ere(t)− αeim(t))

+ κe[ere(t− τ) cos(ωτ) + eim(t− τ) sin(ωτ)] (4.1)

deim(t)

dt
=

[
ge(n(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
− γe

]
(αere(t) + eim(t))

+ κe[−ere(t− τ) sin(ωτ) + eim(t− τ̂) cos(ωτ)] (4.2)
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dn(t)

dt′
= γn(nth

J

Jth
− n(t))− gn(n(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
(e2re(t) + e2im(t)) (4.3)

ere，eim，nは無次元化定数 Ā，N̄ により無次元化された無次元量であり，電界実
部Ere，電界虚部Eimおよびキャリア密度NとEre = Āere，Eim = Āeim，N = N̄n

という関係を持つ．簡単のため，式中の t′および τ ′をそれぞれ t，τ として表して
いる．無次元化定数 Ā，N̄ は第 3章の式 (3.80)のように，戻り光を持たない半導体
レーザの定常解を用いて定義されている．方程式中の定数 ge，gn，γe，γn，n0，nth

は第 3章の式 (3.76)として定義されている．また式 (4.1)および (4.2)の右辺第 2項
の κeは時間 t′ = 10−9で規格化された戻り光強度を表し，次のように定義される．

κe = t′κ =
1

τin

(1− r22)r3
r2

(4.4)

戻り光強度 κは外部鏡反射率 r3を変えることにより変化させる．本章で用いるレー
ザパラメータを表 4.1に示す．

4.2 一般的なシステムにおけるリアプノフ指数の算出手
法

4.2.1 リアプノフ指数の定義とQR分解による算出手法

まず初めに以下に表される一般的な n次元の連続時間ダイナミカルシステムにつ
いてリアプノフ指数の定義を説明する．

dx(t)

dt
= f(x(t), t) (4.5)

ここでx(t)は n次元の状態ベクトルを表す．リアプノフ指数を算出する場合，基準
軌道 x̄(t)に対して与えられた微小揺らぎ δx(t) = x̄(t) − x(t)の線形化された発展
を考える必要がある．

dδx(t)

dt
= J(x(t))δx(t) (4.6)

ここで J(x(t))はヤコビ行列を表す．

リアプノフ指数は誤差拡大率であるため，これを算出するために δx(t)を時間発
展させる写像が必要である．離散時間システムの場合，ヤコビ行列が δx(t)を時間発
展させる写像となる．一方で連続時間システムの場合は式 (4.6)を数値積分すること
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により δx(t)を時間発展させる写像を得る必要がある．δx(t)を時間発展させる写像
を得るために，微小揺らぎの初期状態 δxi(0)を n本用意する (ただし iは 1 ≤ i ≤ n

の整数)．ここで δxi(0)を横に並べた行列P (0) = [δx1(0), δx2(0), · · · , δxn(0)]を
定義し，簡単のためP (0) = Iを単位行列とする．

P (0) =


1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 1

 (4.7)

つまり P (t)は n本の δx(t)から構成され，その初期状態 (t = 0)は単位行列 I で
ある．ここで式 (4.6)を用いて n本の δxi(0)を数値積分し，時間 T だけ発展させた
変数 δxi(T )を得る．この時，行列 P (T )は初期状態 P (0)が単位行列であるため，
δxi(0)をそれぞれ δxi(T )に時間発展させる写像とみなすことができる．

δxi(T ) = P (T )δxi(0) (4.8)

この時，行列P (T )から以下の正定値行列を定義する．

Z = lim
T→∞

[P †(T )P (T )]1/(2T ) (4.9)

ここで †は行列の転置を表す．行列P (T )は軌道の初期値x(0)に依存するが，行列
Zは T → ∞で極限が存在し，システムの状態空間におけるほとんど全ての初期値
x(0)に対して収束することが多重エルゴード定理として証明されている [30]．この
時リアプノフ指数 λi (i = 1, 2, . . . , n)は行列Zの固有値の対数から次のように計算
される．

λi = lnZii (4.10)

ここでZiiは行列Zの i行 i列目の成分，つまり i番目の対角成分を表す．以上の
ようにしてリアプノフ指数は定義されるが，実際に計算する場合には定義通りに計
算することは容易ではない．これは数値計算において微小揺らぎ δxi(t)が状態空間
の安定な (リアプノフ指数が負となる)方向に潰れてしまうためである．これを避け
るために，適当な時間間隔で微小揺らぎ δxi(t)を正規直交化してやる必要がある．
正規直交化の手段としてQR分解や特異値分解が挙げられるが，ここではQR分解
を用いた正規直交化手法について述べる [30, 38]．

n本の微小揺らぎの初期変位 δxi(0) (i = 1, 2, . . . , n)からなる行列X(0) = I (I

は単位行列)を，線形化方程式 (4.6)を用いて微小時間 hだけ発展させ，X(h)を得
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る．ここで δX(t)を δX(t+ h)に時間発展させる写像をB(t, t+ h)で表すと次のよ
うな関係があることに注意する．

X(h) = B(0, h)X(0) = B(0, h) (4.11)

最後の等号はX(0) = I と仮定していることを用いた．このB(0, h)はX(h)を時
間発展させ続けると，微小揺らぎ δx(t)が負のリアプノフ指数の方向に潰れてしま
う．これを防ぐためにX(h)に対してQR分解により正規直交化を行う [37]．QR分
解により行列X(h)は次のように正規直交行列Qと上三角行列Rに分解されると
する．

X(h) = Q1R1 (4.12)

QR分解の具体的な方法については次節で述べる．上記のQR分解により得られた
正規直交行列Q1を新たにX(h)とみなす．つまり行列Q1の列ベクトルが新たに時
間 hにおける微小揺らぎ δxi(h)の状態となる．Q1は正規直交行列なので，これを
新たな微小揺らぎの状態とすることで，微小揺らぎが負のリアプノフ指数の方向に
潰れることを防ぐことができる．

次に行列Q1となったX(h)を線形化方程式 (4.6)を用いて再び時間 hだけ発展さ
せX(2h)を得る．この時X(2h)とQ1の間に次の関係が成り立つことに注意する．

X(2h) = B(h, 2h)Q1 (4.13)

ここで行列B(h, 2h)はX(h)をX(2h)に時間発展させる行列である．行列X(2h)

に対して再びQR分解を行う．

X(2h) = Q2R2 (4.14)

上記のQR分解により得られた正規直交行列Q2を新たにX(2h)とみなす．以上の
手順を繰り返し行った時，行列B(t, t + h) (t = ih，iは 0以上の整数)の行列積と
行列P (T )には次のような関係がある．

P (T ) ≈ B(T − h, T )B(T − 2h, T − h) · · ·B(0, h) (4.15)

行列B(0, h) = X(h) = Q1R1であるから，式 (4.15)は次のように変換される．

P (T ) ≈ B(T − h, T )B(T − 2h, T − h) · · ·B(h, 2h)Q1R1 (4.16)

さらに式 (4.13)よりB(h, 2h)Q1 = X(2h)であり，式 (4.14)よりX(2h) = Q2R2

であるから，式 (4.16)は次のように変換される．

P (T ) ≈ B(T − h, T )B(T − 2h, T − h) · · ·B(2h, 3h)Q2R2R1 (4.17)
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この変換を繰り返し行うことにより以下の関係が得られる．

P (T ) ≈ QNRNRN−1 · · ·R2R1 (4.18)

ここでN = T/hはQR分解の計算回数である．式 (4.18)の右辺をΛと置く．リア
プノフ指数は行列Λ†Λの固有値から算出することができ，Λ†Λは行列Riを用いて
次のように表される．

Λ†Λ = R†
1R

†
2 · · ·R

†
NQ

†
NQNRN · · ·R2R1 (4.19)

= R†
1R

†
2 · · ·R

†
NRN · · ·R2R1 (4.20)

式 (4.20)の最後の等号は行列QN が正規直交行列であるため，Q†
NQN = I となる

ことを用いた．またRiは上三角行列であるため，RN · · ·R2R1も上三角行列とな
る．さらに上三角行列の固有値はその対角成分と等しいため，行列Λの固有値は行
列積RN · · ·R2R1の固有値と等しく，したがってΛ†Λの固有値はRN · · ·R2R1の
固有値の 2乗に等しい．また上三角行列の行列積の各対角成分はそれぞれの上三角
行列の各対角成分の積で表される．以上から，リアプノフ指数 λjは上三角行列Ri

の j番目の対角成分Rjj
i を用いて次のように計算される．

λj =
1

Nh

N∑
i=1

ln(Rjj
i ) (4.21)

式 (4.21)に示されているように，リアプノフ指数 λjは上三角行列Riの対角成分の
固有値の対数を平均化することで得ることができる．したがって数値計算では行列
X(t) (ただし，t = ih)にQR分解を適用することで得られる上三角行列Riの対角
成分の対数を足していくことでリアプノフ指数を計算することができる．

4.2.2 グラム–シュミットの直交化を用いたQR分解の方法

最後に QR分解の具体的な方法について述べる．QR分解の手法としてグラム–

シュミット法やハウスホルダ変換が挙げられるが，ここではグラム–シュミット法
を用いてQR分解を行う．まず行列X(t)は n本の微小揺らぎ δxi(t)から次のよう
に定義されている．

X(t) = (δx1 δx2 · · · δxn) (4.22)

表記を簡単化するために δxi(t)の (t)を省略した．QR分解により上記のX(t)を正
規直交行列Qと上三角行列Rに分解することを考える．

X(t) = QR (4.23)
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上記の分解を行うために，行列X(t)の各列ベクトル δxiに対してグラム–シュミッ
トの直交化を行う．まず δx1に対して正規化したベクトルを q1とする．

q1 =
δx1

|δx1|
(4.24)

ここで |δx1|は δx1の大きさを表し，これを r11と置く (つまり r11 = |δx1|)．次に行
列X(t)の 2番目の列ベクトル δx2を q1に対して直交化したベクトル b2を求める．

b2 = δx2 − (q1 · δx2)q1 (4.25)

ここで (q1 · δx2)は 2つのベクトルの内積を表し，これを r12と置く (つまり r12 =

(q1 · δx2))．ベクトル b2を正規化することにより q1と正規直交なベクトル q2を求
める．

q2 =
b2
|b2|

(4.26)

ここでベクトル b2の大きさを r22と置く (つまり r22 = |b2|)．さらに行列X(t)の 3

列目のベクトル δx3に対して，q1および q2と直交化したベクトル b3を求める．

b3 = δx3 − (q1 · δx3)q1 − (q2 · δx3)q2 (4.27)

ここで (q1 · δx3)および (q2 · δx3)をそれぞれ r13，r23と置く．ベクトル b3を正規化
することにより q1および q2と正規直交なベクトル q3を求める．

q3 =
b3
|b3|

(4.28)

ここで r33 = |b3|と置く．この操作を行列X(t)の全ての列ベクトルに対し順次行う
と，i番目の列ベクトル δxiに対して直交化を行った結果は次のように表される．

qi =
bi
|bi|

, bi = δxi −
i−1∑
k=1

(qk · δxi)qk (4.29)

ここで rii = |bi|，rij = (qi · δxj)と置く．この時，行列X(t)のQR分解はベクトル
qiおよび rijを用いて次のように達成される．

X(t) = QR = (q1 q2 · · · qn)


r11 r12 · · · r1n

0 r22
. . .

...
...

. . . . . . rn−1n

0 · · · 0 rnn

 (4.30)
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ここで上三角行列Rの対角成分 rjjは式 (4.21)のRjj
i に相当する．また行列Qの列

ベクトル qiが新たな微小揺らぎ δx(t)の状態となる．つまり行列Qを新たにX(t)

とみなし，線形化方程式 (4.6)を解くために用いる．

以上のような方法でQR分解を実装した場合，r11から順番にグラム–シュミット
の直交化を行っているため，rjjについて次のような関係が得られる．

rjj ≥ rj+1j+1 (4.31)

したがって r11が最も大きな値を持つため，式 (4.21)において λ1が最大リアプノフ
指数 λmaxとなり，さらに λj ≥ λj+1という関係が得られる．また上三角行列Rの
要素 rijにおいて，リアプノフ指数の算出に用いられるのは対角成分 rjjのみである．
そのためQR分解を数値計算上で実装する際に，上三角行列の対角以外の成分を計
算しないようにに工夫することで計算量を減らすことができる．

4.3 Lang-Kobayashi方程式の線形化

戻り光を有する半導体レーザに対してリアプノフスペクトラム解析を行うため，
Lang-Kobayashi方程式を線形化する．位相空間において，基準となる軌道に対する
微小揺らぎ δere(t) = ēre(t)− ere(t)，δeim(t) = ēim(t)− eim(t)，δn(t) = n̄(t)− n(t)

を考える．ここで ēre(t)，ϕ̄im(t)，n̄(t)はそれぞれ電界実部，電界虚部，キャリア密
度の基準軌道を表す．微小揺らぎ δere(t)，δeim(t)，δn(t)を用いて Lang-Kobayashi

方程式を線形化すると，以下の方程式が得られる [3, 36]．

dδx(t)

dt
= J t [x(t)] δx(t) + J t−τ [x(t− τ)] δx(t− τ) (4.32)

ここでx(t) = (ere(t), eim(t), n(t))
†，δx(t) = (δere(t), δeim(t), δn(t))

†であり，†は転
置を表す．J tおよび J t−τ はそれぞれ時間 tと t − τ の変数 xの偏微分により得ら
れる 3× 3係数行列である．Lang-Kobayashi方程式 (4.1)–(4.3)について，ere，eim，
n(t)の微分方程式の右辺をそれぞれ f1，f2，f3と置くと，J tおよび J t−τ は次のよ
うに表される．

J t =


∂f1

∂ere(t)
∂f1

∂eim(t)
∂f1
∂n(t)

∂f2
∂ere(t)

∂f2
∂eim(t)

∂f2
∂n(t)

∂f3
∂ere(t)

∂f3
∂eim(t)

∂f3
∂n(t)

 (4.33)

J t−τ =


∂f1

∂ere(t−τ)
∂f1

∂eim(t−τ)
∂f1

∂n(t−τ)
∂f2

∂ere(t−τ)
∂f2

∂eim(t−τ)
∂f2

∂n(t−τ)
∂f3

∂ere(t−τ)
∂f3

∂eim(t−τ)
∂f3

∂n(t−τ)

 (4.34)
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上記の行列 J tの各要素はそれぞれ以下のように表される．

∂f1
∂ere(t)

=

[
ge(n(t)− n0)(1 + ϵ′(e2im(t)− e2re(t) + 2αere(t)eim(t)))

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

− γe

]
(4.35)

∂f1
∂eim(t)

=

[
ge(n(t)− n0)(ϵ

′(α(e2im(t)− e2re(t))− 2ere(t)eim(t))− α)

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

+ αγe

]
(4.36)

∂f1
∂n(t)

=
gn(ere(t)− αeim(t))

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
(4.37)

∂f2
∂ere(t)

=

[
ge(n(t)− n0)(ϵ

′(α(e2im(t)− e2re(t))− 2ere(t)eim(t)) + α)

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

− αγe

]
(4.38)

∂f2
∂eim(t)

=

[
ge(n(t)− n0)(1− ϵ′(e2im(t)− e2re(t) + 2αere(t)eim(t)))

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

− γe

]
(4.39)

∂f2
∂n(t)

=
αgn(ere(t) + eim(t))

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
(4.40)

∂f3
∂ere(t)

=
−2G′

n(n(t)− n0)ere(t)

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

(4.41)

∂f3
∂eim(t)

=
−2G′

n(n(t)− n0)eim(t)

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

(4.42)

∂f3
∂n(t)

= −
[
γn +

G′
n(e

2
re(t) + e2im(t))

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))

]
(4.43)

また行列 J t−τ の各要素はそれぞれ以下のように表される．

∂f1
∂ere(t− τ)

= κe cos(ωτ) (4.44)

∂f1
∂eim(t− τ)

= κe sin(ωτ) (4.45)

∂f1
∂n(t− τ)

= 0 (4.46)

∂f2
∂ere(t− τ)

= −κe sin(ωτ) (4.47)

∂f2
∂eim(t− τ)

= κe cos(ωτ) (4.48)

∂f2
∂n(t− τ)

= 0 (4.49)
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∂f3
∂ere(t− τ)

=
∂f3

∂eim(t− τ)
=

∂f3
∂n(t− τ)

= 0 (4.50)

キャリア密度の微分方程式 (4.3) は時間遅延の項を持たないため，時間遅延変数
δere(t− τ)，δeim(t− τ)，δn(t− τ)による f3の偏微分は全て 0となる．このように
表される線形化方程式と Lang-Kobayashi方程式を同時に数値積分することで微小
揺らぎ δx(t)の時間発展を調べることができる．

4.4 戻り光を有する半導体レーザにおける最大リアプノ
フ指数の算出

4.4.1 戻り光を有する半導体レーザにおける最大リアプノフ指数の

算出手法

第 4.2節で一般的なシステムでは線形化方程式を数値積分することにより得られ
る行列P (t)を用いてリアプノフ指数が定義されることを説明した．これに対して
時間遅延ダイナミカルシステムにおいてリアプノフ指数を算出する場合，システム
の状態空間が一般的なシステムと異なるため，直接状態空間を定義できないことが
問題となる [36]．時間遅延ダイナミカルシステムの状態空間は時間 tから t − τ (τ

は遅延時間)の全ての状態から構成されるが，状態が連続的であるため無限次元と
なるからである．そこで本節では，時間遅延成分を十分に小さな時間 hにより離散
化することで [36]，無限次元システムを有限次元システムとして考えることにより，
新たに状態空間を定義し，リアプノフ指数を算出する方法を述べる．

遅延時間 τを微小時間hにより離散化し，戻り光を有する半導体レーザの状態ベク
トルx(t) = (ere(t), eim(t), n(t))

†から，遅延時間 τ に含まれる全ての状態ベクトル
x(t)からなる新しい状態ベクトル y(t) = (x†(t), x†(t−h), x†(t− 2h), · · · , x†(t−
Mh))† を定義する [36]．ここでM = τ/hであり，y(t)は 3(M + 1)次元ベクト
ルである．また †は転置を表す．第 4.3節に示されている方法に従い微小揺らぎ
δx(t) = (δere(t), δeim(t), δn(t))を考え，線形化されたモデル方程式 (4.32)を得る．
離散化された状態ベクトル y(t)を得る方法と同様に，3(M + 1)次元ベクトルの微
小揺らぎを表す状態ベクトル δy(t) = (δx†(t), δx†(t− h), · · · , δx†(t− τ))†を新た
に定義する．この 3(M + 1)次元状態ベクトル δy(t)に対して，第 4.2節で示されて
いる時間遅延を持たないシステムにおけるリアプノフ指数の算出手法を適用するこ
とで，戻り光を有する半導体レーザにおいてリアプノフ指数を算出することができ
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る．具体的には 3(M +1)本の δyi(t) (i = 1, 2, · · · , 3(M + 1))からなる行列Y (t)を
次のように仮定する．

Y (t) = (y1(t),y2(t), . . . ,yn(t)) (4.51)

つまり行列Y (t)は 3(M +1)×3(M +1)の要素からなる行列である．この行列Y (t)

は第 4.2節の行列X(t)に相当する．行列X(t)は n× n行列であるため，この点が
異なる．行列Y (t)に対して初期値Y (0)を考え，線形化方程式 (4.32)により数値積
分することで行列Y (t)の時間発展を得ることができる．この時，行列Y (t)の初期
状態 Y (0)は単位行列でなく，適当な正規直交行列とする必要がある．初期状態を
単位行列とすると，線形化方程式 (4.32)を数値計算するとき，状態変数のほとんど
が 0となり，正しく計算できなくなる．

行列 Y (t)に対して第 4.2節の方法を適用することでリアプノフ指数を算出する
ことができる．しかしながら行列 Y (t)は 3(M + 1)本の δyi(t)から構成されてい
るため，Y (t)を時間発展させるためには 3(M + 1)本の δyi(t)を全て線形化方程式
により数値積分しなければならない．これは非常に計算量が大きくなるため，数値
計算上望ましくない．そこで簡単のため，まず最大リアプノフ指数 λmaxの数値計
算手順を述べる．第 4.2.1節で述べられているように，行列Y (t)のQR分解から得
られた上三角行列Rの対角成分を用いることでリアプノフ指数を算出することが
できる．さらに行列 Y (t)のQR分解が第 4.2.2節で述べられているようにグラム–

シュミットの直交化により行われる時，式 (4.30)の上三角行列Rの対角成分 rjjに
おいて r11が最大となる．したがって最大リアプノフ指数 λmaxは r11から計算され
る．上三角行列Rの第 1対角成分 r11はグラム–シュミットの直交化を適用する行
列の第 1列目の状態ベクトルのノルムであり，本節においてこれは行列Y (t)の第 1

列 δy1(t)のノルム |δy1(t)|である．ノルム |δy1(t)|を d(t)と置くと，d(t)は δere(t)，
δeim(t)，δn(t)から次のように計算される．

d(t) =

√√√√ M∑
i=0

(δe2re(t− ih) + δe2im(t− ih) + δn2(t− ih)) (4.52)

微小揺らぎ δy1(t)の状態変化が遅延時間 τ ごとであるとみなし，ノルム d(t)の計
算を遅延時間 τ ごとに行う．またノルム d(t)の計算後に微小揺らぎ δy1(t)をノルム
d(t)で割ることにより規格化する．これにより規格化後の δy1(t)のノルム d(t)は 1

となる．この規格化はグラム–シュミットの直交化による行列Y (t)のQR分解によ
り得られる正規直交行列Qの第 1ベクトル (式 (4.30)の q1)を計算することに相当
する．この時，最大リアプノフ指数 λmaxはノルム d(t)および遅延時間 τ を用いる
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ことで次のように計算される．

λmax = lim
N→∞

1

Nτ

N∑
i=1

ln[d1(iτ)] (4.53)

ここでN は計算回数を表す．

以上の方法を整理すると，最大リアプノフ指数 λmaxの数値計算手順は以下のよ
うに表される．

1. 微小揺らぎ δy1(0)の初期状態を設定する．また最大リアプノフ指数をλmax = 0

に，繰り返し回数を i = 0にそれぞれに初期化する．
2. i = N となるまでモデル方程式とともに線形化方程式 (4.32)を用いて微小揺
らぎ δy1(0)を数値積分し，遅延時間 τ ごとに以下を繰り返し行う．

(a) 式 (4.52)を用いて微小揺らぎ δy1(t)のノルム d(t)を計算する．
(b) δy1(t)をノルム d(t)により規格化する．
(c) λmaxに ln[d(t)]を加える．
(d) iに 1を加える．

3. λmaxを時間mτ で割ることにより最大リアプノフ指数を得る．

最大リアプノフ指数のみ必要な場合，数値積分しなければならない微小揺らぎが
δy1(t)のみであるため，2個以上のリアプノフ指数を算出する場合よりも計算量が
小さい．したがって 2個以上のリアプノフ指数を計算する必要がない場合，以上の
ような計算方法が望ましい．

4.4.2 最大リアプノフ指数の算出結果

図 4.1に戻り光強度κを変化させた時の戻り光を有する半導体レーザの最大リアプ
ノフ指数λ1の変化を示す．ここでは利得飽和係数を ϵ = 0.0としている．図 4.1(a)は
図 3.15(b)で示した分岐図を作成するためのパラメータと同じものを使用している．
また図 3.15(b)の分岐図を図 4.1(c)に再び示す．図 4.1(a)から 0.0 ns−1 < κ < 1.3

ns−1では λ1はほぼ 0 ns−1であり，ダイナミクスがカオスでないことが分かる．図
4.1(c)の分岐図と比較すると，安定・周期・準周期領域と λ1 = 0 ns−1である領域が
良く一致していることが分かる．戻り光強度を κ = 1.3 ns−1から増加させると，λ1
は正となることから，ダイナミクスがカオスとなることが分かる．また κの増加と
共にλ1は単調に増加している．しかしながら戻り光強度が κ = 8.7 ns−1を超えると
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図 4.1: 戻り光強度 κを変化させた時の半導体レーザの最大リアプノフ指数 λ1の変
化．(a)は図 3.17(a)と同じ κの範囲を用いて作られており，(b)は (a)よりも κを増
加させた場合を表している．(c)は (a)に相当する分岐図であり，図 3.15(b)と同じ
分岐図である．

λ1は減少し始める．図 4.1(b)に戻り光強度 κを (a)の範囲よりも増加させた時の最
大リアプノフ指数 λ1の変化を示している．図 4.1(b)において，戻り光強度 κ > 8.7

ns−1の範囲では κの増加と共に λ1が減少する様子が確認できる．このように戻り
光強度が強すぎると最大リアプノフ指数は減少してしまうため，最大リアプノフ指
数を最も高くするために最適な戻り光強度を探索する必要がある．
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4.5 戻り光を有する半導体レーザにおけるリアプノフス
ペクトラムの算出

戻り光を有する半導体レーザは時間遅延ダイナミカルシステムであるため，理論
的には無限次元を有する．リアプノフ指数はシステムが有する次元と同じ数だけ存
在するため，戻り光を有する半導体レーザでは理論的には無限の数のリアプノフ指
数を算出することができる．しかしながら第 4.4.1節で述べたように，時間遅延ダ
イナミカルシステムにおいて状態空間を有限次元に落とすために遅延時間 τ を微小
時間 hで離散化することを行っている．このため戻り光を有する半導体レーザの次
元は 3(M + 1)次元となるため (M = τ/h)，3(M + 1)個のリアプノフ指数のみ算出
することができる．実際には 3(M + 1)個のリアプノフ指数を計算すと計算量が非
常に大きくなるため，全てのリアプノフ指数を算出するのは好ましくない．そのた
め本節では，あとで説明するKaplan-Yorke次元を計算するのに十分な数だけ計算
する．

4.5.1 リアプノフスペクトラムの算出手法

本節では，戻り光を有する半導体レーザで p個のリアプノフ指数を算出する手法
について述べる．第 4.4.1節で述べたように，時間 tから t− τ に含まれる戻り光を
有する半導体レーザの状態を微小時間 hで離散化することにより，3(M +1)次元の
新しい状態ベクトル y(t)と微小揺らぎ δy(t)を考える．p個のリアプノフ指数を算
出する必要があるため，p個の微小揺らぎ δyi(t)の初期変位 δyi(0)を用意する (た
だし i = 1, 2, . . . , p)．ここで δyi(0)は互いに直交でそのノルムが 1となるようにす
る．行列Y (t)を次のように p個の δyi(t)からなる行列と定義する．

Y (t) = (δy1(t) δy2(t) · · · δyp(t)) (4.54)

つまり行列Y (t)は 3(M + 1)行 p列の行列となる．線形化方程式 (4.32)を用いて行
列Y (0)を遅延時間 τ だけ発展させることで行列Y (τ)を得る．言い換えると，p個
の微小揺らぎの初期状態 δyi(0)を線形化方程式 (4.32)を用いて別々に数値積分し，
時間発展したそれぞれの微小揺らぎ δyi(τ)を得る．得られた行列Y (τ)のQR分解
から，Qと上三角行列Rを得る．ここでQは列ベクトルの大きさが 1で互いに直
交な 3(M + 1)行 p列の行列であり，Rは p× pの上三角行列となる．行列Qを新
たに行列Y (τ)とみなし，これを線形化方程式により遅延時間 τ だけ時間発展させ，
行列Y (2τ)を得る．再び行列Y (2τ)のQR分解から，行列QとRを得る．以上を
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繰り返し行い，得られた上三角行列Rの対角成分からリアプノフ指数を算出するこ
とができる．

数値計算上では，リアプノフ指数の算出のために上三角行列Riの対角成分以外
の要素が用いられないことから，QR分解を簡略化することができる．行列 Y (0)

を線形化方程式により遅延時間 τ だけ時間発展させ，Y (τ)を得たとする．この行
列Y (τ)にグラム–シュミットの直交化を用いたQR分解を適用する．表記を簡単化
するために時間 (τ)を省略する．行列Y の第 1ベクトル δy1をベクトル b1と置き，
そのノルム d1 = |b1|により正規化したベクトルを q1とする．ここでノルム d(t)は
式 (4.52)として定義されている．得られた q1は行列Qの第 1ベクトルであり，ま
た d1は上三角行列Rの 1番目の対角成分に相当する．次に行列Y の第 2ベクトル
δy2を q1に対して直交化されたベクトル b2を，グラム–シュミットの直交化を用い
て算出する．b2を，そのノルム d2 = |b2|により正規化したベクトルを q2とする．
得られた q2は行列Qの第 2ベクトルであり，また d2は上三角行列Rの 2番目の対
角成分に相当する．

以上の手順を全ての δyiが直交化されるまで行い，得られたベクトル qiを並べた
行列がQであり，ノルム diが上三角行列Rの対角成分に相当する．この手順をQR

分解を行うごとに繰り返し，ノルム di(t)から次のようにしてリアプノフ指数 λiを
算出することができる．

λi = lim
N→∞

1

Nτ

N∑
j=1

ln di(jτ) (4.55)

この時，δyiに対して，i番目のベクトルから順番にグラム–シュミットの直交化が
行なわれるため，ノルム diには di ≥ di+1の関係が成り立つ．ゆえにリアプノフ指
数は λi ≥ λi+1の関係を持つ．

以上の方法を整理すると，最大リアプノフ指数 λmaxの数値計算手順は以下のよ
うに表される．

1. p本の微小揺らぎ δyj(0) (j = 1, 2, . . . , p)の初期状態を設定する．また全ての
リアプノフ指数を λj = 0に，繰り返し回数を i = 0にそれぞれに初期化する．

2. i = N となるまでモデル方程式とともに線形化方程式 (4.32)を用いて微小揺
らぎ δyj(0)を数値積分し，遅延時間 τ ごとに以下を繰り返し行う．

(a) p本の微小揺らぎ δyj(t)に対してグラム–シュミットの直交化 (第 4.2.2節
にて説明されている)を行う．

(b) グラム–シュミットの直交化により得られた正規直交ベクトル qjを新た
に微小揺らぎ δyj(t)に置き換える．
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図 4.2: 戻り光強度 κ = 4.66 ns−1の時の 36個リアプノフ指数 λi． 横軸をインデッ
クス iとしており，リアプノフ指数は λi > λi+1となるように整列されている．破線
は 0 ns−1を示している．

(c) グラム–シュミットの直交化の過程で得られたノルム dj(t)の自然対数
ln[dj(t)]を λjに加える．

(d) iに 1を加える．

3. λmaxを時間mτ で割ることにより最大リアプノフ指数を得る．

4.5.2 リアプノフスペクトラムの算出結果

図 4.2に戻り光強度 κ = 4.66 ns−1の時の 36個のリアプノフ指数 λiの算出結果
を示す．リアプノフ指数 λiは λi > λi+1となるように整列されている．図 4.2から
7個の正のリアプノフ指数が算出されている．2個以上の正のリアプノフ指数が得
られる場合，そのダイナミクスは hyperchaosと呼ばれ，複雑なダイナミクスを有
する．図 4.2では 36個のリアプノフ指数が示されているが，実際には遅延時間およ
び数値計算の刻み幅に依存して非常に多くのリアプノフ指数を算出可能である．図
4.2の作成において，τ = 0.15 nsおよび h = 5.0 × 10−3 nsが用いられている．こ
の時，遅延時間内の離散化された状態変数の数は n× (M + 1)で決定され，n = 3，
M = τ/h = 300から，状態変数の数は 903となる．したがって最大で 903個のリア
プノフ指数を算出可能である．しかしながら図 4.2に示されているように正のリア
プノフ指数の数は 7個と少なく，ほとんどが負のリアプノフ指数となる．次に述べ
るKolmogorov-SinaiエントロピーやKaplan-Yorke次元を算出するという観点では
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図 4.3: 戻り光強度 κを変化させた時の半導体レーザの 20個のリアプノフ 指数
λi(i = 1, 2, . . . , 20)の変化．(b)および (c)はそれぞれ κが強い場合と弱い場合の (a)

の拡大図．リアプノフ指数は λi > λi+1となるように整列されている．

全てのリアプノフ指数を算出する必要はなく，図 4.2に示されている程度の数だけ
計算してやれば良い．

戻り光強度 κを変化させた時の 20個のリアプノフ指数の変化を図 4.3に示す．図
4.3(b)は (a)のリアプノフ指数が 0 ns−1付近の拡大図である．また図 4.3(c)および
(d)はそれぞれ κが強い領域と弱い領域の (a)の拡大図である．最大リアプノフ指数
λ1は図 4.1(b)と同じである．図 4.3(c)において戻り光強度κが増加すると，κ ≈ 1.3

ns−1で λ1が正になり，次に κ ≈ 1.4 ns−1で λ2が正になり，κ ≈ 1.8 ns−1で λ3が正
になるというように，正のリアプノフ指数の数が κの増加と共に増加することが分
かる．戻り光強度 κが高い領域においても正のリアプノフ指数の数は κの増加と共
に増え続けることが図 4.3(d)から分かる．一方で κ > 7.0 ns−1では λ1は κの増加
と共に減少し，同様に λ2，λ3も徐々に減少する．このように κの増加と共に正の
リアプノフ指数は増加するが，リアプノフ指数の値は必ずしも増加するわけではな
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いことが分かる．

4.6 リアプノフ指数を用いた複雑性の定量化

4.6.1 KSエントロピーおよびKY次元

これまで軌道不安定性を定量化するリアプノフスペクトラムの算出方法につい
て述べてきた．カオスの他の代表的な特徴として，長期予測不能性と自己相似性が
挙げられる．長期予測不能性とは軌道不安定性のために誤差が指数関数的に増大さ
れ，短期的には予測が可能であるが長期的には予測不可能な性質であり，自己相似
性とはある構造を拡大すると同じ構造が出現するという性質である．これらの特徴
はそれぞれリアプノフ指数から算出されるKolmogorov-Sinai(KS)エントロピーと
Kaplan-Yorke(KY)次元により定量化することができる．本節ではKSエントロピー
とKY次元をリアプノフスペクトラムから算出する方法を示す [36, 88]．

力学系においてある時刻での初期値の差が lである 2つの状態を考える．この差
が指数関数的に増大し，T 秒後にアトラクタと同程度の大きさLになったとすると，
lと Lの関係はリアプノフ指数 λを用いて次のように表せる．

l exp(λT ) = L (4.56)

このようにして差がアトラクタと同程度のサイズまで拡大されてしまうと，軌道不
安定性のためにその時の力学系の状態がアトラクタ上のどこにあるかということを
正確に求めることはできない．そこで差 lがアトラクタと同程度の大きさLになる
までの時間 T を予測臨界時間と考えることができる．式 (4.56)から λが大きければ
予測臨界時間 T が小さくなるため，リアプノフ指数 λによって長期予測不能性を考
えることができる．多次元力学系では全ての不安定な方向を考えれば良いため，次
のように正のリアプノフ指数の和を求めれば良い．

hKS =
N∑
i=1

λi (4.57)

ただし
λi > 0, (i = 1, 2, · · · , N) (4.58)

である．式 (4.57)は hKSは予測不能性を定量化するKSエントロピーの上限を与え
る [30]．
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図 4.4: リアプノフスペクトラムと次元の関係

またリアプノフ指数から次のようにKY次元を計算することもできる [89]．

DKY = j +

∑j
i=1 λi

|λj+1|
(4.59)

ただし，
j+1∑
i=1

λi < 0 <

j∑
i=1

λi (4.60)

を満たすように jは定められている．この条件の意味を示しているのがFig. 4.4であ
る．正のリアプノフ指数は差が拡大することを表し，負のリアプノフ指数は差が縮
小することを表すため，拡大率 (図 4.4における S+)と縮小率 (図 4.4)が等しくなる
リアプノフ指数の個数が次元に一致するということを表している．つまり式 (4.59)

で定義される次元は伸びも縮みも無くなる部分空間の次元を表している．このよう
にしてリアプノフ指数から計算される次元はKY次元と呼ばれ，小数次元であるフ
ラクタル次元の一種である．

このようにしてリアプノフスペクトラムからKSエントロピーとKY次元の計算
を行い，レーザパラメータの変化に対してどのような振る舞いを示すかを調査する．

4.6.2 複雑性の戻り光強度への依存性

図 4.5は戻り光強度κを変化させた時のKSエントロピーおよびKY次元を表して
おり，図 4.3(a)のリアプノフスペクトラムから算出されている．図 4.5(a)からKS

エントロピーは κと共に増加するが，κ ≈ 7.0 ns−1を超えると減少し始める．これ
はKSエントロピーが正のリアプノフ指数の和から計算されており，最大リアプノ
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図 4.5: 戻り光強度 κを変化させた時の半導体レーザの (a)KSエントロピーおよび
(b)KY次元の変化．図 4.3のリアプノフスペクトラムから計算されている．

フ指数λ1が他のリアプノフ指数と比較して大きく，最大リアプノフ指数の変化に大
きく依存するためである．一方で図 4.5(b)からKY次元は κの増加と共に単調に増
加する．KY次元がKSエントロピーと異なる振る舞いを示す理由は，図 4.3(c) に
示されているように，負のリアプノフ指数は徐々に増加し正のリアプノフ指数の数
が増えているためである．

4.6.3 複雑性の様々なパラメータへの依存性

本節では実験的に可変なレーザパラメータである注入電流および外部共振器長へ
のKSエントロピーおよびKY次元の依存性を調査する．また実験的に可変なパラ
メータではないが，線幅増幅係数および飽和効果へのKS エントロピーおよびKY

次元の依存性を調査する．線幅増幅係数は半導体レーザの物性および内部構造に
よって決定され，レーザ内部電界の振幅変動と位相変動の結合を表すパラメータで
あり，レーザ出力の不安定性に密接に関連する．特に半導体レーザは他のレーザと
比べて 3から 7の比較的大きな線幅増幅係数を有することが知られている．

図4.6(a)，(b)はそれぞれ規格化注入電流J/Jthを変化させた時のKSエントロピー
およびKY次元の変化を示している．レーザの発振しきい値である J/Jth = 1.00か
ら J/Jthを増加させると，KSエントロピーは J/Jth = 1.87で最大となるまで増加す
るが，さらに J/Jthを増加させるとKSエントロピーは減少していく．同様にKY次
元も初めは J/Jthと共に増加するが，J/Jth = 2.37を超えると徐々に減少する．し
かしながらKSエントロピーとKY次元が最大となる注入電流値は異なる．このよ
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図 4.6: 規格化電流値 J/Jthを変化させた時の半導体レーザの (a)KSエントロピー
と (b)KY次元の変化．

うに注入電流を増加させた場合，KSエントロピーおよびKY次元には最大値が存
在することが明らかとなった．本現象をモード競合の視点で解釈すると，メインの
発振モードの強度がまだ十分でないところに，注入電流の増加により光強度が徐々
に増大して戻り光量も増えるため，未だ強度が弱く利得集中が十分でないメインの
モードと外部共振器によるモードが競合を起こすことで不安定となるからであると
考えられる．一方，ある程度電流密度が大きくなると利得飽和効果によりメインの
モードの強度はさほど低下しない一方，外部共振器モードの方はしきい値を下回り，
発振強度としては安定化に向かうと解釈できる．

図 4.7(a)，(b)はそれぞれ戻り光の遅延時間 τ を変化させた時のKSエントロピー
およびKY次元の変化を示している．遅延時間 τ が小さい時，レーザの平衡点が安
定化しやすく，戻り光強度や戻り光の位相の状態に依存してカオスダイナミクスが
生じない場合がある．そのため τ < 0.70 nsでところどころKSエントロピーとKY

次元が共に 0あるいは 0付近となっている．一方で比較的 τ が大きな遅延時間では，
KSエントロピーはほぼ一定となっていることが図 4.7(a)から分かる．しかしなが
ら図 4.7(b)からKY次元はほぼ線形に増大していることが分かる．このように次元
が大きく増大する理由は，レーザ光が反射鏡によってレーザ自身に戻るまでの時間
が長くなり，システム全体の状態を記述するために必要な戻り光の情報が増えるた
めであると考えられる．しかしながらKSエントロピーはほぼ一定であるため，遅
延時間を増大させても複雑性はそれほど大きく増加していないと考えられる．また
モード競合の視点から説明すると，遅延時間が非常に小さい時，利得スペクトル分
布内に存在する外部共振器によるモードは少なく，シングルモードに近いために安
定となる．しかしながら遅延時間を増加させると外部共振器によるモードが利得ス
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図 4.7: 戻り光の遅延時間 τ を変化させた時の半導体レーザの (a)KSエントロピー
と (b)KY次元の変化．

図 4.8: 線幅増幅係数 αを変化させた時の半導体レーザの (a)KSエントロピーと
(b)KY次元の変化．

ペクトル分布内を埋め尽くし，複雑性がすぐに上限に達してしまうためであると解
釈できる．

図 4.8(a)，(b)はそれぞれ線幅増幅係数 αを変化させた時のKS エントロピーお
よびKY次元の変化を示している．α < 1.92ではKSエントロピーとKY次元はど
ちらも 0であり，ダイナミクスがカオスでないことが分かる．αが 2を超えるとダ
イナミクスがカオスとなり，KSエントロピーとKY次元は αと共にほとんど単調
に増加する．α ≈ 2.2でKSエントロピーとKY次元が多少減少している αが存在
している理由は，αが小さいとカオスダイナミクスになりづらく，戻り光強度や戻
り光の位相によりカオスを生じにくい場合があるためである．しかしながらαが大
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図 4.9: 飽和強度 ϵを変化させた時の半導体レーザの (a)KSエントロピーと (b)KY

次元の変化．

きければKSエントロピーとKY次元は共に増加し，またカオスダイナミクスの発
生が戻り光強度や戻り光の位相に依存しなくなる．これらの結果から，大きな αを
持つ半導体レーザがより複雑なカオスを生成可能であることが分かる．

図 4.9(a)，(b)はそれぞれ飽和強度 ϵを変化させた時の KSエントロピーおよび
KY次元の変化を表している．飽和強度 ϵを増加させることでKSエントロピーは
大幅に単調減少している．一方でを増加させてもKY次元はほぼ一定の値となって
いる．この結果より，利得飽和効果によりレーザ出力強度が減少することで，KS

エントロピーも減少すると考えられる．一方でKY次元にはあまり影響が無いと言
える．

以上のパラメータ依存性の結果を表 4.2にまとめる．KSエントロピーを増加さ
せるためには，レーザの戻り光量あるいは線幅増幅係数を増加させることが効果的
である．実際にはは半導体レーザの物性および内部構造によって決定され，可変パ
ラメータでないため，を増加させることが有効である．またレーザへの注入電流に
対してはKSエントロピーが最大となる値が存在することも分かった．利得飽和係
数は小さな値が望ましいことも明らかとなった．一方でKY次元は，戻り光量，外
部共振器長および線幅増幅係数の増加と共に増加することが分かった．またに対し
ては同様に最大値が存在することが分かった．

これらの結果を踏まえて物理乱数生成器に適した半導体レーザパラメータ設定方
法に関して考察する．複雑なカオス波形を生成するためには，戻り光量を増加させ
て注入電流の最適化を行うことが重要である．また外部共振器長は長いほど次元が
向上するが，エントロピーの増加には寄与しないと言える．一方で内部パラメータ
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Parameters KS entropy KYdimension

κ maximum value monotonic increase

J/Jth maximum value maximum value

τ almost constant monotonic increase

α monotonic increase monotonic increase

ϵ monotonic decrease monotoni decrease

表 4.2: KSエントロピーおよびKY次元のレーザパラメータへの依存性

である線幅増幅係数の大きな半導体レーザを用いることが複雑性向上のために有用
であると考えられる．さらに利得飽和係数は小さい半導体レーザが望ましいと言え
る．これらの条件を満たす半導体レーザを用いることで，複雑性の高いカオス時間
波形を乱数源とし使用することが可能となる．

4.7 まとめ

本章では時間遅延した戻り光を有する半導体レーザの数値計算を行い，複雑性の
調査を行った．特に線形化方程式を用いて最大リアプノフ指数およびリアプノフス
ペクトラムを算出し，さらに複雑性の指標としてKSエントロピーおよびKY次元
の計算を行った．KSエントロピーとKY次元のパラメータ依存性を調査したとこ
ろ，戻り光強度および注入電流を最適化することでKSエントロピーおよびKY次
元を最大化することが可能であり，KY次元を増加させるためには外部共振器長を
増加させることが効果的であることが分かった．また内部パラメータとして，線幅
増幅係数が大きく，利得飽和係数が小さな半導体レーザを乱数源として用いること
が複雑性向上のために効果的であることが明らかとなった．これらの知見は物理乱
数生成器の乱数源としてレーザカオス時間波形の複雑性を向上させる上で有用であ
ると考えられ，本分野の今後の進展が期待される．
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第5章 半導体レーザのコンシステン
シーとリアプノフスペクトラ
ム解析

多くの非線形システムは繰り返し入力された信号に対して再現性のある振る舞い
を示すことが知られており，この現象はコンシステンシー (consistency)と呼ばれて
いる [24]．図 5.1にコンシステンシーの概念図を示す．非線形ダイナミカルシステ
ム (Responseと呼ぶ)に対してカオスやノイズのような複雑な駆動信号を繰り返し
入力することを考える．この時Responseシステムの初期状態は，一般的に繰り返
される入力ごとに異なるため，同一の応答信号を得ることはできない．しかしなが
らコンシステンシー状態である場合，Responseシステムは繰り返し入力される駆
動信号に対して同一の応答信号を出力することができる．つまりコンシステンシー
とはシステムが同一の信号によって繰り返し駆動された時に同一の応答信号を生成
する現象であると定義される．これまでにレーザにおいてコンシステンシーは実験
的に観測されており [24]，レーザカオスの超高速性を利用した GHzオーダーでの
リザーバコンピューティング [12, 13, 17]や物理的一方向性関数 (Physical One-Way

Functions)[27, 90]あるいは物理複製不可能関数 (Physical Unclonable Functions)[28]

への応用が期待されている．

Nonlinear

system

(Response)

Response signal 1

Response signal 2

Repeated drive signal

図 5.1: コンシステンシーの概念図
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これらの応用においてコンシステンシー状態におけるシステム全体の複雑性は評
価指標の一つとなりうる．リザーバコンピューティングではシステムの複雑性が高
いほど分類性能が向上することが期待されている．また一方で物理的一方向性関数
や物理複製不可能関数ではシステムの複雑性が高いほど出力から入力の推測が不可
能となると考えられる．しかしながら一方向に光結合されたレーザにおいてコンシ
ステンシーが得られることは示されているが，結合状態におけるレーザシステム全
体の複雑性に関しては調査されていない．特にコンシステンシーを示す場合と示さ
ない場合において，システム全体の複雑性がどのように変化するのかについては全
く分かっていないのが現状である．

そこで本章では，時間遅延を有する光結合された半導体レーザにおいてコンシス
テンシーを観測し，その複雑性をリアプノフ指数を用いて評価することを目的とす
る．さらにリアプノフ指数からエントロピーおよび次元を算出し，システム全体の
複雑性を定量的に評価する．

5.1 結合レスラーモデルおよび結合マッキーグラスモデ
ルにおけるコンシステンシー

半導体レーザにおいてコンシステンシーと複雑性の関係性を調査する前に，一般
的な非線形システムにおいてコンシステンシーと複雑性の関係性について調査する．
本節ではレスラー (Rössler)モデルおよびマッキーグラス (Mackey-Glass)モデルを
使用する．レスラーモデルはカオスを生成する非常に一般的なモデルであるが，一
方でMakcey-Glassモデルは時間遅延されたフィードバックを有する時間遅延ダイ
ナミカルシステムである．時間遅延ダイナミカルシステムは理論的には無限次元で
あり，一般的なシステムよりも複雑なダイナミクスを示すことが期待できる．結合
システムの複雑性において，時間遅延を持つシステムと持たないシステムの差異を
調べることは，時間遅延のダイナミクスへの効果を知るために重要であると考えら
れる．

5.1.1 結合レスラーと結合マッキーグラスモデル

本節では図 5.2に示されているように 3つのシステムを用いる．Driveシステム
から出力された信号が 2つのResponseシステムに入力される．この時，Response

1とResponse 2は全く同じシステムパラメータを有しているが，初期状態は異なる
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Response 1

Response 2

Drive

input

input

同じシステム

output

output

図 5.2: 一方向に光結合された戻り光を有する半導体レーザのモデル．Driveレーザ
から出力された光が一方向にResponseレーザに注入される．κinjはDriveレーザか
らResponseレーザに注入される光の注入強度を表す．

値を持つとする．図 5.2はAuxiliary system approachと呼ばれる一般化同期を検出
するために用いられる手法である [57]．しかしながら 2つのResponseシステムのパ
ラメータを完全に一致させ，初期状態を異なる値とした時，2つのResponseシステ
ムに同一の信号を入力することは，1つの Responseシステムに繰り返し異なる信
号を入力することと同じ意味を持つ．実験的には 2つの Responseシステムのパラ
メータを完全に一致させることは困難であるが，数値計算上では可能となる．2つ
のResponseシステムが同一の入力に対して同一の応答を示せばコンシステンシー
が達成されていると言うことができる．

本節で使用する 1つ目のモデルである結合レスラーシステムの数値モデルを以下
に示す．

dxd
dt

= −yd − zd (5.1)

dyd
dt

= xd + adyd (5.2)

dzd
dt

= bd + (xd − cd)zd (5.3)

dxr1
dt

= −yr1 − zr1 + κ(xd − xr1) (5.4)

dyr1
dt

= xr1 + ar1yr1 (5.5)

dzr1
dt

= br1 + (xr1 − cr1)zr1 (5.6)
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dxr2
dt

= −yr2 − zr2 + κ(xd − xr2) (5.7)

dyr2
dt

= xr2 + ar2yr2 (5.8)

dzr2
dt

= br2 + (xr2 − cr2)zr2 (5.9)

式 (5.1)–(5.3)は Driveであり，式 (5.4)–(5.6)は Response 1であり，(5.7)–(5.9)は
Response 2を表す．下付きの d，r1，r2はそれぞれDrive，Response 1，Response

2を表す．式 (5.4)および (5.7)の最後の項はDriveとの結合項である．本研究では
Drive–Response間の結合方法として差分結合 (diffusive coupling)を用いる．結合
項の κは結合強度であり，可変パラメータとする．a，b，cはパラメータであり，
ad = ar1 = ar2 = 0.2，bd = br1 = br2 = 0.2，cd = 5.7，cr1 = cr2 = 7.0を本研究で用
いる．Response 1，2は同じパラメータ値を有するが，DriveとResponseは異なる
パラメータ値を持つ (cd ̸= cr1 = cr2)．

2つ目のモデルとして結合マッキーグラスシステムを用いる．マッキーグラスモデ
ルは白血球細胞の生成をモデル化した時間遅延ダイナミカルシステムである [36, 91]．
以下に結合マッキーグラスシステムの方程式を示す．

dxd
dt

=
adxτ,d

1 + xbdτ,d
− cdxd (5.10)

dxr1
dt

=
ar1xτ,r1

1 + xbr1τ,r1

− cr1xr1 + κ(xd − xr1) (5.11)

dxr2
dt

=
ar2xτ,r2

1 + xbr2τ,r2

− cr2xr2 + κ(xd − xr2) (5.12)

式 (5.10)はDrive，式 (5.11)はResponse 1，式 (5.12)はResponse 2の方程式である．
下付きの d，r1，r2はそれぞれDrive，Response 1，Response 2を表す．式 (5.11)

および (5.12)の最後の項はDriveとの結合項を表し，結合レスラーシステムと同様
に差分結合 (diffusive coupling)を用いる．また τ は遅延時間であり，xτ = x(t− τ)

は時間遅延変数を表す．また本節では遅延時間は τ = 5とする．a，b，cはシステ
ムパラメータであり，本節では ad = ar1 = ar2 = 2，bd = br1 = br2 = 10，cd = 1.0，
cr1 = cr2 = 0.9とする．

5.1.2 線形化方程式

リアプノフスペクトラム解析を行うために，結合レスラーシステムおよび結合
マッキーグラスモデルの方程式を線形化する．結合システムのリアプノフスペクト
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ラム解析を行う必要があるため，DriveからResponseに一方向に結合されたシステ
ムを 1つのシステムとみなして方程式を線形化する．また本節では Responseの状
態変数としてResponse 1を用いる．

まず Driveから Responseに一方向に結合された 2つの結合レスラーシステムに
おいて，DriveおよびResponseの状態変数をそれぞれ xd(t) = (xd(t), yd(t), zd(t))

†，
xr(t) = (xr1(t), yr1(t), zr1(t))

†と置く．ここで †は転置を表す．本節では結合シス
テム全体を 1つのシステムとして扱うため，xd(t)と xr(t)からなる状態ベクトル
x(t) = (x†

d(t),x
†
r(t))

† について考える．リアプノフスペクトラム解析を行うため
に，状態空間における軌道 x(t)に微小揺らぎ δx(t) = (δx†

d(t), δx
†
r(t))

†を加えた軌
道 x̄ = x(t) + δx(t)を考える．ここで δxd(t) = (δxd(t), δyd(t), δzd(t))

†，δxr(t) =

(δxr(t), δyr(t), δzr(t))
†である．方程式 (5.1)–(5.6)に対して x̄(t)を代入し，x(t)の

周りで線形化すると以下の線形化方程式が得られる．

dδxd
dt

= −δyd − δzd (5.13)

dδyd
dt

= δxd + adδyd (5.14)

dδzd
dt

= zdδxd + (xd − cd)δzd (5.15)

dδxr
dt

= −δyr − δzr + κ(δxd − δxr) (5.16)

dδyr
dt

= δxr + adδyr (5.17)

dδzr
dt

= zrδxr + (xr − cr)δzr (5.18)

式 (5.13)–(5.15)は Driveの方程式 (5.1)–(5.3)に対応する線形化方程式であり，式
(5.16)–(5.18)はResponse 1の方程式 (5.4)–(5.6)に対応する線形化方程式である．

次に結合マッキーグラスシステムの線形化方程式を導出する．結合システムの状態
ベクトルをx(t) = (xd(t), xr(t))

†と置く．リアプノフスペクトラム解析を行うために，
微小揺らぎ δx(t) = (δxd(t), δxr(t))

†をx(t)に加えた状態ベクトル x̄(t) = x(t) + δx

を考える．x̄(t)を結合マッキーグラスシステムの方程式 (5.10)および (5.11)に代入
し，x(t)の近傍で線形化することにより以下の線形化方程式が得られる．

dδxd
dt

=
ad + ad(1− bd)x

bd
τ,d

(1 + xbdτ,d)
2

δxτ,d − cdδxd (5.19)

dδxr
dt

=
ar + ar(1− br)x

br
τ,r

(1 + xbrτ,r)
2

δxτ,r − crδxr + κ(δxd − δxr) (5.20)
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式 (5.19)はDriveの方程式 (5.10)に対応する線形化方程式であり，式 (5.20)はRe-

sponse 1の方程式 (5.11)に対応する線形化方程式である．マッキーグラスモデルは
時間遅延ダイナミカルシステムであるため，線形化方程式 (5.19)および (5.20)も時
間遅延項 δxτ = δx(t− τ)を含む．

5.1.3 リアプノフスペクトラムの算出手法

結合レスラーシステムおよび結合マッキーグラスシステムにおいてリアプノフ指
数を算出する手法について述べる．基本的な計算手法は第 4.2節に述べられている
手法と変わらない．しかしながらマッキーグラスモデルは時間遅延ダイナミカルシ
ステムであるため，第 4.4.1節で述べられているように，遅延時間 τ 内に含まれて
いる状態変数を微小時間により離散化する必要がある．また本節では結合システム
のリアプノフ指数を考えているため，状態空間を 2つのシステムの状態空間の和と
して考える必要がある．

結合マッキーグラスシステムにおいて状態空間を微小時間により離散化した後の手
法は結合レスラーシステムと変わらないため，まず結合マッキーグラスシステムにお
いて時間遅延成分を十分に小さな時間hにより離散化することを考える [36]．遅延時
間 τを微小時間hにより離散化し，DriveとResponse 1の状態ベクトルxd(t)および
xr(t)から新しい状態ベクトルyd(t) = (x†

d(t),x
†
d(t−h),x

†
d(t−2h), · · · ,x†

d(t−Mh))†

および yr(t) = (x†
r(t),x

†
r(t− h),x†

r(t− 2h), · · · ,x†
r(t−Mh))†を定義する．ここで

†は転置を表し，M = τ/hである．これらの 2つの状態ベクトル yd(t)，yr(t)から
なるベクトル y(t) = (y†

d(t),y
†
r(t))

†を結合システムの状態ベクトルと考える．した
がって結合マッキーグラスシステムの状態ベクトル y(t)は 2(M + 1)次元の状態ベ
クトルとなる．リアプノフ指数を算出するために，状態ベクトル y(t)に対して微小
揺らぎ δy(t) = (δy†

d(t), δy
†
r(t))

†を考える．この 2(M + 1)次元の微小揺らぎ δy(t)

を線形化方程式 (5.19)および (5.20)により数値積分することで時間発展させ，リア
プノフ指数を算出する．一方で結合レスラーシステムの場合，第 5.1.2節で述べら
れた状態ベクトル δx(t)を線形化方程式 (5.13)–(5.18)を用いて数値積分する．

結合マッキーグラスシステムにおいて p個のリアプノフ指数を算出することを
考える (結合レスラーシステムの場合は 6個)．p個のリアプノフ指数を算出する
必要があるため，p個の微小揺らぎ δyi(t)の初期変位 δyi(0)を用意する (ただし
i = 1, 2, . . . , p)．ここで δyi(0)は互いに直交でそのノルム d(t)が 1となるようにす
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る．ただし δyi(t)ノルム d(t)は次のように定義される．

d(t) =

[
M∑
i=0

(
δx2d(t− ih) + δx2r(t− ih)

)]
(5.21)

さらに行列X(t)を次のように p個の δyi(t)からなる行列と定義する．

X(t) = (δy1(t), δy2(t), · · · , δyp(t)) (5.22)

つまり行列X(t)は 6(M + 1)行 p列の行列となる．

一方で結合レスラーシステムの場合，6個のリアプノフ指数を算出する必要があ
るため，6個の微小揺らぎ δxi(t) (i = 1, 2, . . . , 6)の初期変位 δx(0)を用意する．結
合レスラーシステムの場合，行列X(t)は次のように表される．

X(t) = (δx1(t), δx2(t), · · · , δx6(t)) (5.23)

次に線形化方程式を用いて行列X(0)を時間 τ(結合レスラーシステムの場合，数
値計算の刻み幅)だけ発展させることで行列X(τ)を得る．第 4.2節で述べた方法
と同様に，行列X(τ)にQR分解を行うことでX(τ) = Q1R1に分解する．この時
Q1は列ベクトルの大きさが 1で互いに直交な 3(M + 1)行 p列の行列であり，R1

は p× pの上三角行列となる．QR分解により得られた行列Q1を新たにX(τ)とし，
線形化方程式 (5.49)および (5.50)を用いて時間 τ だけ発展させることで行列X(2τ)

を得る．行列X(2τ)に再びQR分解を行い，行列Q2とR2を得る．

以上の過程を繰り返し行い，得られた上三角行列Ri (iは自然数)の対角成分Rjj
i

を用いてリアプノフ指数は次のように計算される．

λj = lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

lnRjj
i (5.24)

ここでN は計算回数を表す．QR分解の具体的な方法については第 4.2節で詳しく
述べられている．

5.1.4 結合レスラーシステムにおけるリアプノフスペクトラム解析

の数値計算結果

はじめに結合レスラーシステムにおいてコンシステンシーを観測する．図 5.3

は Drive，Response 1，Response 2の時間波形を示している．図 5.3(a)は Drive–

Response間の結合がない場合 (κ = 0)であり，図 5.3(b)はDrive–Response間の結
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図 5.3: 結合レスラーモデルの時系列を示している．(a)はDrive-Response間の結合
が無い時 (κ = 0)の時系列であり，(b)はDrive-Response間の結合が有り (κ = 0.2)，
コンシステンシーが達成されている時の時系列である．

合がある場合 (κ = 0.2)が示されている．図 5.3(a)からDrive–Response間の結合が
ない場合にはResponse 1とResponse 2の時系列が異なっていることが分かる．一
方で図 5.3(b)からDrive–Response間に結合がある時，Response 1–2間の時系列が
良く似ており，コンシステンシーが達成されていると考えられる．

コンシステンシーの達成を定量的に評価するために 2つの時系列間の相互相関関
数の算出を行う．相互相関関数は次の方程式により定義される．

Ci,j =
< (xi(t)− x̄i)(xj(t)− x̄j) >

σiσj
(5.25)

ここで x(t)はレスラーモデルの変数 x(t)を表し，x̄は変数 x(t)の平均値，σは変
数 x(t)の標準偏差である．< · >は時間平均を表す．また下付きの iと jは dまた
は r1，r2であり，それぞれDrive，Response 1，Response 2を表す．コンシステン
シーの評価はResponse 1–2間 (iが r1，jが r2の場合)の相互相関関数により評価
することができる．Response 1–2間の相互相関関数Cr1,r2が 1であればResponse 1

と 2の出力が一致し，コンシステンシーが達成されていると言うことができる．一
方でコンシステンシー状態では Driveと Responseの出力が異なっていることが応
用上望ましい．したがってDrive–Response間の相互相関関数Cd,r1がなるべく 0に
近いほど良いと言える．

図 5.4はDrive–Response間の結合強度 κを増加させた時のResponse 1–2間の相
互相関関数Cr1,r2とDrive–Response 1間の相互相関関数Cd,r1の変化を示している．
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図 5.4: 結合レスラーモデルにおいて結合強度 κを変化させた時の相互相関関数の
変化を示している．実線は Response 1-2間の相互相関関数 Cr1,r2であり，破線は
Drive-Response 1間の相互相関関数Cd,r1である．

実線と破線はそれぞれCr1,r2，Cd,r1の変化を表している．Response 1–2間の相互相
関関数Cr1,r2は結合強度 κを増加させると徐々に増加することが分かる．κ > 0.17

となるとCr1,r2 = 1となりコンシステンシーが達成される．一方でκ ≈ 0.2のDrive–

Response 1間の相互相関関数Cd,r1 は 0.6程度であり，DriveとResponseの出力が
異なっていることが分かる．

次にリアプノフスペクトラム解析により結合レスラーシステムの複雑性の評価を
行い，コンシステンシーの有無と複雑性の関係性について調査する．複雑性の指標
としてリアプノフ指数から計算されるKolmogorov-Sinai(KS)エントロピー hKSと
Kaplan-Yorke(KY)次元DKY を用いる [30, 89]．KSエントロピーは正のリアプノフ
指数から算出され，KY次元はリアプノフ指数の和が 0となる部分空間の次元を表
す．KSエントロピーとKY次元については第 3章の第 4.6.1節に述べられている．

図 5.5(a)はDrive–Response間の結合強度 κ を変化させた時のKSエントロピー
とKY次元の変化を示している．実線および破線はそれぞれKSエントロピーとKY

次元を表す．Drive–Response間の結合がない時 (κ = 0)，KSエントロピーの値は
hKS = 0.150であり，これは単体のDriveとResponseシステムそれぞれのKS エン
トロピーの和に相当する．結合強度 κを増加させると，少し減少した後にまた増加
するが，κ > 0.04では単調に減少する．結合強度 κをさらに増加させ，コンシステ
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図 5.5: 結合レスラーモデルにおけるリアプノフスペクトラム解析の結果を示して
いる．(a)は結合強度 κを変化させた時のKSエントロピー hKSとKY次元 (DKY )

の変化である．(b)は結合強度 κを変化させた時のリアプノフ指数の変化を示して
おり，(a)の結果はこれらのリアプノフ指数から算出されている．結合レスラーモ
デルは 6変数であるため，全部で 6個のリアプノフ指数を算出することができるが，
(b)には 4つのリアプノフ指数が示されている．λ5と λ6は他のリアプノフ指数に比
べて値が小さいためである (結合強度 κ = 0の時，λ5 = −5.39，λ6 = −6.69)．

ンシーが達成される結合強度 κ > 0.17になると，KSエントロピーは一定となる．
この時のKSエントロピーの値は hKS = 0.072であり，単体のDriveレーザのKSエ
ントロピーと一致する．図 5.4に示されているように，コンシステンシー状態では
DriveとResponseは異なる振る舞いであるにもかかわらず，図 5.5(a)においてコン
システンシー状態の結合システムのKSエントロピー hKSは単体のDriveの値と一
致する．一方で図 5.5(a)のKSエントロピーの最大値は結合強度 κ = 0.017の時に
得られ，hKS = 0.155であり結合がない時のKS エントロピーの値 hKS = 0.150と
ほとんど変わらない．以上の結果をまとめると，結合システムのKSエントロピー
は結合によりほとんど増加せず (結合がダイナミクスを複雑にしない)，また結合強
度を増加させるとKS エントロピーは減少し，コンシステンシー状態となると一定
となる．一方でKY次元 (破線)は，結合強度 κを増加させてもコンシステンシーが
達成されるまで (κ < 0.17)ほとんど一定である．しかしながらコンシステンシーが
達成される結合強度となると κ > 0.17，KY次元は単調に減少する．

図 5.5(a)の結果を説明するために，結合強度 κを変化させた時のリアプノフスペ
クトラムの変化を図 5.5(b)に示す．本節で扱っている結合レスラーシステムは 6変
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数システムであるため 6つのリアプノフ指数を計算することができるが，図 5.5(b)

では大きな値を持つものから順に 4つのリアプノフ指数が示されている (λ1 ≥ λ2 ≥
λ3 ≥ λ4)．λ5と λ6は他の 4つのリアプノフ指数と比較して値が小さいため (結合強
度 κ = 0の時，λ5 = −5.39，λ6 = −6.69)図 5.5(b)に示されていない．図 5.5(b)に
おいて結合強度 κを変化させると 2つのリアプノフ指数が変化を示す．Driveは結
合項を持たず，単体のダイナミクスに変化がないため，変化を示す 2つのリアプノ
フ指数は Responseのリアプノフ指数に相当する．一方で他の 2つのリアプノフ指
数は一定であり，これはDriveのリアプノフ指数である．結合強度 κを増加させる
と，2つの正のリアプノフ指数のうち 1つが変化し，コンシステンシーが達成され
る結合強度 κ > 0.17になると，変化していたリアプノフ指数は 0となる．KSエン
トロピーは正のリアプノフ指数の和から計算されるが，結合強度の増加とともに 1

つの正のリアプノフ指数が減少するため，KSエントロピーも減少する．またコン
システンシー状態では正のリアプノフ指数が変化しないため，KSエントロピーも
一定となる．

一方でコンシステンシー状態が達成されるまでKY次元が一定であった理由は，
λ5が λ1から λ4の大きさよりもずっと大きな値を持つためである．KY次元はリア
プノフ指数の和が 0となる部分空間の次元を表すが，コンシステンシーが達成され
るまで，λ1 + λ2 > |λ4| (λ3 ≈= 0)の関係が保たれる．したがって次元は 4を超えた
値となるが，小数次元を決める λ5が非常に大きな値を持つため，λ1から λ4の変化
がKY次元に与える影響が相対的に小さくなる．ゆえにコンシステンシーが達成さ
れるまでKY次元がほぼ一定に見える．しかしながらコンシステンシー状態となっ
た後，λ1 < |λ3 + λ4| (λ2 ≈ 0)となるため次元は 3となり，小数次元を決めるため
に λ4が用いられる．さらに λ4はコンシステンシー状態では結合強度 κの増加とと
もに減少するため，KY次元は減少する．

最後に2次元パラメータ空間上においてコンシステンシーの有無と複雑性の関係性
について調査する．図 5.6はResponseのパラメータ cr (cr1 = cr2)とDrive–Response

間の結合強度 κの 2次元パラメータ空間上におけるResponse 1–2間の相互相関関数
Cr1,r2，KSエントロピーhKS，KY次元DKY の変化を示している．図の横軸は crで
あり，縦軸は κである．図 5.6(a)はResponse1–2間の相互相関関数Cr1,r2の変化を
表している．黒色領域は相互相関関数Cr1,r2 = 1を表し，コンシステンシー状態が
達成されていることを示す．高い結合強度 (κ ≈ 0.2)において，いずれの crでもコ
ンシステンシーが達成されている．結合強度が低い場合 (κ < 0.1)，小さな crにお
いてコンシステンシーが達成されている．次に図 5.6(b)はKSエントロピーの変化
を表している．黒色領域はKSエントロピーが高いことを表す．図 5.6(a)と (b)を比
較すると，高いKSエントロピーはコンシステンシーが達成されない領域で得られ
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図 5.6: 結合レスラーモデルにおける 2次元パラメータ空間上におけるコンシステ
ンシーの有無とリアプノフスペクトラム解析の結果を示している．(a)はResponse

1-2間の相互相関関数 Cr1,r2の変化を表し，黒色領域 Cr1,r2 = 1ではコンシステン
シーが達成されている．(b)はKSエントロピー，(c)はKY次元の変化をそれぞれ
表し，値が高いほど領域が黒く表されている．図の縦軸と横軸はそれぞれ結合強度
κとResponse 1および 2のパラメータ crである．

ていることが分かる．またコンシステンシー領域ではKSエントロピーは低くなっ
ている．KSエントロピーの最大値は単体のDriveとResponseのそれぞれのKSエ
ントロピーの和に等しく，またコンシステンシー状態のKSエントロピーは単体の
DriveのKS エントロピーと等しい．したがってDriveからResponseへの一方向結
合はコンシステンシーの有無によりシステム全体のKSエントロピーを変化させる
が，単体のDriveとResponseのそれぞれのKSエントロピーの和から単体のDrive

のKSエントロピーの値の範囲となる．
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図 5.7: 結合マッキーグラスモデルの時系列を示している．(a)は Drive-Response

間の結合が無い時 (κ = 0)の時系列であり，(b)はDrive-Response間の結合が有り
(κ = 0.8)，コンシステンシーが達成されている時の時系列である．

一方で図 5.6(c)は 2次元パラメータ空間上におけるKY次元の変化を表している．
黒色領域はKY次元が高いことを表す．図 5.6(a)と (c)を比較すると，DKY の変化
は直接コンシステンシーの有無と関連付けることができないことが分かる．コンシ
ステンシー領域が達成されていない領域 (低い結合強度 κと大きな crの領域)にお
いて，KY次元はほとんど一定である．しかしながらコンシステンシー領域 (高い
結合強度 κと小さな crの領域) では結合強度の増加とともにKY次元が減少する．

5.1.5 結合マッキーグラスシステムにおけるリアプノフスペクトラ

ム解析の数値計算結果

本節では結合マッキーグラスシステムにおいてコンシステンシーを観測し，リアプ
ノフスペクトラム解析を行った結果を示す．図 5.7は結合マッキーグラスシステムに
おけるDrive，Response 1，Response 2の時系列である．図5.7(a)はDrive–Response

間の結合がない時 (κ = 0)の時系列であり，Response 1とResponse 2の時系列が異
なっていることからコンシステンシーが達成されていないことが分かる．一方で図
5.7(b)はDrive–Response間の結合強度が κ = 0.8の時の時系列であり，Response 1

と Response 2の時系列が一致していることから，コンシステンシーが達成されて
いることが分かる．
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図 5.8: 結合マッキーグラスモデルにおいて結合強度 κを変化させた時のResponse

1-2間の相互相関関数Cr1,r2の変化を示している．

次に Response 1–2間の相互相関関数 Cr1,r2からコンシステンシーの定量的な評
価を行う．図 5.8は結合強度 κを変化させた時の Response 1–2間の相互相関関数
Cr1,r2の変化を示している．Cr1,r2は結合強度 κの増加とともに単調に増加し，コン
システンシーは κ > 0.6となると達成される．このような結合強度に対する Cr1,r2

の振る舞いは結合レスラーシステムの場合と同様であるが，結合マッキーグラスシ
ステムの場合，コンシステンシーを達成するために比較的大きな κを必要とする．

結合マッキーグラスシステムにおいてコンシステンシーの有無と複雑性の関係性
について調査するために，KSエントロピーとKY次元の算出を行った．図 5.9(a)は
Drive–Response間の結合強度 κを変化させた時のKSエントロピー (実線)とKY次
元 (破線)の変化を示している．図 5.9(a)の実線からKSエントロピーの変化を観察
する．Drive–Response間の結合がない時 (κ = 0)，KSエントロピーは hKS = 0.167

であり，これは単体のDriveとResponseのそれぞれのKSエントロピーの和と一致
する．結合強度 κを増加させるとKSエントロピーは単調に減少する．さらに結合
強度を増加させ，コンシステンシー状態となると (κ > 0.6)，KSエントロピーは一
定となる．この時のKSエントロピーの値は hKS = 0.090であり，単体のDriveの
KSエントロピーとほぼ一致する．これらの結果は結合レスラーシステムの場合と
同様の振る舞いである．一方でKY次元 (図 5.9(a)の破線)は図 5.9(a)に示されてい
る範囲において，結合強度 κ の増加とともに減少している．この点は結合Röossler
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図 5.9: 結合マッキーグラスモデルにおけるリアプノフスペクトラム解析の結果を
示している．(a)は結合強度 κを変化させた時のKSエントロピー hKS とKY次元
(DKY )の変化である．(b)は結合強度 κを変化させた時のリアプノフ指数の変化を
示しており，(a)の結果はこれらのリアプノフ指数から算出されている．

システムの場合と異なる．

以上の結果を説明するために，図 5.9(b)にリアプノフスペクトラムの変化を示す．
Drive–Response間の結合がない時 (κ = 0)，本節におけるステムパラメータの条件
では単体のマッキーグラスモデルは 2つの正のリアプノフ指数を有する．それゆえ
に図 5.9(b)において，ある 2つの正の値を持つリアプノフ指数が必ず存在する．こ
の値は単体のDriveの正のリアプノフ指数に相当する．一方で結合強度 κを増加さ
せることで 2つの正のリアプノフ指数が減少する．この減少するリアプノフ指数の
値はResponseのリアプノフ指数に相当する．コンシステンシー状態が達成される
結合強度になると，Responseのリアプノフ指数は全て 0以下になり，Driveの正の
リアプノフ指数は変化しないため，コンシステンシー状態では hKSが一定となる．

5.2 光結合された半導体レーザにおけるコンシステンシー

本節では図 5.10に示されている一方向に光結合された半導体レーザモデルにおい
てコンシステンシーを観測する．2つのレーザは外部の鏡により反射された戻り光
を有しており，1つのレーザ (Driveレーザと呼ぶ)からの出力光がもう 1つのレー
ザ (Responseレーザと呼ぶ)に一方向に入力されている．このモデルおいて，Drive
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図 5.10: 一方向に光結合された戻り光を有する半導体レーザのモデル．Driveレー
ザから出力された光が一方向に Responseレーザに注入される．κinj はDriveレー
ザからResponseレーザに注入される光の注入強度を表す．

レーザの出力光を繰り返しResponseレーザに入力する．この時Responseレーザの
初期状態は繰り返し信号が入力されるたびに異なる状態となる．ここで繰り返し入
力された同一の信号に対する Responseレーザの応答信号をそれぞれ Response 1，
Response 2と呼ぶ．これらの 2つの信号の相関が高く，これに対してDriveレーザ
とResponseレーザの出力強度時系列の間の相関が低ければコンシステンシーが達
成されているということができる．

5.2.1 Responseレーザの数値モデル

Driveレーザからの注入光を有するResponseレーザのダイナミクスを数値的に調
査するためにResponseレーザのレート方程式である，外部からの注入光を有する
Lang-Kobayashi方程式を導出する．簡単のためResponseレーザは戻り光を持たな
いとする．コヒーレントな光を注入された共振器のモデルを図 5.11に示す．図 5.11

において，Êinj(t) = Einj(t) exp(iωinjt)は z = 0の位置で共振器に注入される光の
複素電界を表している．また r1，r2は共振器端面の反射率であり，t′1は外部から入
射される光の振幅透過率，lは内部共振器長を表す．図 5.11は第 3章の図 3.1に注入
光が追加された図となっている．図 5.11の z = 0において透過率 t′1を持つ共振器
の端面を通過して内部へと入射する光は t′1Êinj(t)と表すことができるこの時，第 3

章で導出された z = 0における往復後の光の複素電界を表す方程式 (3.15)は次のよ
うに書き直すことができる．

Ef (t) = G1 exp(iωthτin)Ef (t− τin) + t′1Einj(t) (5.26)

ここで外部からの注入光を有し，ゆっくりと変化する複素電界 E(t)の時間ダイナ
ミクスを表すレート方程式は，第 3.1節と同様の方法で導出することができ，次の
ように表される．

dE(t)

dt
=

1 + iα

2

[
GN(N(t)−N0)−

1

τp
]

]
E(t) +

t′1
τin
Einj(t) exp(i∆ωt) (5.27)
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図 5.11: 外部からのコヒーレント光 Êinjを有する半導体レーザのモデル．r1，r2は
共振器内の光に対する端面反射率．t′2は共振器の外部から入射する光の透過率．l
は内部共振器長を表し，τinjは外部の光の伝搬時間を表す．

式 (5.27)において∆ω = ωth − ωinj は注入光と Responseレーザの光角周波数差で
ある．

以上から，Driveレーザの電界およびキャリア密度をEd，Ndとし，Responseレー
ザの電界およびキャリア密度をEr，Nrと置くと，それぞれのレーザのレート方程
式は次のように表される．

Drive laser:

dEd(t)

dt
=
1 + iα

2

[
GN(Nd(t)−N0)−

1

τp

]
Ed(t)

+ κdEd(t− τd) exp(iωdτd) (5.28)

dNd(t)

dt
= Jd −

Nd(t)

τs
−GN(Nd(t)−N0)|Ed(t)|2 (5.29)

Response laser:

dEr(t)

dt
=
1 + iα

2

[
GN(Nr(t)−N0)−

1

τp

]
Er(t)

+ κinjEd(t− τinj) exp [i(∆ωt− ωdτinj)] (5.30)

dNr(t)

dt
= Jr −

Nr(t)

τs
−GN(Nr(t)−N0)|Er(t)|2 (5.31)

Eはゆっくり変化する複素電界，N はレーザ内部のキャリア密度である．下付きの
d，rはそれぞれDriveレーザおよびResponseレーザであることを表す．GN は光利
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Symbol Parameter Value

GN Gain coefficient 8.40× 10−13 m3/s

N0 Carrier density at transparency 1.40× 1024 m−3

τp Photon lifetime 1.927× 10−12 s

τs Carrier lifetime 2.04× 10−9 s

τin Roundtrip time in internal cavity 8.0× 10−12 s

r2 Reflectivity of laser facet 0.556

α Linewidth enhancement factor 3

λd Optical wavelength of the Drive laser 1.537× 10−6 m

c Speed of light 2.998× 108 m/s

Nth Carrier density at threshold 2.018× 1024 m−3

Jth Injection current at threshold 9.892× 1032 m−3s−1

ωd Optical angular frequency of the Drive laser 1.215× 1015 rad/s

ϵ Gain saturation coefficient 2.0× 10−23

r3,d，r3,r Reflectivity of external mirror of the Drive and

the Response lasers

0.015，0.03

κd,r Feedback strength of the Drive and Response

lasers

2.3, 4.7 ns−1

rinj Parameter for injection strength 0.2

κinj Injection strength from the Drive to Response

lasers

31.1 ns−1

jd, jr Normalized injection current of the Drive and

the Response lasers

1.11, 1.36

Ld,r External cavity length of the Drive and the Re-

sponse lasers

0.6 m

τd,r Roundtrip time in external cavity of the Drive

and Response lasers (feedback delay time)

4.003 ns

Linj Distance from the Drive to Response lasers 1.2 m

τinj Propagation time of light from the Drive to Re-

sponse lasers

4.003 ns

∆f Initial optical-frequency detuning between the

Drive and Response lasers

−4.0 GHz

表 5.1: 光結合された半導体レーザのパラメータ
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得係数，N0は光透過時のキャリア密度，αは線幅増幅係数，τpは光子寿命，τsは
キャリア寿命を表す．J = jJthはレーザを駆動するための注入電流であり，発振し
きい値電流 Jthの j倍に設定する．Driveレーザの複素電界Edの方程式 (5.28)の右
辺の第 2項は戻り光を表す．κdは戻り光強度，τdは戻り光の遅延時間，ωdはDrive

レーザの光角周波数を表す．Responseレーザの複素電界Erの方程式 (5.30)の右辺
の第 2項はDriveレーザからResponseレーザへの注入光を表す．κinjは光注入強度，
τinj はDriveレーザからResponseレーザへの光伝搬時間，∆ω = ωd − ωrは 2つの
レーザの光角周波数差を表す．半導体レーザにおけるコンシステンシーの達成にお
いて重要なパラメータは光注入強度 κinjおよび光周波数差∆f = ∆ω/(2π) である．

式 (5.30)は戻り光を考えていない (オープンループと呼ぶ)．一方でResponseレー
ザが戻り光を有する場合 (クローズドループと呼ぶ)，複素電界Erのレート方程式
(5.30)に以下のように戻り光を表す項を追加する．

dEr(t)

dt
=
1 + iα

2

[
GN(Nr(t)−N0)−

1

τp

]
Er(t)

+ κrEr(t− τr) exp(iωrτr)

+ κinjEd(t− τinj) exp [i∆ωt− ωdτinj)] (5.32)

上式において第 2項が戻り光を表す．数値計算においてDriveレーザの戻り光強度κd
とResponseレーザの戻り光強度 κrは異なる値に設定する．この理由はDriveレー
ザとResponseレーザが異なるダイナミクスを持つためにそれぞれの電流値 jdおよ
び jrを異なる値に設定しており，カオスを発生させるために必要な戻り光強度が異
なるためである．

κinjはDriveレーザからResponseレーザへの光注入強度を表しているが，戻り光
強度 κdおよび κrとの比較を簡単に行うために，以下のように定義する．

κinj =
1

τin

(1− r22)rinj
r2

(5.33)

ここで rinjは戻り光の外部鏡反射率 r3に相当するパラメータであり，これを変えるこ
とで注入強度κinjを変化させる．以上が外部からの光注入を有するLang-Kobayashi

方程式である．また方程式中で用いられているパラメータを表 5.1にまとめる．

5.2.2 Lang-Kobayashi方程式の実部・虚部方程式への分離

第 3.3節で述べたように，複素で表されているEdおよびErは数値計算に適さな
いため，式 (5.28)および式 (5.30)を実部と虚部に分離した方程式を用いるのが望ま
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しい．また実際の半導体レーザのダイナミクスを再現するためには，飽和項を付加
することが重要である．以上の理由のため，本章では以下に示す飽和項を付加し，
複素電界Eを実部Ereおよび虚部Eimに分離した方程式を用いる．

Drive laser:

dEre,d(t)

dt
=
1

2

[
GN(Nd(t)−N0)

1 + ϵId(t)
− 1

τp

]
[Ere,d(t)− αEim,d(t)]

+ κd[Ere,d(t− τd) cos(ωdτd) + Eim,d(t− τd) sin(ωdτd)] (5.34)

dEim,d(t)

dt
=
1

2

[
GN(Nd(t)−N0)

1 + ϵId(t)
− 1

τp

]
[αEre,d(t) + Eim,d(t)]

+ κd[−Ere,d(t− τd) sin(ωdτd) + Eim,d(t− τd) cos(ωdτd)] (5.35)

Response laser:

dEre,r(t)

dt
=
1

2

[
GN(Nr(t)−N0)

1 + ϵIr(t)
− 1

τp

]
[Ere,r(t)− αEim,r(t)]

+ κr[Ere,r(t− τr) cos(ωrτr) + Eim,r(t− τr) sin(ωrτr)]

+ κinj[Ere,d(t− τinj) cos θ(t)− Eim,d(t− τinj) sin θ(t)] (5.36)

dEim,r(t)

dt
=
1

2

[
GN(Nr(t)−N0)

1 + ϵIr(t)
− 1

τp

]
[αEre,r(t) + Eim,r(t)]

+ κr[−Ere,r(t− τr) sin(ωrτr) + Eim,r(t− τr) cos(ωrτr)]

+ κinj[Ere,d(t− τinj) sin θ(t) + Eim,d(t− τinj) cos θ(t)] (5.37)

式 (5.36)および式 (5.37)において I = E2
re + E2

imはレーザ強度を表す．また θ(t) =

∆ωt− ωdτinjである．θ(t)において，∆ωtはレーザ間の光周波数差∆f = ∆ω/(2π)

により生じる位相の変化，ωdτinjはDriveレーザからResponseレーザへの光伝搬時
間 τinjにより生じる注入光の位相の変化を表す．

5.2.3 無次元化された結合Lang-Kobayashi方程式

本章ではリアプノフ指数の算出を行い，システム全体の複雑性解析を行うため，
数値計算の誤差を低減するために前節で導出した方程式の無次元化を行う．
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Drive laser:

dere,d(t)

dt
=

[
ge(nd(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re,d(t) + e2im,d(t))
− γe

]
(ere,d(t)− αeim,d(t))

+ κe,d[ere,d(t− τd) cos(ωdτd) + eim,d(t− τd) sin(ωdτd)] (5.38)

deim,d(t)

dt
=

[
ge(nd(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re,d(t) + e2im,d(t))
− γe

]
(αere,d(t) + eim,d(t))

+ κed [−ere,d(t− τd) sin(ωdτd) + eim,d(t− τd) cos(ωdτd)] (5.39)

dnd(t)

dt
=γn(nth

Jd
Jth

− nd(t))

− gn(nd(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re,d(t) + e2im,d(t))
(e2re,d(t) + e2im,d(t)) (5.40)

Response laser:

dere,r(t)

dt
=

[
ge(nr(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re,r(t) + e2im,r(t))
− γe

]
(ere,r(t)− αeim,r(t))

+ κe,r[ere,r(t− τr) cos(ωrτr) + eim,r(t− τr) sin(ωrτr)]

+ κe,inj[ere,d(t− τinj) cos θ(t)− eim,d(t− τinj) sin θ(t)] (5.41)

deim,r(t)

dt
=

[
ge(nr(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re,r(t) + e2im,r(t))
− γe

]
(αere,r(t) + eim,r(t))

+ κe,r[−ere,r(t− τr) sin(ωrτr) + eim,r(t− τr) cos(ωrτr)]

+ κe,inj[ere,d(t− τinj) sin θ(t) + eim,d(t− τinj) cos θ(t)] (5.42)

dnr(t)

dt
=γn(nth

Jr
Jth

− nr(t))

− gn(nr(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re,r(t) + e2im,r(t))
(e2re,r(t) + e2im,r(t)) (5.43)

ere，eim，nは無次元化定数 Ā，N̄ により無次元化された無次元量であり，電界実
部Ere，電界虚部Eimおよびキャリア密度NとEre = Āere，Eim = Āeim，N = N̄n

という関係を持つ．式 (5.38)–(5.43)に新たに現れた定数 ge，gn，κe，γe，γn，n0，
nthは方程式の無次元化により現れた定数を整理した定数であり，第 3章の式 (3.76)

として定義されている．式 (5.41)および (5.42)において，κe,injはDriveレーザから
Responseレーザへの光注入強度を表し，κe,inj = t′κinjとして t′ = 10−9により規格
化されている．また無次元化定数は第 3章の式 (3.80)のように，戻り光を持たない
半導体レーザの定常解を用いて定義されている．
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図 5.12: (a),(c) Driveレーザ，Responseレーザの出力強度の時系列．(b),(d) 時系列
に相当するResponse 1-2間の相関図．この時のDriveレーザからResponse レーザ
への光注入強度はそれぞれ (a),(b) κinj = 0.0，(c),(d) κinj = 31.1 ns−1である．

5.2.4 結合半導体レーザのコンシステンシーの数値計算結果

無次元化 Lang-Kobayashi方程式 (5.38)–(5.43)を数値積分することにより光結合
された半導体レーザのダイナミクスを調査し，光注入によるコンシステンシーの達
成を観測する．図 5.12(a)および (b)は光注入が無い時 (κinj = 0 ns−1)のDriveレー
ザ，Response 1，Response 2の時系列と，この時系列に相当するResponse 1-2間の
相関図である．ここでResponse 1およびResponse 2はDriveレーザから出力され
たカオス信号を，Responseレーザ繰り返し入力した時に得られる 1回目の応答出力
と 2回目の応答出力を表す．図 5.12(a)からResponse 1とResponse 2は異なる信号
であることが分かる．また図 5.12(b)の相関図からResponse 1とResponse 2の間に
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相関がないことが確認できる．次に Driveレーザの出力光を Responseレーザに光
注入する．図 5.12(c)および (d)は κinj = 31.1 ns−1の時のDriveレーザ，Response

1，Response 2の時系列と，この時系列に相当するResponse 1-2間の相関図である．
Driveレーザの時系列はDriveレーザからResponseレーザへの光伝搬時間 τinjだけ
遅れた時系列が示されている．図 5.12(c)からDriveとResponseの時系列は異なっ
ているにもかかわらず，Response 1とResponse 2の時系列は同一であることが分
かる．これは図 5.12(d)の相関図が斜め 45 °の直線であることからも確認でき，コ
ンシステンシーが達成されているということができる．

次に Response 1-2間の相互相関関数によりコンシステンシーの達成を定量的に
評価する．

C1,2 =

⟨
(I1(t)− Ī1)(I2(t)− Ī2)

⟩
σ1σ2

(5.44)

ここで Iはレーザ強度，Īはレーザ強度の平均値，σはレーザ強度の標準偏差，< · >
は時間平均操作を表す．下付きの 1，2はそれぞれResponse 1とResponse 2を表す．
同様にDrive-Response間の相互相関関数を以下の式により定量的に評価する．

Cd,r =

⟨
(Id(t)− Īd)(I1(t)− Ī1)

⟩
σdσ1

(5.45)

ここで下付きの d，1はそれぞれDrive，Response 1を表す．

さらに光注入後のDriveレーザとResponseレーザ間の光周波数差∆finjの観測を
行う．光結合された半導体レーザの同期現象において光周波数差は重要な役割を果
たすことが知られている [3]．光注入前の光周波数差∆fを適切な値に設定し，Drive
レーザの出力を比較的強い強度でResponseレーザに光注入することで，Response

レーザの光周波数がDriveレーザの光周波数と一致する．この現象はインジェクショ
ンロッキングとして知られており，レーザにおけるコンシステンシーの達成におい
ても重要である．そこで相互相関関数と共に，光注入後のDrive-Response間の光周
波数差∆finjの算出を行う [3, 92]．

∆finj = ∆f +
1

2π

[
dϕd(t)

dt
− dϕ1(t)

dt

]
, (5.46)

ここで ϕd，ϕ1はそれぞれDrive信号と Response 1信号の光位相を表す．光位相 ϕ

は複素電界E = Ere + iEimの実部Ereと虚部Eim から ϕ = tan−1[Eim/Ere]として
計算される．光注入前の Driveレーザと Responseレーザの光周波数が一致してい
なかったとしても (∆f ̸= 0)，インジェクションロッキングが達成されれば，光注入
後の光周波数差は∆finj = 0となる．
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図 5.13: 光注入強度 κinjを増加させた時のResponse 1-2間の相互相関関数C1,2 (実
線)，Drive-Response間の相互相関関数Cd,r1 (破線)の変化を表している．また点線
は光注入後のDrive-Response間の光周波数差∆finjの変化を表している．

図 5.13にDriveレーザからResponseレーザへの光注入強度 κinjを増加させた時
の相互相関関数 C,2，Cd,r および光注入後の光周波数差∆finj の変化を示す．実線
は Response 1-2間の相互相関関数 C1,2を表し，光注入強度が κinj > 24.0 ns−1と
なると C1,2 ≈ 1となり，コンシステンシーが達成されていることを表す．一方で
Drive-Response間の相互相関関数Cd,rは破線で表されており，コンシステンシーが
達成されている領域で，Cd,rは 0.4から 0.8程度であり，Driveと Responseが異な
る信号であることが分かる．

図 5.13において光注入後の光周波数差∆finj は点線で表されている．光注入が無
い時 (κinj = 0)，光注入後の光周波数差∆finj は光注入前の光周波数差∆f とほぼ
同じとなる (∆finj ≈ ∆f)．光注入強度 κinj を増加させると，∆finj は 0 GHzに収
束していく．∆finj(点線)とC1,2(破線)を比較すると，インジェクションロッキング
が達成されているとき (∆finj ≈= 0)に，コンシステンシーが達成されていること
が分かる (C1,2 ≈ 0)．それゆえに，半導体レーザのコンシステンシーはインジェク
ションロッキング状態の下で達成されるということができる．
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5.3 光結合された半導体レーザにおけるリアプノフスペ
クトラム解析

光結合された半導体レーザにおいてコンシステンシーと複雑性の関係性を調査す
るために，リアプノフ指数の算出を行う．伝搬を持つ結合システムにおいてリアプ
ノフ指数を算出する際に注意しなければならない点は，本章で扱っているモデルが
3つの時間遅延変数を持つことである．1つ目は Driveレーザの戻り光，2つ目は
Responseレーザの戻り光，3つ目はDrive レーザからResponseレーザへの注入光
である．これらの伝搬時間が異なる場合，結合システム全体の状態空間を考えるこ
とが難しくなる．そこで簡単のため本研究では遅延時間 τd，τrおよび伝搬時間 τinj
が等しくなるようにパラメータを設定している．

5.3.1 光結合されたLang-Kobayashi方程式の線形化

本節ではリアプノフ指数を算出するために状態空間における軌道に対して微小揺
らぎを仮定し，基準軌道に対してモデル方程式を線形化することで，微小揺らぎの
線形化方程式を得る．線形化する際に重要となることは，本章で扱うモデルが結合
システムであるため，結合された全てのシステムの状態変数を状態空間として考え
なければならない点である．

まずDriveレーザおよびResponseレーザの状態変数をそれぞれxd(t) = (ere,d(t),

eim,d(t), nd(t))
†，xr(t) = (ere,r(t), eim,r(t), nr(t))

†と置く．ここで †は転置を表す．本
章で考えているモデルは Driveレーザと Responseレーザの 2つの半導体レーザが
結合されたシステムであるため，結合システムの状態を x(t) = (x†

d(t),x
†
r(t))

†と表
す．つまり 6変数の状態変数として考える．このシステムにおいて，時間遅延フィー
ドバックおよび一方向結合を有するシステムのダイナミクスは以下の方程式で表さ
れる．

dxd(t)

dt
= f d(xd(t),xd(t− τd)) (5.47)

dxr(t)

dt
= f r(xr(t),xr(t− τr),xd(t− τinj)) (5.48)

f d，f r はそれぞれ Driveレーザと Responseレーザのダイナミクスを表す 3次元
の関数であり，式 (5.38)–(5.43)の右辺を表す．τd，τr はそれぞれ Driveレーザと
Responseレーザの遅延時間であり，τinj は Driveレーザから Responseレーザへの
光の伝搬時間を表す．本章では遅延時間および伝搬時間は全て等しいと仮定してい
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るため，以降では τd = τr = τinj = τ としている．このシステムにおいて微小揺ら
ぎ δx(t) = (δx†

d(t), δx
†
r(t))

†を考える．ただし δxd(t) = (δere,d(t), δeim,d(t), δnd(t))
†，

δxr(t) = (δere,r(t), δeim,r(t), δnr(t))
†である．軌道x(t)に微小揺らぎ δx(t)を与えた

軌道 δx̄(t)を仮定し，軌道x(t)のまわりで式 (5.47)および (5.48)を線形化すると以
下の方程式が得られる．

dδxd(t)

dt
= Jd,tδxd(t) + Jd,τδxd(t− τ) (5.49)

dδxr(t)

dt
= J r,tδxr(t) + J r,τδxr(t− τ) + J injδxd(t− τ) (5.50)

Jd,tおよびJd,τ はそれぞれ時間 tと t− τ の変数xd(t)で式 (5.47)を偏微分したこと
により得られる 3×3係数行列である．またJ r,tおよびJ r,τはそれぞれ時間 tと t−τ
の変数xr(t)で式 (5.48)を偏微分したことにより得られる 3× 3係数行列である．式
(5.48)の右辺の 3番目の項の J injはDriveレーザの変数xd(t− τ)でResponseレー
ザの関数 f rを偏微分したことにより得られる 3× 3係数行列である．光結合された
Lang-Kobayashi方程式 (5.38)–(5.43)の右辺をそれぞれ f1，f2，f3，f4，f5，f6と置
くと，式 (5.49)および (5.50)のJd,t，Jd,τ，J r,t，J r,τ，J injは次のように表される．

Jd,t =


∂f1

∂ere,d(t)
∂f1

∂eim,d(t)
∂f1

∂nd(t)
∂f2

∂ere,d(t)
∂f2

∂eim,d(t)
∂f2

∂nd(t)
∂f3

∂ere,d(t)
∂f3

∂eim,d(t)
∂f3

∂nd(t)

 (5.51)

Jd,τ =


∂f1

∂ere,d(t−τ)
∂f1

∂eim,d(t−τ)
∂f1

∂nd(t−τ)
∂f2

∂ere,d(t−τ)
∂f2

∂eim,d(t−τ)
∂f2

∂nd(t−τ)
∂f3

∂ere,d(t−τ)
∂f3

∂eim,d(t−τ)
∂f3

∂nd(t−τ)

 (5.52)

J r,t =


∂f4

∂ere,r(t)
∂f4

∂eim,r(t)
∂f4

∂nr(t)
∂f5

∂ere,r(t)
∂f5

∂eim,r(t)
∂f5

∂nr(t)
∂f6

∂ere,r(t)
∂f6

∂eim,r(t)
∂f6

∂nr(t)

 (5.53)

J r,τ =


∂f4

∂ere,r(t−τ)
∂f4

∂eim,r(t−τ)
∂f4

∂nr(t−τ)
∂f5

∂ere,r(t−τ)
∂f5

∂eim,r(t−τ)
∂f5

∂nr(t−τ)
∂f6

∂ere,r(t−τ)
∂f6

∂eim,r(t−τ)
∂f6

∂nr(t−τ)

 (5.54)

J inj =


∂f4

∂ere,d(t−τ)
∂f4

∂eim,d(t−τ)
∂f4

∂nd(t−τ)
∂f5

∂ere,d(t−τ)
∂f5

∂eim,d(t−τ)
∂f5

∂nd(t−τ)
∂f6

∂ere,d(t−τ)
∂f6

∂eim,d(t−τ)
∂f6

∂nd(t−τ)

 (5.55)

式 (5.51)の行列 Jd,tの各要素はそれぞれ以下のように表される．
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∂f1
∂ere,d(t)

=

[
ge(nd(t)− n0)(1 + ϵ′(e2im(t)− e2re(t) + 2αere,d(t)eim,d(t)))

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

− γe

]
(5.56)

∂f1
∂eim,d(t)

=

[
ge(nd(t)− n0)(ϵ

′(α(e2im(t)− e2re(t))− 2ere,d(t)eim,d(t))− α)

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

+ αγe

]
(5.57)

∂f1
∂nd(t)

=
gn(ere,d(t)− αeim,d(t))

1 + ϵ′(e2re,d(t) + e2im,d(t))
(5.58)

∂f2
∂ere,d(t)

=

[
ge(nd(t)− n0)(ϵ

′(α(e2im(t)− e2re(t))− 2ere,d(t)eim,d(t)) + α)

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

− αγe

]
(5.59)

∂f2
∂eim,d(t)

=

[
ge(nd(t)− n0)(1− ϵ′(e2im(t)− e2re(t) + 2αere,d(t)eim,d(t)))

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

− γe

]
(5.60)

∂f2
∂nd(t)

=
gn(αere,d(t) + eim,d(t))

1 + ϵ′(e2re,d(t) + e2im,d(t))
(5.61)

∂f3
∂ere,d(t)

=
−2ge(nd(t)− n0)ere,d(t)

(1 + ϵ′(e2re,d(t) + e2im,d(t)))
2

(5.62)

∂f3
∂eim,d(t)

=
−2ge(nd(t)− n0)eim,d(t)

(1 + ϵ′(e2re,d(t) + e2im,d(t)))
2

(5.63)

∂f3
∂nd(t)

= −

[
γn +

gn(e
2
re,d(t) + e2im,d(t))

1 + ϵ′(e2re,d(t) + e2im,d(t))

]
(5.64)

式 (5.52)の行列 Jd,τ の各要素はそれぞれ以下のように表される．

∂f1
∂ere,d(t− τ)

= κe,d cos(ωdτ) (5.65)

∂f1
∂eim,d(t− τ)

= κe,d sin(ωdτ) (5.66)

∂f1
∂nd(t− τ)

= 0 (5.67)

∂f2
∂ere,d(t− τ)

= −κe,d sin(ωdτ) (5.68)

∂f2
∂eim,d(t− τ)

= κe,d cos(ωdτ) (5.69)
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∂f2
∂nd(t− τ)

= 0 (5.70)

∂f3
∂ere,d(t− τ)

=
∂f3

∂eim,d(t− τ)
=

∂f3
∂nd(t− τ)

= 0 (5.71)

式 (5.53)の行列 J r,tの各要素はそれぞれ以下のように表される．

∂f4
∂ere,r(t)

=

[
ge(nr(t)− n0)(1 + ϵ′(e2im(t)− e2re(t) + 2αere,r(t)eim,r(t)))

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

− γe

]
(5.72)

∂f4
∂eim,r(t)

=

[
ge(nr(t)− n0)(ϵ

′(α(e2im(t)− e2re(t))− 2ere,r(t)eim,r(t))− α)

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

+ αγe

]
(5.73)

∂f4
∂nr(t)

=
gn(ere,r(t)− αeim,r(t))

1 + ϵ′(e2re,r(t) + e2im,r(t))
(5.74)

∂f5
∂ere,r(t)

=

[
ge(nr(t)− n0)(ϵ

′(α(e2im(t)− e2re(t))− 2ere,r(t)eim,r(t)) + α)

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

− αγe

]
(5.75)

∂f5
∂eim,r(t)

=

[
ge(nr(t)− n0)(1− ϵ′(e2im(t)− e2re(t) + 2αere,r(t)eim,r(t)))

(1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t)))
2

− γe

]
(5.76)

∂f5
∂nr(t)

=
gn(αere,r(t) + eim,r(t))

1 + ϵ′(e2re,r(t) + e2im,r(t))
(5.77)

∂f6
∂ere,r(t)

=
−2ge(nr(t)− n0)ere,r(t)

(1 + ϵ′(e2re,r(t) + e2im,r(t)))
2

(5.78)

∂f6
∂eim,r(t)

=
−2ge(nr(t)− n0)eim,r(t)

(1 + ϵ′(e2re,r(t) + e2im,r(t)))
2

(5.79)

∂f6
∂nr(t)

= −
[
γn +

gn(e
2
re,r(t) + e2im,r(t))

1 + ϵ′(e2re,r(t) + e2im,r(t))

]
(5.80)

式 (5.54)の行列 J r,τ の各要素はそれぞれ以下のように表される．

∂f4
∂ere,r(t− τ)

= κe,r cos(ωrτ) (5.81)

∂f4
∂eim,r(t− τ)

= κe,r sin(ωrτ) (5.82)

116



∂f4
∂nr(t− τ)

= 0 (5.83)

∂f5
∂ere,r(t− τ)

= −κe,r sin(ωrτ) (5.84)

∂f5
∂eim,r(t− τ)

= κe,r cos(ωrτ) (5.85)

∂f5
∂nr(t− τ)

= 0 (5.86)

∂f6
∂ere,r(t− τ)

=
∂f6

∂eim,r(t− τ)
=

∂f6
∂nr(t− τ)

= 0 (5.87)

式 (5.55)の行列 J injの各要素はそれぞれ以下のように表される．

∂f4
∂ere,d(t− τ)

= κe,inj cos θ(t) (5.88)

∂f4
∂eim,d(t− τ)

= −κe,inj sin θ(t) (5.89)

∂f4
∂nd(t− τ)

= 0 (5.90)

∂f5
∂ere,d(t− τ)

= κe,inj sin θ(t) (5.91)

∂f5
∂eim,d(t− τ)

= κe,inj cos θ(t) (5.92)

∂f5
∂nd(t− τ)

= 0 (5.93)

∂f6
∂ere,d(t− τ)

=
∂f6

∂eim,d(t− τ)
=

∂f6
∂nd(t− τ)

= 0 (5.94)

以上が光結合された半導体レーザのレート方程式 (5.38)–(5.43)の線形化方程式で
ある．

Driveレーザのレート方程式から導出された線形化方程式は単体の戻り光を有す
る半導体レーザであるため，第 4章で示された線形化方程式と同一の方程式とな
る．一方で Responseレーザの線形化方程式は Driveレーザからの注入光がある点
でDriveレーザの線形化方程式とは異なる．数値計算上では線形化方程式も時間遅
延項を持つため，数値積分して得られた各変数の値をバッファに保存しておく必要
がある．また本章ではDriveレーザからResponseレーザへの伝搬時間 τinjを考えて
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いるが，一方向結合であるため τinj の長さにより Responseレーザのダイナミクス
は変化しないため，τinj = 0とすることでDriveレーザの伝搬のための変数をバッ
ファに保存する必要がなくなる．

5.3.2 光結合された半導体レーザにおけるリアプノフ指数の算出手法

結合システムにおいてリアプノフ指数を算出する手法について述べる．基本的な
計算手法は単体システムの場合 (第4章)と変わらないが，状態空間を2つのシステム
の状態空間の和として考える必要がある点で異なる．またDriveレーザとResponse

レーザはどちらも戻り光を有するため時間遅延システムである．したがってその状
態空間は無限次元であるため，離散化により有限次元システムとして扱う必要が
ある．

そこでまず時間遅延成分を十分に小さな時間hにより離散化する [36]．遅延時間 τ

を微小時間hにより離散化し，DriveレーザとResponseレーザの状態ベクトルxd(t)

およびxr(t)から新しい状態ベクトルyd(t) = (x†
d(t),x

†
d(t−h),x

†
d(t−2h), · · · ,x†

d(t−
Mh))†およびyr(t) = (x†

r(t),x
†
r(t−h),x†

r(t−2h), · · · ,x†
r(t−Mh))†を定義する．こ

こで †は転置を表し，M = τ/hである．これらの 2つの状態ベクトル yd(t)，yr(t)

からなるベクトル y(t) = (y†
d(t),y

†
r(t))

†を結合システムの状態ベクトルと考える．
したがって y(t)は 6(M + 1)次元の状態ベクトルとなる．リアプノフ指数を算出す
るために，状態ベクトル y(t)に対して微小揺らぎ δy(t) = (δy†

d(t), δy
†
r(t))

†を考え
る．この 6(M +1)次元の微小揺らぎ δy(t)を線形化方程式 (5.49)および (5.50)によ
り数値積分することで時間発展させ，リアプノフ指数を算出する．

第 4章と同様に p個のリアプノフ指数を算出することを考える．p個のリアプノ
フ指数を算出する必要があるため，p個の微小揺らぎ δyi(t)の初期変位 δyi(0)を用
意する (ただし i = 1, 2, . . . , p)．ここで δyi(0)は互いに直交でそのノルム d(t)が 1

となるようにする．ただし δyi(t)ノルム d(t)は次のように定義される．

d(t) =

[
M∑
i=0

(
δe2re,d(t− ih) + δe2im,d(t− ih) + δn2

d(t− ih)

+δe2re,r(t) + δe2im,r(t) + δn2
r(t)

)]1/2

(5.95)

さらに行列X(t)を次のように p個の δyi(t)からなる行列と定義する．

X(t) = (δy1(t) δy2(t) · · · δyp(t)) (5.96)
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つまり行列X(t)は 6(M + 1)行 p列の行列となる．

次に線形化方程式 (5.49)および (5.50)を用いて行列X(0)を時間 τ だけ発展させ
ることで行列X(τ) を得る．第 4.2節で述べた方法と同様に，行列X(τ) にQR分
解を行うことでX(τ) = Q1R1に分解する．この時Q1は列ベクトルの大きさが 1

で互いに直交な 3(M + 1)行 p列の行列であり，R1は p × pの上三角行列となる．
QR分解により得られた行列Q1を新たにX(τ)とし，線形化方程式 (5.49)および
(5.50)を用いて時間 τ だけ発展させることで行列X(2τ)を得る．行列X(2τ)に再
びQR分解を行い，行列Q2とR2を得る．

以上の過程を繰り返し行い，得られた上三角行列Ri (iは自然数)の対角成分Rjj
i

を用いてリアプノフ指数は次のように計算される．

λj = lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

lnRjj
i (5.97)

ここでN は計算回数を表す．QR分解の具体的な方法については第 4.2節で詳しく
述べられている．

5.3.3 リアプノフスペクトラム解析の数値計算結果 (光注入強度へ

の複雑性の依存性)

光結合された半導体レーザシステム全体のKSエントロピーとKY次元をリアプノ
フスペクトルから算出する．比較のために，単体の (つまり結合されていない)Drive

レーザとResponseレーザのKSエントロピーとKY次元の算出結果も示す．図 5.14

は光注入強度 κinjを変化させた時のKSエントロピー (実線)とKY次元 (破線)の変
化を示している．図 5.14に対応する相互相関関数の変化は図 5.13である．光注入が
無い時 (κinj = 0 ns−1)，図 5.14の実線からKSエントロピーは 2.03 ns−1である．こ
の値は結合が無い時のDriveレーザとResponseレーザのKSエントロピーの和とほ
ぼ等しい．光注入強度 κinjを増加させると，KSエントロピーは増加し，κinj = 10.6

ns−1で最大 (hKS = 3.43 ns−1)となる．さらにκinjを増加させるとKSエントロピー
は減少し，コンシステンシーが達成されると (κinj > 26.1 ns−1，図 5.13参照)ほぼ
一定となる．コンシステンシー領域におけるKSエントロピーの値は 0.85 ns−1であ
る．この値は単体のDriveレーザのKSエントロピーに相当する．したがってコン
システンシー状態のレーザシステム全体の複雑性は結合前と比較して小さくなるこ
とが分かる．
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図 5.14: Driveレーザから Responseレーザへの光注入強度 κinj を増加させた時の
KS entropy hKS (実線)およびKY dimension DKY (破線) を表している．

一方でKY次元の変化は図 5.14の破線に示されている．結合が無い時 (κinj = 0)，
レーザシステム全体のKY次元の値はDKY = 44.1である．この値はKSエントロ
ピーの場合と同様に単体の Driveレーザと ResponseレーザのKY次元にほぼ等し
い．しかしながらKSエントロピーの場合とは異なり，光注入強度 κinjの増加に対
してKY次元は増加しない (DKY = 46.7)．コンシステンシー領域ではKY次元は
結合が無い時の値よりも小さくなり (DKY = 16.3)，KSエントロピーと同様に単体
のDriveレーザのKY次元と等しくなる．

これらの結果を解釈するために，レーザシステム全体と単体のDriveレーザおよ
びResponseレーザのリアプノフスペクトラムの比較を行った．図 5.15(a)は光注入
強度 κinj を増加させた時のレーザシステム全体のリアプノフスペクトラムの変化
を示している．また比較のため，図 5.15(b)および (c)に単体のDriveレーザおよび
Responseレーザのリアプノフスペクトラムの変化をそれぞれ示している．図 5.15(b)

と (c)を重ねると図 5.15(a)と等しくなることが分かる．図 5.15(b)に見られるよう
にDriveレーザのリアプノフ指数は常に一定である．これは光結合がDriveレーザ
からResponseレーザへの一方向結合であり，Driveレーザのパラメータが変化しな
いためである．一方でResponseレーザのリアプノフ指数はコンシステンシー状態
となると (κinj > 26.1 ns−1)全て負になることが図 5.15(c)から分かる．この現象
は，DriveレーザとResponseレーザの時間ダイナミクスが異なっていたとしても，
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図 5.15: (a) Driveレーザから Responseレーザへの光注入強度 κinj を増加させた
時の 20個のリアプノフ指数の変化を表している．(b)，(c) それぞれDriveレーザ，
Responseレーザの 20個のリアプノフ指数の変化を表している．

ResponseレーザのダイナミクスがDriveレーザに支配されているため，全体の複雑
性がDriveレーザに支配されてしまうと解釈できる．それゆえにコンシステンシー
状態のKSエントロピーとKY次元は単体のDriveレーザの値と等しくなることが
分かる．
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5.3.4 リアプノフスペクトラム解析の数値計算結果 (光周波数差へ

の複雑性の依存性)

次にレーザ間の光周波数差∆f を変化させた時のコンシステンシーと複雑性の関
係について調査した．図 5.16(a)は∆fを変化させた時のResponse 1-2間の相互相関
関数C1,2(実線)，Drive-Response 1間の相互相関関数Cd,r(破線)，光注入後の光周波
数差∆finj(点線)の変化をそれぞれ表している．この時の光注入強度は κinj = 31.1

ns−1に固定されている．図 5.16(a)の実線に見られるように，−6.0 GHz < ∆f <

0.0 GHzの範囲でC1,2 ≈ 1となっていることから，この∆f の範囲でコンシステン
シーが達成されていることが分かる．またこの範囲において∆finjはほぼ 0であり，
インジェクションロッキングが達成されている．このようの光周波数差∆f はコン
システンシーの達成のために重要な役割を果たす．特に∆f < 0の領域でコンシス
テンシーが達成されており，コンシステンシーの達成領域は∆f について非対称と
なる．これは半導体レーザが比較的大きな線幅増幅係数 αを持つためである (本研
究では α = 3)．

図 5.16(b)はリアプノフスペクトラムから算出されたKSエントロピー (実線)お
よび KY次元 (破線)の変化を示している．KSエントロピーは∆f ≈ 9 GHzの時
に最大となる．図 5.16(b)の破線から複雑性の領域は 3つに分類することができる．
1つ目の領域はKSエントロピーが最も小さくなる−6.0 GHz < ∆f < 0.0 GHzの
領域であり，コンシステンシーが達成される領域である．この領域のKSエントロ
ピーは単体のDriveレーザの値と等しい．2つ目の領域は初期光周波数差∆f が比
較的大きな場合であり (∆f < −15.0 GHzや∆f > 10.0 GHz)，この範囲において
KSエントロピーは単体のDriveレーザとResponseレーザのKSエントロピーの和
に等しくなる．3つ目の領域はKSエントロピーが単体のDriveレーザとResponse

レーザの値の和を超える領域であり，コンシステンシー領域の外側の負の光周波数
差∆f ≈ −9.0 GHzの周辺である．これらの特性はKS次元についても観察できる
が，KY次元の場合，負の光周波数差において次元の増加はKSエントロピーほど
大きくはなかった．

図 5.16(c)は結合レーザシステム全体のリアプノフスペクトルの変化を示してい
る．最大リアプノフ指数 λ1は−15.0 GHz < ∆f < −6.0 GHzの範囲で増加するが，
他の領域ではほとんど一定である．図 5.16(c)のリアプノフスペクトラムは単体の
DriveレーザとResponseレーザのリアプノフスペクトルの和に相当している．コン
システンシー状態の時 (−6.0 GHz < ∆f < 0.0 GHz)，Responseレーザのリアプノ
フ指数に相当するリアプノフ指数は全て負になる．
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図 5.16: (a) 光周波数差∆f を変化させた時のResponse 1-2間の相互相関関数C1,2

(実線)，Drive-Response間の相互相関関数Cd,r (破線)，光注入後の光周波数差∆finj
(点線)の変化を表している．(b) KSエントロピー (実線)およびKY次元の変化を
表している．(c) 20個のリアプノフ指数の変化を表している．

5.3.5 2次元パラメータ空間におけるコンシステンシーと複雑性

次に光注入強度 κinjと光周波数差∆f の二次元パラメータ空間においてコンシス
テンシーと複雑性の関係について調査する．図 5.17(a)は κinj および∆f を変化さ
せた時のResponse 1-2間の相互相関関数C1,2の変化を表している．横軸は κinj，縦
軸は∆f をそれぞれ表し，コンシステンシー領域 (C1,2 ≈ 1)は黒色領域で表されて
いる．図 5.17(a)からコンシステンシー領域は高い光注入強度と負の光周波数差の
領域において得られることが分かる．図 5.17(b)は (a)に相当する光注入後の光周
波数差∆finjの変化を表している．図 5.17(b)において黒色領域は∆finj < 0.1 GHz
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図 5.17: (a) 光注入強度 κinj(横軸)および光周波数差∆f (横軸)を変化 させた時の
Response 1-2間の相互相関関数 C1,2の変化を表している．黒い領域は C1,2が大き
く，コンシステンシーが達成 されている．(b) 光注入後の光周波数差∆finjの変化
を表している． |∆finj| < 0.1 GHzの領域が黒色で表されている．

を表し，図 5.17(b)の黒色領域と (a)の黒色領域が概ね一致していることからコン
システンシー領域においてインジェクションロッキングが達成されていることが分
かる．

図 5.18(a)は光注入強度 κinj および光周波数差∆f を変化させた時のKSエント
ロピー hKS の値をグレースケールで表している．黒色領域は大きな KSエントロ
ピーが得られている範囲を表す．図 5.18(a)からKSエントロピーは 3つの領域に分
類できる．1つ目はKSエントロピーが小さくなる領域であり (図 5.18(a) の白色領
域)，コンシステンシー領域 (図 5.17(a)の黒色領域)に相当する．この時KSエントロ
ピーは単体のDriveレーザのKSエントロピーとほぼ等しくなっている (hKS = 0.86

ns−1)．2つ目はResponseレーザがコンシステンシーを示さないインジェクション
ロッキング領域の外側の領域である (図 5.18(a)の灰色領域)．この時 KSエントロ
ピーは単体のDriveレーザとResponseレーザのKSエントロピーの和とほぼ等しく
なる (hKS = 2.03 ns−1)．3つ目はコンシステンシー領域の境界付近の領域であり，
KSエントロピーが増加する領域である (図 5.18(a)の黒色領域)．この時のKSエン
トロピーの最大値は hKS = 4.37 ns−1であり，単体のDriveレーザとResponseレー
ザのKSエントロピーの和 (2.03 ns−1)の約 2倍程度となる．このKSエントロピー
の増加領域はインジェクションロッキング領域の境界付近に現れる．光周波数差∆f

に対するKSエントロピーの増加領域の非対称性は半導体レーザの線幅増幅係数に
よるものであると考えられる．
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図 5.18: 光注入強度 κinj(横軸)および光周波数差∆f(横軸) を変化させた時の (a)

KSエントロピー hKSおよび (b) KY次元DKY の変化を表している．

図 5.18(b)は光注入強度 κinj および光周波数差∆f の 2つのパラメータ空間にお
けるKY次元DKY の変化を表している．図 5.18(b)の白色領域は図 5.17(a)のコン
システンシー領域とほぼ同じ範囲であり，KY次元は小さな値となる．この時KY

次元は単体の Driveレーザの KY次元と等しくなる (DKY = 16.3)．またコンシス
テンシー領域の外側 (図 5.18(b)の灰色領域)では KY次元はDKY = 44.0となり，
単体の Driveレーザと Responseレーザの KY次元の和と等しくなる．KY次元の
増加領域は存在するが，KSエントロピーと比較してほとんど増加しない (最大で
DKY = 49.2)．

図 5.18(a)においてKSエントロピーが増加する要因を明らかにするために，戻
り光を持たない光結合半導体レーザにおいて時間ダイナミクスの変化を調査した．
Driveレーザおよび Responseレーザはどちらも戻り光を持たないため (κd,r = 0)，
単体では時間に対して一定の出力強度を示す．Driveレーザから出力された光を一
方向にResponseレーザに光注入し，光注入強度κinjと光周波数差∆fを変化させた
時のResponseレーザの時間ダイナミクスの変化を調査した．図 5.19は光注入強度
κinjおよび光周波数差∆fの 2つのパラメータ空間におけるResponseレーザのダイ
ナミクスの変化を表している．安定な一定の出力状態は”S”で表されており，この
状態はインジェクションロッキング領域において観測される．1周期振動”P1”はイ
ンジェクションロッキング領域の外側で観測される．1周期振動の周波数は光周波
数差∆fとほぼ一致する．”P2”や”C”で表されている 2周期やカオスはインジェク
ションロッキングの外側の境界付近で観測することができる．この 2次元パラメー
タ空間における時間ダイナミクスの分岐現象は，戻り光を持たない一方向に光結合
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図 5.19: 戻り光を持たない一方向結合された半導体レーザにおける Responseレー
ザのダイナミクスの変化を表している．横軸は光注入強度 κinj，縦軸は光周波数差
∆f である．図において Sは stable (安定状態，白色領域)，P1は period-1 (1周期，
灰色領域)，P2は period-2 (2周期あるいは高周期，濃い灰色領域)，Cは chaos (カ
オス，黒色領域) を表す．

された半導体レーザにおいてこれまでに報告されている．インジェクションロッキ
ングの境界付近における分岐現象は，Driveレーザによる Responseレーザの光周
波数の引き込みが弱く生じているためであると考えられる．強いインジェクション
ロッキングはResponseレーザの出力を一定の状態にしてしまうが，弱いインジェク
ションロッキングによる光周波数の引き込みの強さが時間的に変化することで，単
体の半導体レーザでは生じないダイナミクスが発生する．その結果として図 5.19に
おける”C”の領域が生じると考えられる．図 5.19の”C”の領域は図 5.18(a)で高い
KSエントロピーが得られるパラメータ領域に良く似ている．したがって図 5.18(a)

においてKSエントロピーが増加する要因として光周波数の引き込みは重要な役割
を果たしていると言える．このような一方向に結合されたシステムにおいて複雑性
が増加する現象は 2つの周波数 (つまり光キャリア振動と遅いカオス振動を示す包
絡線成分)を有するレーザに特有の現象であり，結合されたレスラーモデルやマッ
キーグラスモデルのような一般的な非線形ダイナミカルシステムにおいて観測され
ていない．
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5.3.6 考察

一方向に光結合された半導体レーザの複雑性をリアプノフスペクトラム解析に基
づき，KSエントロピーとKY次元を用いて評価し，コンシステンシー状態との関
係を調査した．光結合半導体レーザの複雑性はコンシステンシー状態に強く依存す
ることが分かった．コンシステンシーが達成されている時，レーザシステム全体の
複雑性は単体のDriveレーザとほぼ同じとなる．これに対してコンシステンシー状
態でなければレーザシステム全体の複雑性は単体の Driveレーザと Responseレー
ザの複雑性の和と等しくなる．しかしながらコンシステンシー領域の境界付近では
複雑性は増加した．この複雑性の増加現象は光結合半導体レーザシステム特有の性
質であり，他の非線形ダイナミカルシステムでは観測されていない [60]．複雑性の
増加はインジェクションロッキング領域付近で生じるDriveレーザによるResponse

レーザの光周波数の弱い引き込みが要因であると考えられ，これは図 5.19に示され
る結合による時間ダイナミクスの変化と同じ要因である．これに対して強い光注入
により Responseレーザの光周波数が Driveレーザの光周波数によりロッキングさ
れコンシステンシー状態となると，システム全体の複雑性は単体のDriveレーザに
より支配されてしまう．この複雑性増加現象は高速物理乱数生成における物理エン
トロピー生成源として半導体レーザを用いる際に有用である．加えて，これらの知
見は半導体レーザを用いたリザーバコンピューティングや物理的一方向性関数への
応用に有用である．

コンシステンシーの概念は一般化同期に関係づけられる．一般化同期はDriveレー
ザとResponseレーザの関数関係として定義されるが，一方でコンシステンシーは
繰り返し入力された複雑信号に対する非線形ダイナミカルシステムの再現性として
定義される．しかしながら一般化同期は結合されたダイナミカルシステムについて
考えられる現象であり，コンシステンシーは単体のシステムに適用可能な概念であ
る．一般化同期はResponseシステムの全てのリアプノフ指数が負となる時に達成
される．それゆえに一般化同期状態の下でシステム全体の複雑性は低くなると考え
られる．この推測は複雑性とコンシステンシーに関する我々の数値計算結果と一致
している．

半導体レーザの物理的一方向性関数への応用のためには高い複雑性とコンシステ
ンシーの達成が必要となる．我々の結果から，コンシステンシーが達成されると複
雑性は低下し，単体のDriveレーザの複雑性とほぼ等しくなることが分かった．それ
ゆえに物理的一方向性関数の実装のために，ResponseレーザではなくのDriveレー
ザの複雑性を増加させることが重要である．

また戻り光を有する結合半導体レーザはリザーバコンピューティングへの応用が
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期待されている．結合半導体レーザの複雑性や次元はリザーバコンピューティング
における情報処理能力の評価につながるため重要である．本研究で用いる複雑性や
次元の評価方法はリザーバコンピューティングの応用のために必要となる．

5.4 まとめ

本章では一方向に結合されたダイナミカルシステムにおいてコンシステンシーの
有無とリアプノフスペクトラム解析により定量化された複雑性の関係性について調
査した．まず一般的な非線形ダイナミカルシステムであるレスラーモデルと時間遅
延ダイナミカルシステムであるマッキーグラスモデルにおいて調査を行った．これ
らの２つのシステムにおいて，1つのDriveシステムから出力された信号を 2つの
Responseシステムに一方向に入力することを行い，2つのResponseシステムの出
力の相関関係からコンシステンシーの有無を調査した．どちらのシステムにおいて
も Drive-Response間の結合強度を増加させることによりコンシステンシーが達成
された．この時の結合システムの複雑性をリアプノフスペクトラム解析により定量
化されたエントロピーと次元により評価すると，コンシステンシー状態である時に
複雑性が低下し，Driveシステム単体の複雑性とほぼ一致することが分かった．

また本章において一方向に光結合された戻り光を有する半導体レーザにおける
応答のコンシステンシーを調査し，リアプノフスペクトラム解析により光結合レー
ザシステムの複雑性を評価した．その結果，レーザシステム全体の複雑性がコンシ
ステンシー状態に依存して 3つの領域に分類されることが分かった．コンシステン
シー状態である時，システム全体 (DriveとResponse)の複雑性は単体のDriveシス
テムの複雑性と等しくなる．コンシステンシー状態でない時，レーザシステム全体
の複雑性はDriveとResponseシステムの複雑性の和と等しくなる．しかしながらコ
ンシステンシー領域の境界付近ではシステム全体の複雑性が増加することが分かっ
た．この現象は光結合により弱いインジェクションロッキングが生じるためである
と考えられる．このようにコンシステンシー状態により複雑性が大きく変化するこ
とが分かった．この結果は物理的一方向性関数やリザーバコンピューティングへの
結合半導体レーザの応用において複雑性の評価のために有用であると考えられる．
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第6章 時間遅延システムにおける有
限時間リアプノフ指数の算出
手法の提案

非線形ダイナミカルシステムの状態空間におけるアトラクタ上の局所的な安定
性を調査するための方法の一つとして，有限時間リアプノフ指数が提案されている
[31, 32, 35]．有限時間リアプノフ指数は，状態空間の基準軌道に与えられた無限小
の揺らぎの有限時間における指数関数的な拡大率を表す．有限時間リアプノフ指数
は局所的リアプノフ指数としても知られている [33, 93]．また類似した量として，有
限サイズリアプノフ指数が提案されている [94]．一般的に用いられているリアプノ
フ指数はカオスアトラクタを覆うために時間的あるいは空間的に平均化される．し
かしながらリアプノフ指数の収束は一般的にかなり遅いことが分かっている [95]．
そのような場合，システムの状態空間においてカオスや周期状態が共存しているこ
とがある．このような局所的な構造を定量化するために一般的なリアプノフ指数は
適しておらず，有限時間リアプノフ指数を用いることでアトラクタの構造をより詳
しく調べることができる．この有限時間リアプノフ指数を用いた解析はカオスの分
類 [34, 96]やカオス制御 [25]，物理乱数生成 [5]に応用することができる．特に戻り
光を有する半導体レーザを用いた高速物理乱数生成において，状態空間の位置に依
存して不安定性が異なる時，不安定性が最も低くなる状態空間においてランダム性
の低い乱数が生成されてしまう可能性がある．それゆえに有限時間リアプノフ指数
の確率分布が平均のリアプノフ指数よりも重要となる．

しかしながら時間遅延ダイナミカルシステムにおける有限時間リアプノフ指数の
算出例はこれまでにほとんど報告されていない．文献 [97, 98]では完全同期を用い
ることで時間遅延ダイナミカルシステムにおいて有限時間リアプノフ指数の算出を
行っている．しかしながら戻り光を有する半導体レーザは完全同期の実験的な達成
が困難であるため適用できない．また微小揺らぎの時間発展を直接に調査している
わけではないため，その精度には限界がある．数値モデルの線形化方程式を用いる
ことで，より正確な有限時間リアプノフ指数を算出することが可能であると考えら
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れる．しかしながらこれまでに時間遅延ダイナミカルシステムにおいて線形化方程
式を用いた有限時間リアプノフ指数の算出方法は提案されていない．

そこで本章では時間遅延ダイナミカルシステムおける有限時間リアプノフ指数の
算出方法を提案し，戻り光を有する半導体レーザモデルに対して本手法を適用する．

6.1 時間遅延ダイナミカルシステムにおける有限時間リ
アプノフ指数の算出手法

n次元状態変数 x = (x1, x2, · · · , xn)† (†は転置を表す)を持つ時間遅延ダイナミ
カルシステムを以下のように表す．

dxj(t)

dt
= fj(x(t),x(t− τ)), for j = 1, 2, · · · , n (6.1)

ここでx(t− τ)は時間遅延変数，τ は遅延時間を表す．時間遅延を有するダイナミ
カルシステムの状態空間は遅延時間 τ 内の全ての状態変数により構成される．し
かしながら状態が連続であるため，状態空間は理論的に無限次元である．そこで
微小時間 h = τ/M を用いて離散化することにより，M + 1個の状態変数 x(t)か
らなるシステムとしてその状態を近似する [36]．この時，M + 1個の x(t)からな
る新しい状態変数 y(t) = (x†(t),x†(t − h),x†(t − 2h), . . . ,x†(t − Mh))† を考え
る．y(t)から y(t + h)への写像は新しい状態変数 x(t + h)の生成と他の状態変数
(x(t),x(t− h),x(t− 2h), . . . ,x(t−Mh))のシフト操作を意味する．

y(t+ h) = F (y(t)) (6.2)

このような写像を考えることにより，有限時間リアプノフ指数の算出が可能となる．
過去の文献では，時間遅延ダイナミカルシステムの時間単位を遅延時間として考え
ているために，有限時間リアプノフ指数の算出を困難にしていた [36]．しかしなが
ら y(t)から y(t+ h)への写像を考えることにより，h間隔における有限時間リアプ
ノフ指数を算出することができる．

リアプノフ指数を算出するために，基準軌道 x̄に与えられた無限小の揺らぎ δx =

(δx1, δx2, · · · , δxn)を考える．モデル方程式 (6.1)を線形化することにより，δxの発
展方程式は以下のように表される．

dδx(t)

dt
= J tδx(t) + J t−τδx(t− τ) (6.3)

131



式 (6.3)において行列J tの i-j要素は∂fi/∂xj(t)であり，J t−τの i-j要素は∂fi/∂xj(t−
τ)である．また右辺の第 2項は時間遅延を表す．遅延時間 τを微小時間hにより離散
化することにより，M +1個の δxからなる新しい状態変数 δy(t) = (δx†(t), δx†(t−
h), δx†(t− 2h), . . . , δx†(t−Mh))†を考える．δyの時間発展は式 (6.2)を線形化する
ことにより得られる以下の方程式で表される．

δy(t+ h) = DF (y(t))δy(t) (6.4)

ここでDF はF のN(M +1)×N(M +1)ヤコビ行列である．式 (6.3)は時間遅延項
を持つため，ヤコビ行列を導出することができないが，式 (6.2)の写像を考えること
で，ヤコビ行列DF を考えることができる．リアプノフ指数を算出するために，初
期変位 δy(0)を δy(t) = Y (t)δy(0)に写像する行列 Y (t)を考える．ここで Y (t)は
DF の行列積に相当する (Y (t) = DF (y(t − h))DF (y(t − 2h)) · · ·DF (y(0)))．こ
の時，平均のリアプノフ指数は行列 limt→∞[Y †(t)Y (t)]1/(2t)の固有値の対数として
得ることができる [30, 37, 38, 40]．一方で本研究では平均のリアプノフ指数ではな
く有限時間リアプノフ指数を算出したい．有限時間リアプノフ指数は有限時間Lを
用いると，[Y †(L)Y (L)]1/(2L)の固有値の対数として得ることができる．ヤコビ行列
DF はオイラー法などを用いて式 (6.3)を離散化することにより得ることができる
が，数値誤差が大きくなるため，式 (6.1) と (6.3)を数値積分することによりDF を
求める必要がある．また実際の数値計算では計算過程においてQR分解などを用い
て直交化と規格化を行う必要がある [30, 37, 38]．

行列 Y を用いることでN(M + 1)個のリアプノフ指数を算出することができる
が，本章では最大の有限時間リアプノフ指数のみの算出を行う．この場合，1組の
初期状態 y(0)および δy(0)について式 (6.1)と (6.3)を数値積分することで，δy(t)
の発展を調べ，δy(t)のノルム d(t)を計算する．

d(t) = ||δy(t)|| =

√√√√ N∑
j=1

M∑
i=0

|δxj(t− ih)|2 (6.5)

有限時間L = kh(kは整数，hは数値計算の刻み時間幅)についての有限時間リアプ
ノフ指数は次のように定義することができる．

λf (L) =
1

L
ln
d(t+ L)

d(t)
=

1

kh

k∑
j=1

ln
d(t+ jh)

d(t+ (j − 1)h)
(6.6)

数値計算において δx(t)を計算ごとに規格化する必要があることに注意する．2個
以上の有限時間リアプノフ指数を計算する場合，計算したい有限時間リアプノフ指
数の数だけ δy(0)を用意し，式 (6.3)を用いて数値積分を行い，QR分解などを用い
て直交化と規格化を行う．
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6.2 マッキーグラスモデルの有限時間リアプノフ指数

良く知られた一般的な時間遅延ダイナミカルシステムとしてマッキーグラス (Mackey-

Glass)モデルが挙げられる [36, 91]．これは白血球細胞の生成をモデル化するため
に提案されたモデルであり，非線形な時間遅延項を持つシステムである．マッキー
グラスモデルは時間遅延を持つ比較的簡単なシステムであるため，時間遅延ダイナ
ミカルシステムの研究に良く用いられる [67, 99–101]．そこで本節において有限時
間リアプノフ指数の算出例としてマッキーグラスモデルを用いる．

6.2.1 マッキーグラスモデル

マッキーグラスモデルは次のように記述される時間遅延ダイナミカルシステムで
ある [36, 91]．

dx(t)

dt
=

ax(t− τ)

1 + xb(t− τ)
− cx(t) (6.7)

式 (6.7)の右辺の第１項は時間遅延の項であり，x(t− τ)は遅延時間 τ だけ遅れた変
数を表す．a，b，cは固定パラメータであり，本研究ではそれぞれ a = 2，b = 10，
c = 1とする．また数値計算において式 (6.7)を解くために 4次のRunge-Kutta法を
使用し，数値計算の時間刻み幅は h = 0.02とする．

6.2.2 マッキーグラスモデルの有限時間リアプノフ指数の算出結果

マッキーグラスモデルの有限時間リアプノフ指数の算出結果を示す．図 6.1(a)お
よび (b)はそれぞれマッキーグラスモデルの x(t) の時系列およびアトラクタ上の有
限時間リアプノフ指数の値を色で表した図である．アトラクタは縦軸を x(t)，横軸
を時間遅延変数 x(t− τ)とした状態空間上の軌道を示している．有限時間リアプノ
フ指数を算出するために使用した有限時間は L = h = 0.02である．またこの時の
平均の最大リアプノフ指数は λmax = 0.058であり，λmax > 0であることからダイ
ナミクスはカオスとなっている．図 6.1において色が濃い領域は有限時間リアプノ
フ指数が高いことを表す．図 6.1(a)において時間的に色の濃さが変化していること
から，有限時間リアプノフ指数が時間的に異なることが分かる．また図 6.1(b)にお
いて x(t− τ) ≈ 1の付近に特に色が濃い領域が多く現れていることが分かる．以上
から有限時間リアプノフ指数の値は時間的，空間的に異なる値を持つ．これは状態
空間の位置に依存して不安定性が異なることを表す．また特に図 6.1(b)から有限時
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図 6.1: マッキーグラスモデルの (a)時系列および (b)アトラクタ．アトラクタは縦
軸が x(t)，横軸が x(t− τ)の状態空間上の軌道が示されている．またそれぞれの図
において有限時間リアプノフ指数の値が色で表されている．濃い色は有限時間リア
プノフ指数が高いことを表す．この時の遅延時間は τ = 5であり，有限時間リアプ
ノフ指数の算出のために用いられる有限時間は L = 0.02である．一方で平均の最
大リアプノフ指数は λmax = 0.058であり，ダイナミクスがカオスである．

間リアプノフ指数が高い値が現れる状態空間の位置が偏ることから，有限時間リア
プノフ指数がアトラクタの構造 (安定多様体や不安定多様体)の特徴を表していると
考えられる．

次に図 6.2に有限時間リアプノフ指数の確率分布を示す．図 6.2(a)は図 6.1と同
じ有限時間 L = 0.02を用いて計算された有限時間リアプノフ指数の確率分布であ
る．有限時間リアプノフ指数の分布範囲は−1.5 < λf < 1.5程度であり，平均の最
大リアプノフ指数 λmax = 0.058と比べて非常に大きな値が得られていると共に，負
の有限時間リアプノフ指数も得られていることが分かる．このように平均の最大リ
アプノフ指数が正であっても有限時間リアプノフ指数が負，つまり安定な軌道が存
在することが分かる．さらに有限時間Lを増加させた時の有限時間リアプノフ指数
の確率分布の変化が図 6.2(b)に示されている．図 6.2(a)と (b)において横軸の範囲
が異なることに注意する．図 6.2(b)では L = 1，5 (= τ)，100 (> τ)の時の有限時
間リアプノフ指数の確率分布が示されている．有限時間Lを増加させることで確率
分布の幅が狭くなることが分かる．また L = 1 (< τ)の場合，確率分布の頂点は
0付近に存在していたのに対し，L = 5，100と Lを増加させると確率分布の頂点
が移動していることが分かる．この時の頂点の値は 0.058であり平均の最大リアプ
ノフ指数の値と等しい．有限時間リアプノフ指数の算出において大きな有限時間L

を用いることは軌道上の安定性を長い時間で平均化することを意味する．有限時間
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図 6.2: マッキーグラスモデルの有限時間リアプノフ指数の確率分布．(a)は有限時
間L = 0.02の場合を表している．また (b)は有限時間Lを変化させた時の確率分布
の変化を表しており，L = 1，5 (= τ)，100の場合が示されている．(a)は図 6.1と
同じLが用いられている．この時の遅延時間は τ = 5である．平均の最大リアプノ
フ指数は λmax = 0.058である．

Lが小さい場合 (図 6.2(a))，有限時間リアプノフ指数の確率分布は 0付近が最も多
く，そのため有限時間Lを増加させると平均化により確率分布の幅が狭くなる．特
に図 6.2(b)の有限時間L = 100の場合は図 6.1(a)の時系列の時間 0から 100までの
範囲の有限時間リアプノフ指数を平均化したことに相当する．しかしそれでも有限
時間リアプノフ指数の分布範囲は−0.01から 0.13程度であり，最大リアプノフ指数
λmax = 0.058の 2倍以上の大きさの有限時間リアプノフ指数が得られている．

有限時間Lの変化に対する有限時間リアプノフ指数の確率分布の変化を詳細に調
査するために，有限時間リアプノフ指数の標準偏差の調査を行った．図 6.3は有限
時間Lの変化に対する有限時間リアプノフ指数の標準偏差の変化を表した図である．
縦軸と横軸をどちらも対数で表示していることに注意する．また図 6.3において遅
延時間 τ = 5, 10, 20の場合について示されている．いずれの遅延時間の場合におい
ても有限時間リアプノフ指数の標準偏差は有限時間Lの増加に対して減少すること
が分かる．特に図 6.3のように両対数プロットにおいてほぼ線形に減少しているよ
うに見えることから，有限時間リアプノフ指数の標準偏差は有限時間Lの増加に対
してべき乗則を持つと考えられる．ここで図 6.3の 3つの遅延時間の場合に対して
最小二乗法により標準偏差にべき乗近似 cL−p (ここで cは定数，pはべき指数)を行
うと，τ = 5, 10, 20のそれぞれに対して p = 0.48, 0.50, 0.51が得られる．時間遅延
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図 6.3: 有限時間Lを変化させた時の有限時間リアプノフ指数の標準偏差の変化．縦
軸と横軸はどちらも対数表示されている．遅延時間 τ = 5，10，20の 3つの場合に
ついて示されている．図に示されている有限時間Lの全ての範囲において最小二乗
法により標準偏差にべき乗近似 cL−pを行うと，それぞれの遅延時間 τ = 5，10，20

に対してべき指数 p = 0.48，0.50，0.51が得られる．

変数を持たないシステムの場合，有限時間リアプノフ指数の標準偏差のべき乗近似
により得られる指数は 0.5 < p < 1.0であり [31]，時間遅延システムにおいても同様
の結果が得られることが分かった．しかし時間遅延システムの場合，図 6.3で観察
されるようにL = τ の時に標準偏差の変化に歪みが存在する．この歪みは図 6.2(b)

のL = 1からL = 5 (= τ)のように，有限時間Lを増加させた時に確率分布の頂点
が 0から λmax = 0.058の位置に変化するために生じる．有限時間Lを遅延時間 τ よ
りも小さな値から大きな値にを変化させることで確率分布の形状が変化し，これが
図 6.3の L = τ における歪みとして現れる．

時間遅延ダイナミカルシステムにおいて，遅延時間 τ に対するダイナミクスの依
存性は重要である．マッキーグラスモデルの平均の最大リアプノフ指数 λmaxは一
般的に 1/τ のオーダーとなる [36, 102]．これに対して本節では遅延時間 τ に対する
有限時間リアプノフ指数の確率分布および標準偏差の変化を調査する．図 6.4は遅
延時間 τを変化させた時の有限時間リアプノフ指数の確率分布の変化を示している．
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図 6.4: 遅延時間 τ を変化させた時の有限時間リアプノフ指数の確率分布の変化を
表している．(a)，(b)はそれぞれ有限時間がL = 1，200の場合が示されている．ま
たそれぞれの図において 3つの遅延時間 τ = 10, 20, 40の時の確率分布が示されて
いる．それぞれの遅延時間 τ = 10, 20, 40 の時の平均の最大リアプノフ指数 λmaxは
0.036，0.019，0.010である．

図 6.4(a)，(b)において有限時間LはそれぞれL = 1，200である．これらの 2つの
図の横軸のスケールが異なることに注意する．図 6.4(a)のように有限時間Lが小さ
い場合 (L = 1 < τ)，有限時間リアプノフ指数の確率分布は 0付近に頂点を持ち，広
い分布範囲となる．一方で遅延時間 τ を τ = 10, 20, 40と増加させると，確率分布
の頂点の位置は変化しないが，頂点付近以外の有限時間リアプノフ指数の分布が減
少している．また頂点付近の確率分布は増加する．これに対して図 6.4(b)のように
有限時間 Lが大きな場合 (L = 200 > τ)の場合，L = 1の場合とは異なり確率分布
のピークは最大リアプノフ指数に位置し，有限時間リアプノフ指数は狭い範囲に分
布する．遅延時間 τ を増加させるとピーク位置の分布が増加し分布の幅は減少して
いる．この変化はL = 1の場合と同様であるが，L = 200の場合にはピーク位置が
移動する点が異なる．L = 200における確率分布のピーク位置は平均のリアプノフ
指数の値とほぼ一致している．

図 6.5は遅延時間 τ に対する有限時間の標準偏差の変化を表しており，図の縦軸，
横軸は共に対数で表示されている．図 6.5の L = 1の場合，両対数プロットにおい
てほぼ直線で有限時間リアプノフ指数の標準偏差が減少していることから，遅延時
間 τ に対してべき乗則が存在していると考えられる．ここでL = 1の時の有限時間
リアプノフ指数の標準偏差に対して最小二乗法により遅延時間 τ のべき乗近似 cτ−q
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図 6.5: 遅延時間 τ を変化させたときの有限時間リアプノフ指数の標準偏差の変化．
4つの有限時間L = 1, 10, 50, 200の場合について示されている．L = 1の場合につい
て最小二乗法により図に示されている遅延時間の範囲でべき乗近似 cτ−qを行うと，
べき指数 q = 0.51が得られる．L = 10に対して100 ≤ τ ≤ 1000の範囲でべき乗近似
を行うと q = 0.50が得られる．L = 50の場合，10 ≤ τ ≤ 50および 200 ≤ τ ≤ 1000

の 2つの範囲に対してべき乗近似を行うと，それぞれ q = 0.59，0.46が得られる．
L = 200の場合，200 ≤ τ ≤= 1000 の範囲でべき乗近似を行うと q = 0.54が得ら
れる．

(cは定数，qはべき指数)を行うと，q = 0.51が得られる．一方で他の有限時間 L

の場合については図 6.5で示されている遅延時間 τ の全ての範囲において直線とは
ならない．これは図 6.3で述べたように遅延時間 τ と有限時間Lの大小関係により
有限時間リアプノフ指数の確率分布の形状が変化するためである．しかしながら図
6.5において τ ≈ L付近を除くと有限時間リアプノフ指数の標準偏差の変化はほぼ
直線となっている．L = 10の場合，100 ≤ τ ≤ 1000の範囲では標準偏差の変化が
ほぼ直線であり，べき乗近似を行うとべき指数 q = 0.50が得られる．また L = 50

の場合，10 ≤ τ ≤ 50および 200 ≤ τ ≤ 1000の 2つの範囲に対してべき乗近似を行
うと，それぞれに対してべき指数 q = 0.59と 0.46が得られる．最後に L = 200の
場合，10 ≤ τ ≤ 200の範囲に対してべき乗近似を行うとべき指数 q = 0.54が得られ
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る．以上に示したように有限時間リアプノフ指数の標準偏差は遅延時間に対しても
べき乗則を有することが本研究により初めて明らかとなった．さらにべき乗則 τ−q

のべき指数は q ∼ 0.5であることが分かった．また遅延時間と有限時間の大小関係
により有限時間リアプノフ指数の確率分布の形状が変化するが，図 6.5のL = 50の
場合において遅延時間 τ が大きな場合と小さな場合のどちらにおいても標準偏差は
遅延時間 τ の増加と共にほぼ直線で減少するため，どちらの形状においても標準偏
差はべき乗則を有することが明らかとなった．

6.3 戻り光を有する半導体レーザの有限時間リアプノフ
指数

前節では時間遅延ダイナミカルシステムの有限時間リアプノフ指数の算出例とし
てマッキーグラスモデルを用いた．本節では戻り光を有する半導体レーザにおいて
同様の解析を行う．

6.3.1 戻り光を有する半導体レーザモデル

本節で用いる戻り光を有する半導体レーザの数値モデルを示す．本節では第 3章
で導出した無次元化され，複素電界を実部と虚部に分離した Lang-Kobayashi方程
式 (3.91)–(3.93)を用いる．以下にLang-Kobayashi方程式 (3.91)–(3.93)を再度示す．

dere(t)

dt
=

[
ge(n(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
− γe

]
(ere(t)− αeim(t))

+ κe[ere(t− τ ′) cos(ωτ) + eim(t− τ ′) sin(ωτ)] (6.8)

deim(t)

dt′
=

[
ge(n(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
− γe

]
(αere(t) + eim(t))

+ κe[−ere(t− τ ′) sin(ωτ) + eim(t− τ̂) cos(ωτ)] (6.9)

dn(t)

dt′
= γn(nth

J

Jth
− n(t))

− gn(n(t
′)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
(e2re(t) + e2im(t)) (6.10)
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Symbols Parameter Value

GN Gain coefficient 8.40× 10−13m3s−1

N0 Carrier density at transparency 1.40× 1024m−3

τp Photon lifetime 1.927× 10−12s

τs Carrier lifetime 2.04× 10−9s

τin Roundtrip time in internal cavity 8.0× 10−12s

r2 Reflectivity of laser facet 0.556

r3 Reflectivity of laser facet 0.04

J/Jth Normalized injection current 1.36

L External cavity length 0.3 m

α Linewidth enhancement factor 3.0

λ Optical wavelength 1.537× 10−6 m

c Speed of light 2.998× 108 ms−1

τ Roundtrip time inexternal caity (feedback delay

time)

2.001× 10−9 s

Nth Carrier density at threshold 2.018× 1024m−3

Jth Injection current at threshold 9.892× 1032m−3s−1

ω Optical angular frequency 1.215× 1015s−1

ϵ Gain saturation coefficient 2.0× 10−23

表 6.1: 本節の数値計算で使用するレーザパラメータ

ere，eim，nは無次元化定数 Ā，N̄ により無次元化された無次元量であり，電界実
部Ere，電界虚部Eimおよびキャリア密度NとEre = Āere，Eim = Āeim，N = N̄n

という関係を持つ．無次元化定数は第 3章の式 (3.80)のように，戻り光を持たない
半導体レーザの定常解を用いて定義されている．方程式中の定数 ge，gn，γe，γn，
n0，nthは第 3章の式 (3.76)として定義されている．また式 (6.8)および (6.9)の右
辺第 2項の κeは時間 t′ = 10−9で規格化された戻り光強度を表し，次のように定義
される．

κe = t′κ =
1

τin

(1− r22)r3
r2

(6.11)

戻り光強度 κは外部鏡反射率 r3を変えることにより変化させる．本章で用いるレー
ザパラメータを表 6.1に示す．また半導体レーザの出力強度 Iは電界実部 ereと電界
虚部 eimから I = e2re + e2imとして計算される．
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6.3.2 Lang-Kobayashi方程式の線形化

戻り光を有する半導体レーザに対して有限時間リアプノフ指数を算出するため
に，Lang-Kobayashi方程式 (6.8)–(6.10)を線形化する．状態空間において，基準と
なる軌道に対する微小揺らぎ δere(t) = ēre(t) − ere(t)，δeim(t) = ēim(t) − eim(t)，
δn(t) = n̄(t)− n(t)を考える．ここで ēre(t)，ϕ̄im(t)，n̄(t)はそれぞれ電界実部，電
界虚部，キャリア密度の基準軌道に対して微小揺らぎを与えられた軌道を表す．微
小揺らぎ δere(t)，δeim(t)，δn(t)に対して Lang-Kobayashi方程式を線形化すると，
以下の方程式が得られる [3, 36]．

dδx(t)

dt
= J t [x(t)] δx(t) + J t−τ [x(t− τ)] δx(t− τ) (6.12)

ここでx(t) = (ere(t), eim(t), n(t))
†，δx(t) = (δere(t), δeim(t), δn(t))

†であり，†は転
置を表す．J tおよびJ t−τ はそれぞれ時間 tと t− τ の変数xの偏微分により得られ
る 3 × 3係数行列である．線形化方程式の詳細については第 4章の第 4.3節で述べ
られている．

6.3.3 有限時間リアプノフ指数の数値計算結果

図 6.6(a)にレーザ強度の時系列を示す．時系列が不規則な振動をしており，この
時の平均の最大リアプノフ指数を計算すると，正の値 (λmax = 1.09 ns−1)が得られ
ることから，ダイナミクスがカオスとなっている．図 6.6(b)はレーザの光周波数と
キャリア密度の状態空間におけるアトラクタを示している．

図6.6(b)のアトラクタ上に有限時間リアプノフ指数をプロットした結果を図6.7(a)

に示す．有限時間リアプノフ指数を計算するために，図6.7において有限時間L = 0.1

nsが用いられている．有限時間リアプノフ指数の大きさが色で表されており，色が
濃い領域は高い有限時間リアプノフ指数が得られていることを表す．図 6.7(a)から
アトラクタの位置に依存して有限時間リアプノフ指数の値が異なることが分かる．
特に高い有限時間リアプノフ指数が縞状に現れていることが確認できる．この有限
時間リアプノフ指数の確率分布が図 6.7(b)に示されている．最も大きな有限時間リ
アプノフ指数は 40 ns−1程度であり，平均のリアプノフ指数 (λmax = 1.09 ns−1)と
比較して非常に大きな値であることが分かる．また負の有限時間リアプノフ指数も
得られており，状態空間の一部の領域では軌道が安定であることも確認できる．し
かしながら確率分布のピークは 0の位置に存在し，多くの有限時間リアプノフ指数
は 0である．
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図 6.6: (a) レーザカオスの時系列および (b) アトラクタ．アトラクタは光周波数の
基準周波数 f = ω/(2π)からの差 (横軸)とキャリア密度 (縦軸)の状態空間上に写像
されている．光周波数の基準周波数からの差は遅延時間 τ における光位相の変化量
から算出されている．
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図 6.7: (a)図 6.6(b)の状態空間における有限時間リアプノフ指数を表している．(b)

有限時間リアプノフ指数の確率分布を表している．有限時間リアプノフ指数を算出
するために有限時間 L = 0.1 nsが用いられている．

次に有限時間Lを変化させた時の有限時間リアプノフ指数の確率分布の変化を図
6.8に示す．有限時間Lを増加させることは，有限時間リアプノフ指数をより長い軌
道で平均化することを意味する．図 6.8では 3つのL(L < τ，L = τ，L > τ)を用い
た結果が示されている．有限時間Lを増加させると，有限時間リアプノフ指数の確
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図 6.8: 有限時間 Lを増加させた時の有限時間リアプノフ指数の確率分布の変化を
表している．それぞれ実線はL = 0.1 ns(L < τ)，破線はL = 2 ns (L = τ)，点線は
L = 10 ns (L > τ)を用いている．この時の遅延時間は τ = 2 nsである．

率分布の幅が狭くり，確率分布の形がガウス分布に近づいている．また確率分布の
頂点は L = 0.1 nsの時に λf = 0 ns−1に位置していたのに対し，L = 2 ns，L = 10

nsと増加させるつにつれて頂点が移動している．L = 10 nsの時，確率分布の頂点
は λf = 0.95 ns−1であり，平均のリアプノフ指数 λmax = 1.09 ns−1に近い．このよ
うに有限時間Lを変化させることで有限時間リアプノフ指数の確率分布は大きく変
化する．特にLを増加させると確率分布の形がガウス分布に近づくことから，有限
時間リアプノフ指数は中心極限定理に従うことが分かる．

有限時間 Lを変化させることで有限時間リアプノフ指数の確率分布の形が大き
く変化することが分かった．有限時間Lへの確率分布の依存性を定量的に評価する
ために，有限時間リアプノフ指数の標準偏差の算出を行った．図 6.9に有限時間 L

を変化させた時の有限時間リアプノフ指数の標準偏差の変化を示す．図 6.9の縦軸，
横軸は共に対数表示されている．

これまでに時間遅延ダイナミカルシステムでないシステムにおいて有限時間の増
加に対する有限時間リアプノフ指数の標準偏差の変化について調査が行われている
[31]．時間遅延ダイナミカルシステムでない場合，有限時間リアプノフ指数の標準偏
差はべき乗則に従い，有限時間Lの増加に対してL−pの速さで減少する．ここで指
数 pはおおむね 0.5 ≤ p ≤ 1.0となることが知られている [31]．図 6.9において両対
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図 6.9: 有限時間T を増加させた時の有限時間リアプノフ指数の標準偏差の変化を表
している．縦軸，横軸共に対数で表示されている．遅延時間 τ = 1 (実線)， τ = 20

(破線)の場合について示されており，それぞれの場合についてべき乗近似を行うと，
指数部 0.46および 0.42が得られる．

数表示における標準偏差の変化がほぼ直線となっていることから，時間遅延ダイナ
ミカルシステムにおいても有限時間の増加に対して，標準偏差はべき乗則 (cL−p)で
減少することが分かる．ここで図 6.9に対してべき乗近似を行うと，遅延時間 τ = 1

ns，20 nsのそれぞれに対して p = 0.46，0.42となった．このように戻り光を有す
る半導体レーザにおいて時間遅延を持たないシステムと同様に有限時間リアプノフ
指数のべき乗則が観測されることが分かった．

次に戻り光の遅延時間 τ への有限時間リアプノフ指数の確率分布の依存性を調
査した．時間遅延ダイナミカルシステムにおいて最大リアプノフ指数は遅延時間に
関係づけられることが知られている [102]．図 6.10(a)，(b)はそれぞれ有限時間が
L = 0.1 nsおよび L = 20 nsの時の有限時間リアプノフ指数の確率分布であり，遅
延時間 τ への確率分布の依存性を示している．L = 0.1 nsの場合 (図 6.10(a))，確
率分布は λf = 0にピークを持ち，広い範囲に有限時間リアプノフ指数がの分布す
る．確率分布は λf = 0を中心に非対称であり，正の有限時間リアプノフ指数に多
く偏っている．このため最大リアプノフ指数は正となる．遅延時間 τ を増加させる
と，確率分布のピーク位置は変化しないが，正および負の有限時間リアプノフ指数
の分布は共に減少している．一方で τ の増加に対して λf = 0の分布は増加してい
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図 6.10: 遅延時間 τ を変化させた時の有限時間リアプノフ指数の確率分布の変化を
表している．有限時間 L = 0.1 ns，(b)有限時間 L = 20 nsの場合について示され
ている．それぞれの図において実線は τ = 2 ns，破線は τ = 12 nsの遅延時間が用
いられている．

る．このため遅延時間を増加させると最大リアプノフ指数が減少する．L = 20の
場合 (図 6.10(b))，L = 0.1の場合とは異なり確率分布のピークは最大リアプノフ指
数に位置し，図 6.10(a) と比較して有限時間リアプノフ指数の分布範囲は狭い．遅
延時間 τ を増加させるとピーク位置の分布が増加し分布の幅は減少している．この
点ついてはL = 0.1の場合と同様であるが，L = 20の場合にはピーク位置が移動す
る点が大きな違いである．

次に図 6.11に遅延時間 τ に対する有限時間リアプノフ指数の標準偏差の変化を
示す．図の縦軸，横軸は共に対数で表示されている．L = 1に関して，有限時間リ
アプノフ指数の標準偏差は遅延時間 τ の増加に対して減少していることが分かる．
特に両対数表示においてほぼ直線であることから，有限時間リアプノフ指数の標準
偏差は遅延時間に対してもべき乗則を持つことが分かった．L = 1の直線に対して
cτ−qとしてべき乗近似を行うと，q = 0.13が得られた．しかしながら L = 200 ns

の場合，遅延時間 τ を変化させても有限時間リアプノフ指数の標準偏差はほとんど
変化していない．このように有限時間リアプノフ指数の標準偏差の遅延時間 τ への
依存性は，有限時間 Lにより異なることが分かった．

マッキーグラスモデルの場合，遅延時間の増加に対する有限時間リアプノフ指数
の標準偏差におけるべき指数の値は 0.5程度であった．本節で得られた戻り光を有
する半導体レーザの場合，べき指数は 0.13と小さな値であった．このような結果と
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図 6.11: 戻り光の遅延時間 τ を増加させた時の有限時間リアプノフ指数の標準偏差
の変化を表している．縦軸，横軸は共に対数表示されている．実線はL = 1 ns，破
線は L = 200 nsの場合を表している．

なった理由として，戻り光を有する半導体レーザが遅延の項以外も非線形性を生成
する性質を有するためではないかと考えられる．マッキーグラスモデルの時間 tの
項は単なる減衰を表す項であり，非線形性は遅延の項のみにより生成される．一方
で戻り光を有する半導体レーザは時間 tの項も非線形性を有している．したがって
遅延時間を増加させた時のダイナミクスの複雑さが減少しづらくなる可能性があり，
これがべき指数が小さくなることとして現れていると考えられる．

6.4 まとめ

本章では時間遅延ダイナミカルシステムにおける有限時間リアプノフ指数の算出
方法を提案し，マッキーグラスモデルおよび戻り光を有する半導体レーザにおいて
有限時間リアプノフ指数の算出を行った．有限時間リアプノフ指数は状態空間にお
けるアトラクタの局所的な不安定性を定量化する指標であり，平均のリアプノフ指
数よりも多くの情報を得ることができる．これまでに時間遅延ダイナミカルシステ
ムにおいて有限時間リアプノフ指数を算出する手法は確立されていなかった．これ
は時間遅延ダイナミカルシステムが無限次元の状態空間を有するためである．これ
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に対して本研究では時間遅延ダイナミカルシステムにおける有限時間リアプノフ指
数の算出手法を提案した．本手法をマッキーグラスモデルに適用し，有限時間リア
プノフ指数の確率分布の標準偏差の算出を行った．有限時間リアプノフ指数の標準
偏差は有限時間および遅延時間の増加に対してべき乗則にしたがって減少すること
が明らかとなった．この時のべき指数は有限時間および遅延時間のどちらに対して
もほぼ 0.5となることが分かった．有限時間に対する有限時間リアプノフ指数の標
準偏差のべき乗則は時間遅延を持たないシステムにおいてもこれまでに観測されて
おり，そのべき指数は 0.5から 1.0程度である．したがって本研究で得られたマッ
キーグラスモデルにおける結果は時間遅延を持たないシステムと同様であることが
分かった．これに対して遅延時間に対する有限時間リアプノフ指数の標準偏差のべ
き乗則は本研究において初めて観測された．

さらに本章では戻り光を有する半導体レーザにおいてマッキーグラスモデルに対
して行った解析と同様の解析を行った．マッキーグラスモデルと同様に，戻り光を
有する半導体レーザの有限時間リアプノフ指数の標準偏差も有限時間と遅延時間に
対してべき乗則を有することが分かった．しかしながら遅延時間に対するべき乗則
のべき指数の値はマッキーグラスモデルと比較して小さいことが分かった．

有限時間リアプノフ指数の標準偏差が大きいことは，状態空間の位置により予測
不可能性が大きく異なることを意味する．これは予測の限界時間が状態空間の位置
により異なることを表す．また戻り光を有する半導体レーザを用いた物理乱数生成
において，小さいあるいは負の有限時間リアプノフ指数の確率分布が大きい場合，
類似した乱数列が部分的に現れてしまう可能性がある．このように有限時間リアプ
ノフ指数の標準偏差はカオスの物理乱数生成器への応用において予測不可能性の評
価指標となり得る．
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第7章 戻り光を有する半導体レーザ
のリアプノフスペクトラム解
析の応用

7.1 戻り光を有する半導体レーザにおける一般化同期を
用いたリアプノフ指数の推定

リアプノフ指数はダイナミカルシステムの軌道に対して与えられた無限小の揺ら
ぎの指数関数的な成長・減衰率を表す．正のリアプノフ指数が少なくとも１つ存在
することはシステムが決定論的カオスであることを表し，リアプノフ指数はシステ
ムの予測の限界時間を決定する．システムのモデルとパラメータが既知である場合
におけるリアプノフ指数の算出方法として，無限小の揺らぎを与えられた軌道を仮
定しモデルを線形化し，揺らぎの発展を調べる方法が挙げられる．システムのモデ
ルやパラメータが未知であり，実験的に得られる観測時系列からリアプノフ指数を
算出する場合，埋め込みによりシステムの状態空間に再構成したカオス軌道を用い
てリアプノフ指数の見積もりを行う．しかしながら時間遅延ダイナミカルシステム
の場合，システムが自身の時間遅延された成分を持ち無限次元を有するため，状態
空間の構成が困難となり，リアプノフ指数を観測時系列から算出する方法はいまだ
に確立されていない．

これに対して，光電気フィードバックシステムにおいて完全同期を用いることで
予測可能時間（リアプノフ指数の逆数に対応）を定量化する方法がCohenらにより
提案されている [97, 98]．しかしながらこの方法を戻り光を有する半導体レーザに
適用するのは，完全同期が困難であるという理由で難しい．2つのシステムが完全
同期を達成するためには，システムが有するパラメータが一致していることが望ま
しい．しかし半導体レーザは多くの固定パラメータを有しており，これを一致させ
ることが非常に困難である [103]．そのため戻り光を有する半導体レーザで完全同期
を達成させることが困難となる．
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図 7.1: 3つの半導体レーザからなるモデル．Driveレーザから出力された光が一方
向に 2つの Responseレーザに入力される．Driveレーザからそれぞれの Response

レー ザとの距離は等しいと考える．ISOは光アイソレータ (Isolator)，BSはビーム
スプリッタ (Beam Splitter)を表す．

そこで本章では図 7.1に示される３つのレーザからなるシステムを用いることに
より，戻り光を有する半導体レーザにおいてリアプノフ指数を定量化する方法を
提案する．このシステムでは１つのレーザ（Drive）の出力光を他の 2つのレーザ
(Response 1, Response 2)に入力を行う．図 7.1のシステムはAuxiliaryシステムと
呼ばれ，一般化同期の達成を確認するためのシステムとして用いられている [57]．
一般化同期が達成される場合，同じ光を入力されている 2つのレーザは同じ光を出
力する．ここで，DriveレーザからResponseレーザへの出力光を切断し，その後の
Responseレーザの差の時間発展からリアプノフ指数を算出する．本研究では提案方
法により算出されたリアプノフ指数と，線形化されたモデル方程式を用いて算出さ
れたリアプノフ指数 [3, 88]の比較を行い，提案方式の有効性を数値的に実証する．

7.1.1 時間遅延システムにおける完全同期を用いたリアプノフ指数

の算出手法

本節ではCohenらにより文献 [97]で提案された完全同期を用いたリアプノフ指数
の算出手法について説明する．文献 [97]では，光電気フィードバックシステムと呼
ばれる時間遅延システムを用いている．この時間遅延システムを図 7.2に示す．図
7.2はDriveおよびResponseの 2つのシステムからなる．Driveシステムはレーザか
ら出力された光が変調器を通り，光検出器により電気信号に変換される．変換され
た電気信号はハイパスフィルタ (High Pass Filter, HPF)とローパスフィルタ (Low

Pass Filter, LPF)を通過し，時間遅延フィードバックとして変調器の変調信号に用
いられる．また変調器と光検出器の間に遅延を設けることで時間遅延フィードバッ
クを構成しており，ダイナミクスがカオスとなる．このDriveシステムの数値モデ
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図 7.2: 文献 [97]において述べられている完全同期を用いて最大リアプノフ指数を推
定する手法．Drive，Responseと呼ぶ 2つの光電気フィードバックシステ ムを一方
向に結合させる．HPF，LPFはそれぞれハイパスフィルタ (High Pass Filter)，ロー
パスフィルタ (Low Pass Filter)を表す．ResponseにおいてDriveからの入力と遅延
入力を切り替えることが可能となっている．

ルを以下に示す．

τL,d
dxd(t)

dt
= −

(
1 +

τL,d
τH,d

)
xd(t)− yd(t)− βd cos

2[xd(t− τd) + ϕ0,d] (7.1)

τH,d
dyd(t)

dt
= xd(t) (7.2)

ここでx(t)は変調器に入力される規格化された出力信号を表す．下付きの dはDrive

を表す．βはフィードバック強度を表す無次元化された定数である．τ はフィード
バック信号の遅延時間，ϕ0は変調器のバイアスにより付加される位相である．τLお
よび τH はそれぞれ LPFとHPFのカットオフ周波数に関係づけられるパラメータ
である．

ResponseはDriveとほぼ同一の構成を持つが，変調器への入力をDriveからの入
力信号とResponse自身のフィードバック信号に切り替えることができるスイッチ
を持つ．Driveからの入力信号を有する Responseの数値モデルは次のように表さ
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れる．

τL,r
dxr(t)

dt
= −

(
1 +

τL,r
τH,r

)
xr(t)− yr(t)− βr cos

2[xd(t− τinj) + ϕ0,r] (7.3)

τH,r
dyr(t)

dt
= xr(t) (7.4)

ここで下付きの rはResponseを表す．τinj はDriveからResponseへの入力信号の
遅延時間である．他の変数はDriveと同じものを表す．

図 7.2のDrive-Responseシステムにおいて，DriveからResponseに一方向に結合
することで完全同期を達成することができる．完全同期を達成することで時間遅延
されたフィードバックの状態も一致させることができる．2つのシステムが完全に一
致している状態で，ResponseシステムのスイッチをDriveからの信号からResponse

の遅延信号に切り替える．2つのシステムは完全同期を達成していたので，スイッ
チを切り替えた直後はほとんど同じ振る舞いを示す．しかしながら 2つのシステム
は微小なノイズを有し，またカオスであるため，2つのシステムの出力の誤差は指
数関数的に拡大する．この時の誤差拡大率からDriveシステムの最大リアプノフ指
数を定量化する．

完全同期を達成するためには 2つのシステムが同一でなければならない．図 7.2

の Drive-Responseの数値モデル (7.1)–(7.4)において，次のように表される完全同
期解を仮定する．

xd(t) = xr(t) (7.5)

yd(t) = yr(t) (7.6)

上記の完全同期解を達成するためには式 (7.1)–(7.2)と式 (7.1)–(7.2)においてDrive

とResponseのパラメータが一致する必要がある．図 7.2のシステムはモデル方程式
からも分かるように，比較的簡単な構成であるため，2つのシステムのパラメータ
をほぼ一致させることは比較的容易である．

7.1.2 戻り光を有する半導体レーザにおける完全同期と一般化同期

第 7.1.1節の方法を用いてリアプノフ指数を推定するためには，完全同期を達成
する必要がある．これまでに半導体レーザにおける完全同期は観測されているもの
の [104, 105]，その観測は比較的困難である [103]．この理由は，半導体レーザの光
利得や媒質の屈折率，線幅増幅係数などのパラメータが，半導体をウエハ (シリコ
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図 7.3: 一方向に光結合された 2つの半導体レーザモデル．それぞれのレーザは外
部の鏡により戻り光を付加されている．ISOはアイソレータ (Isolator)を表す．

ン基板)から切り出す際に決定されてしまい，個々の半導体レーザのパラメータを
一致させることができない点にある．また第 7.1.1節の方法を戻り光を有する半導
体レーザに用いる場合，Driveレーザから Responseレーザへの光注入を Response

レーザの戻り光に同時に切り替えることは，半導体レーザのダイナミクスが数GHz

を超える非常に高速なダイナミクスを持つため困難である．

これに対して一方向に光結合された半導体レーザの実験的な同期現象の達成は一
般化同期 (Generalized Synchronization)によるものが良く観測されている [106, 107]．
一般化同期はDriveとResponseが関数関係を示す同期現象である [57]．図 7.3に一
方向に光結合された 2つの半導体レーザのモデルを示す．Driveレーザから出力さ
れた光がアイソレータ (Isolator, ISO)により一方向に Responseレーザに入力され
ている．また 2つのレーザはどちらも外部の鏡により自身の光をフィードバックさ
れている．図 7.3のダイナミクスを表す数値モデルを以下に示す．

[Drive laser]

dEd(t)

dt
=

1 + iα

2

[
GN(Nd(t)−N0)

1 + ϵ|Ed(t)|2
− 1

τp

]
Ed(t)

+κdEd(t− τd) exp(iωdτd) (7.7)

dNd(t)

dt
= Jd −

Nd(t)

τs
− GN(Nd(t)−N0)

1 + ϵ|Ed(t)|2
|Ed(t)|2 (7.8)

[Response laser]

dEr(t)

dt
=

1 + iα

2

[
GN(Nr(t)−N0)

1 + ϵ|Er(t)|2
− 1

τp

]
Er(t)

+κrEr(t− τr) exp(iωrτr)

+σEd(t− τinj) exp [i(∆ωt− ωdτinj)] (7.9)

dNr(t)

dt
= Jr −

Nr(t)

τs
− GN(Nr(t)−N0)

1 + ϵ|Er(t)|2
|Er(t)|2 (7.10)
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Eはゆっくり変化する複素電界，N はレーザ内部のキャリア密度である．下付きの
d，rはそれぞれDriveレーザおよびResponseレーザであることを表す．GN は光利
得係数, ϵは利得飽和強度，N0は光透過時のキャリア密度，αは線幅増幅係数，τp
は光子寿命，τsはキャリア寿命を表す．J = jJthはレーザを駆動するための注入電
流であり，発振しきい値電流 Jthの j倍に設定する．式 (7.7)および (7.9)の右辺の
第 2項は戻り光を表す．κは戻り光強度，τ は戻り光の遅延時間，ωはレーザの光角
周波数を表す．式 (7.9)の右辺の第 3項はDriveレーザからResponseレーザへの注
入光を表す．σは光注入強度，τinjはDriveレーザからResponseレーザへの光伝搬
時間，∆ω = ωd − ωrは 2つのレーザの光角周波数差を表す．

半導体レーザにおいて一般化同期は，DriveレーザからResponseレーザへの光注
入強度 σを増加させることにより観測することができる．強い光をResponseレー
ザに入力することによりインジェクションロッキングを達成することできる．イン
ジェクションロッキングの達成によりResponseレーザの光周波数はDriveレーザの
光周波数と一致し，これにより Driveレーザと Responseレーザが同期する．イン
ジェクションロッキング現象はDriveレーザとResponseレーザのパラメータが多少
異なっていたとしても容易に達成することができるため，半導体レーザの一般化同
期は実験的にも観測可能となる．

しかしながら一般化同期においてDriveレーザと Responseレーザの間に関数関
係が存在するだけであり，同期解は存在しない．半導体レーザにおいて一般化同期
を達成するためには光注入強度 σを戻り光強度 κよりも 5倍から 10倍程度の大き
な値に設定し，またレーザ間の負の光周波数差∆f = ∆ω/(2π) < 0を与えるため，
DriveレーザとResponseレーザのパラメータが異なる．このため 2つのレーザ間に
完全同期解が存在せず，パラメータによってはDriveレーザとResponseレーザの出
力強度は異なるものになる．

2つのレーザの出力が異なる場合に一般化同期が生じているかどうかを確かめる方
法としてAuxiliary System Approachが挙げられる [57]．この方法では 1つのDrive

システムから出力された信号を 2つの Responseシステムに入力するモデルを用い
る．半導体レーザにおいてAuxiliary System Approachを適用するために用いるモ
デルは図 7.1と同じモデルである．図 7.1において，Response 1レーザとResponse

2レーザが同じパラメータを持つならば，Response 1–2間において同期解が存在
する．一般化同期を達成することによりこの同期解を観測することができ，この時
2つのResponseレーザは状態空間において同一の振る舞いを示す．またResponse

1–2間でパラメータが異なっていたとしても，インジェクションロッキングにより
Response 1–2間の同期は実験的にも容易に観測することができる．
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Response 1

Response 2

同期状態

光注入の切断

誤差拡大

図 7.4: 3つの半導体レーザモデル (図 7.1)においてDriveレーザからの光注入の切
断前後における 2つのResponseレーザの時間ダイナミクスの模式図．

7.1.3 戻り光を有する半導体レーザにおける一般化同期を用いた最

大リアプノフ指数の算出手法

第 7.1.2節では完全同期と一般化同期について説明し，図 7.1において一般化同期
により 2つの Responseレーザが完全同期解を持つことを述べた．本節では同期し
た 2つの Responseレーザを用いて戻り光を有する半導体レーザの最大リアプノフ
指数を推定する手法について説明する．

まず図 7.1においてDriveレーザから 2つのResponseレーザに光注入を行うこと
で，Response 1レーザとResponse 2レーザを同期させる．図 7.4に 2つのResponse

レーザの出力強度の模式図を示す．Response 1レーザおよびResponse 2レーザの出
力強度をそれぞれ I1(t)および I2(t)で表す．2つのResponseレーザがDriveレーザか
らの光注入を有する場合，図 7.4の同期状態に示されているように 2つのResponse

レーザの出力強度は以下のように完全同期する．

I1(t) = I2(t) (7.11)

ここで Driveレーザからの光注入を切断すると，切断した直後の 2つの Response

レーザはほぼ同一の振る舞いを示すが，2つの出力強度の誤差は時間に対して指数
関数的に拡大する．この時，Response 1レーザと 2レーザの出力強度差の時間変化
を次のように指数近似する．

|I1(t)− I2(t)| ≈ C exp(λkt) (t0 ≤ t ≤ t1) (7.12)

ここで | · |は絶対値を表し，Cは任意の定数を表す．t0および t1は指数近似を行う
時間領域を決定し，t0はDriveレーザからの光注入を切断する時間，t1はレーザ強
度差 |I1(t) − I2(t)|が拡大しアトラクタと同程度の大きさとなる時間である．λkは
指数近似により得られる指数部であり，これが最大リアプノフ指数に相当する量で
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ある．kは整数であり，繰り返し λkを計算した時のインデックスである．リアプノ
フ指数は一般的に状態空間の位置に依存して異なるため [31]，時間あるいは空間に
ついて平均化する必要がある．そこでDriveレーザからの光注入の切断と結合を繰
り返し行い，|I1(t)− I2(t)の指数近似から λkを繰り返し算出することで，次のよう
にリアプノフ指数の平均化を行う．

λmax =
1

N

N∑
k=1

λk (7.13)

ここでN は λkの繰り返し計算回数を表し，λmaxは最大リアプノフ指数を表す．以
上のような方法で最大リアプノフ指数を算出する．

7.1.4 数値計算において使用する半導体レーザの数値モデル

本章では図 7.1の数値モデルとして，以下に示す無次元化されたLang-Kobayashi

方程式を用いる．これらの方程式は第 5章の式 (5.38)–(5.43)と同じ方程式であり，
無次元化の方法およびパラメータ具体的な説明については第 5章に述べられている．

Drive laser:

dere,d(t)

dt
=

[
ge(nd(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re,d(t) + e2im,d(t))
− γe

]
(ere,d(t)− αeim,d(t))

+ κe,d[ere,d(t− τd) cos(ωdτd) + eim,d(t− τd) sin(ωdτd)] (7.14)

deim,d(t)

dt
=

[
ge(nd(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re,d(t) + e2im,d(t))
− γe

]
(αere,d(t) + eim,d(t))

+ κed[−ere,d(t− τd) sin(ωdτd) + eim,d(t− τd) cos(ωdτd)] (7.15)

dnd(t)

dt
=γn(nth

Jd
Jth

− nd(t))

− gn(nd(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re,d(t) + e2im,d(t))
(e2re,d(t) + e2im,d(t)) (7.16)
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Response laser:

dere,r(t)

dt
=

[
ge(nr(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re,r(t) + e2im,r(t))
− γe

]
(ere,r(t)− αeim,r(t))

+ κe,r[ere,r(t− τr) cos(ωrτr) + eim,r(t− τr) sin(ωrτr)]

+ κinj[ere,d(t− τinj) cos θ(t)− eim,d(t− τinj) sin θ(t)]

+ ζ(t) (7.17)

deim,r(t)

dt
=

[
ge(nr(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re,r(t) + e2im,r(t))
− γe

]
(αere,r(t) + eim,r(t))

+ κe,r[−ere,r(t− τr) sin(ωrτr) + eim,r(t− τr) cos(ωrτr)]

+ κinj[ere,d(t− τinj) sin θ(t) + eim,d(t− τinj) cos θ(t)]

+ η(t) (7.18)

dnr(t)

dt
=γn(nth

Jr
Jth

− nr(t))

− gn(nr(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re,r(t) + e2im,r(t))
(e2re,r(t) + e2im,r(t)) (7.19)

ここで下付きの dおよび rはそれぞれDriveレーザおよびResponseレーザを表す．
ere，eim，nは無次元化定数 Ā，N̄により無次元化された無次元量であり，電界実部
Ere，電界虚部Eimおよびキャリア密度NとEre = Āere，Eim = Āeim，N = N̄nと
いう関係を持つ．式 (7.14)–(7.19)において，定数 ge，gn，κe，γe，γn，n0，nthは
方程式の無次元化により現れた定数を整理した定数であり，第 3章の式 (3.76)とし
て定義されている．また無次元化定数は第 3章の式 (3.80)のように，戻り光を持た
ない半導体レーザの定常解を用いて定義されている．

式 (7.17)および (7.18)の右辺の最後の項は自然放出光によるダイナミカルノイズ
を表す．ζ(t)および η(t)は次の性質を有する白色ガウス雑音である．

⟨ζ(t)ζ(t− T )⟩ = Dδ(T ) (7.20)

⟨η(t)η(t− T )⟩ = Dδ(T ) (7.21)

ここで<>は負の無限大から正の無限大までの平均を表し，δはデルタ関数である．
Dは雑音強度を表し，簡単のため ζと ηは同じ雑音強度を持つと仮定する．本章で
はD = 103を用いる．数値計算では白色ガウス雑音を生成するために，Box-Muller
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Symbol Parameter Value

GN Gain coefficient 8.40× 10−13 m3/s

N0 Carrier density at transparency 1.40× 1024 m−3

τp Photon lifetime 1.927× 10−12 s

τs Carrier lifetime 2.04× 10−9 s

τin Roundtrip time in internal cavity 8.0× 10−12 s

r2 Reflectivity of laser facet 0.556

α Linewidth enhancement factor 3

λd Optical wavelength of the drive laser 1.537× 10−6 m

c Speed of light 2.998× 108 m/s

Nth Carrier density at threshold 2.018× 1024 m−3

Jth Injection current at threshold 9.892× 1032 m−3s−1

ωd Optical angular frequency of the drive laser 1.215× 1015 rad/s

ϵ Gain saturation coefficient 2.0× 10−23

κd,r Feedback strength of the drive and response

lasers

6.2 ns−1

κinj Injection strength from the drive to response

lasers

62.1 ns−1

jd, jr Normalized injection current of the drive and the

response lasers

1.36, 1.36

Ld,r External cavity length of the drive and the re-

sponse lasers

0.6 m

τd,r Roundtrip time in external cavity of the drive

and response lasers (feedback delay time)

4.003 ns

Linj Distance from the drive to response lasers 1.2 m

τinj Propagation time of light from the drive to re-

sponse lasers

4.003 ns

∆f Initial optical-frequency detuning between the

drive and response lasers

−4.0 GHz

表 7.1: 光結合された半導体レーザのパラメータ

アルゴリズムを 2つの一様分布を持つ乱数源に使用している．また一様乱数源は
Mersenne-Twisterアルゴリズムにより生成する．

Response 1レーザおよびResponse 2レーザは初期状態およびダイナミカルノイ
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ズのみ異なるとし，同じ方程式を用いて数値計算する．数値計算において用いるパ
ラメータを表 7.1に示す．方程式 (7.14)–(7.19)に現れる定数は表 7.1に示されてい
る定数を用いて，第 3章の式 (3.76)を用いて計算される．

7.1.5 一般化同期を用いた最大リアプノフ指数の推定の数値計算結果

まずDriveレーザから Responseレーザに光注入を行うことにより一般化同期を
達成し，Response 1レーザと 2レーザが同期することを示す．図 7.5はDriveレーザ
から Responseレーザに光注入がある時とない時の 3つのレーザの強度時系列であ
る．レーザ強度 I(t)は電界実部 ereおよび電界虚部 eimから，I = e2re+ e

2
imとして計

算される．半導体レーザの一般化同期において，DriveレーザからResponseレーザ
への光伝搬時間 τinjだけ遅れたDrive信号とResponse信号の相互相関が高くなる．
したがって図 7.5においてDriveレーザの強度時系列は光伝搬時間 τinj だけ遅れた
信号が示されている．図 7.5(a)はDriveレーザからの光注入がない時の 3つのレー
ザの強度時系列を表している．Response 1レーザと 2レーザの強度時系列が異なる
振る舞いを示しており，2つのResponseレーザが同期していないことが分かる．図
7.5(b)はDriveレーザからの光注入がある時の 3つのレーザの強度時系列を表して
いる．この時の光注入強度は κinj = 62.1 ns−1であり，戻り光強度 κd,r = 6.2 ns−1

の約 10倍に設定されている．2つのResponseレーザが同じ振る舞いを示しており，
同期していることが分かる．このようにDriveレーザから光注入を行うことで 2つ
のResponseレーザを同期させることができる．

一方で図 7.5(b)において，DriveレーザとResponseレーザの強度時系列も同じ振
る舞いを示しているように見える．Response 1–2間およびDrive–Response間の同
期の差異を確認するために，図 7.6にResponse 1–2間およびDrive–Response間の
相関プロットを示す．図 7.6(a)はResponse 1–2間の相関プロットであり，斜め 45◦

に点が分布していることから 2つの Responseレーザが高い精度で同期しているこ
とが分かる．図 7.6(b)はDrive–Response間の相関プロットを表しており，斜め 45◦

に点が分布しているが，図 7.6(a)と比較して多少点にばらつきが観察される．Drive

レーザと Responseレーザの電流値 jや戻り光強度 κを異なる値に設定するとこの
ばらつきが広がり，DriveレーザとResponseレーザの強度時系列の差異が大きくな
る．しかしながら本章で用いているパラメータでは Driveレーザと Responseレー
ザの強度に大きな差は確認されず，DriveレーザとResponseレーザの強度差の誤差
拡大率から最大リアプノフ指数を算出可能と考えられるかもしれない．

しかしながら実際には一般化同期状態におけるDriveレーザと Responseレーザ
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図 7.5: DriveレーザおよびResponse 1レーザ，2レーザのレーザ強度時系列．(a),(b)
はそれぞれ (a)Driveレーザからの光注入がない場合と (b)Driveレーザからの光注入
がある場合を示している．(b)においてDriveレーザからの光注入強度はκinj = 62.1

ns−1である．
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図 7.6: 図 7.5(b)に対応するレーザ強度の相関図．(a)は Response 1–2間，(b)は
Drive–Response 1間の相関図をそれぞれ表している．

の強度差の誤差拡大から最大リアプノフ指数を求めることはできない．この理由を
説明するために，図 7.7に一般化同期状態のDriveレーザとResponseレーザのアト
ラクタを示す．図 7.7の縦軸はレーザのキャリア密度 nである．一方で図 7.7にお
いて横軸はレーザの光位相 ϕから，戻り光の遅延時間 τ について平均化された光周
波数の変化を表している．レーザの光位相は電界実部 ereおよび虚部 eimから次の
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図 7.7: 一般化同期状態のアトラクタ．(a)はResponse 1レーザ，(b)はDrive レー
ザのアトラクタをそれぞれ示している．縦軸はキャリア密度 n(t)を表す．また横軸
は戻り光の遅延時間 τ で時間平均された光周波数であり，レーザの光位相 ϕ(t)から
計算されている．この時の光注入強度は κinj = 62.1 ns−1である．

ように計算される．

ϕ(t) = tan−1

(
eim(t)

ere(t)

)
(7.22)

数値計算で ϕ(t)の時間発展を追うために，複素平面上の周回回数を記録する必要が
あることに注意する．図 7.7において，(ϕ(t)− ϕ(t− τ))/(2πτ) = 0は光注入および
戻り光がない時の光周波数 f = ω/(2π)と時間 tの光周波数が一致している状態を
表す．

図 7.7(a)は Response 1レーザのアトラクタを示している．Driveレーザと Re-

sponseレーザは初期光周波数差∆fを有しているため基準の光周波数が異なる．そこ
で図 7.7(a)と (b)で基準の光周波数を一致させるために図 7.7(a)において横軸に∆f

が差し引かれている．これにより図 7.7(a)において (ϕ(t)−ϕ(t−τ))/(2πτ)−∆f = 0

の時の光周波数は Driveレーザの光周波数 fd = ωd/(2π)と一致する．図 7.7(a)の
Response 1レーザのアトラクタと図 7.7(b)の Driveレーザのアトラクタを比較す
ると，2つのアトラクタはキャリア密度の方向 (図 7.7の縦方向)において異なる位
置に存在することが分かる．このように一般化同期状態のDriveレーザとResponse

レーザのアトラクタは状態空間において異なる位置に存在する．レーザ強度につい
てはほとんど同じ振る舞いを示していたとしても，キャリア密度において全く異な
る状態を有しているため，DriveレーザとResponseレーザは状態空間において近傍
に存在するとは言えない．したがって Driveレーザと Responseレーザの誤差拡大
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図 7.8: Driveレーザからの光注入が切断される前後の (a)Responseレーザの強度
I1(t)，I2(t)と (b)移動平均された 2つのResponseレーザの強度差∆i(t)の時系列を
示している．10 nsでDriveレーザの光注入が切断されている．(b)の移動平均におい
て用いられる窓幅はTA = 2 nsである．Driveレーザからの光注入強度はκinj = 62.1

nsである．

から最大リアプノフ指数を算出することはできない．

2つの Responseレーザ強度時系列の誤差拡大から最大リアプノフ指数を算出す
るために，Driveレーザからの光注入を切断した後のResponseレーザ強度の時間発
展を観測する必要がある．そこで図 7.8(a)にDriveレーザからの光注入の切断前後
のResponseレーザの強度時系列を示す．図 7.8(a)において，Responseレーザは 10
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nsまでDriveレーザの出力信号を有しているが，10 nsで光注入が切断されている．

Response 1レーザと 2レーザを比較すると，10 nsまでは同じ振る舞いである
ことが確認できる．10 nsでDriveレーザからの光注入が切断された直後も 2つの
Responseレーザの出力強度に違いは観測できないが，20 nsを超えたところで 2つ
のResponseレーザの強度時系列が異なる振る舞いとなっていることが確認できる．

次にDriveからの光注入を切断する前後のResponse 1–2間のレーザ強度差の時間
変化を観測する．しかしながら Response 1–2間のレーザ強度差をそのまま観測す
ると大きく揺らいでしまう．そこでResponse 1–2間のレーザ強度差の誤差拡大の観
測を容易にするために，レーザ強度差の時系列に対して移動平均を行う．Response

1および 2の出力強度をそれぞれ I1(t)，I2(t)と置き，移動平均されたResponse 1–2

間のレーザ強度差を∆I(t)と置くと，∆I(t)は次のように表される．

∆I(t) =
1

k

k−1∑
i=0

|I1(t− ih)− I2(t− ih)| (7.23)

ここで hは数値計算における刻み幅を表し，k は平均化する点数を表す．この時
TA = khは平均化に用いられる窓幅 (時間幅)を表す．

図 7.8(b)は (a)に対応する∆I(t)の時間変化を示している．縦軸は対数で表示され
ていることに注意する．図 7.8(b)で∆I(t)を計算するために使用した窓幅はTA = 2

nsである．Driveレーザからの光注入が切断されていない 10 nsまでの時系列にお
いて，∆I(t)は 10−3を下回る小さな値となっている．この点から 2つの Response

レーザが同期していることが分かる．数値計算において同期状態の∆I(t)の値はダ
イナミカルノイズの大きさに依存する．本章の数値計算ではDの大きさがノイズ
強度に相当するため，Dを増加させると同期状態の∆I(t)の大きさも増加する．10

nsでDriveレーザからの光注入が切断されると∆I(t)は増加し，25 ns程度で∆I(t)

が収束する．Driveレーザからの光注入がない時，2つのResponseレーザ間のレー
ザ強度差の平均値は 1.90であるため，図 7.8(b)で∆I(t)も 1.90程度まで増加する．

次に図 7.8(b)の∆I(t)に対して指数関数近似を行うことにより，有限時間リアプ
ノフ指数を算出する．リアプノフ指数は状態空間の軌道に与えられた無限小の揺ら
ぎの指数関数的な拡大率を表す．そこでまず図 7.8(b)において，∆I(t)が指数関数
的に増加する範囲に対して指数近似を行うことで，∆I(t)の指数関数的拡大率を得
る．図 7.8(b)に対して指数近似を行い，有限時間リアプノフ指数を算出した例を図
7.9に示す．図 7.9において次のように t0から t1の範囲に対して指数近似を行う．

∆I(t) ≈ C exp[λkt], (t0 ≤ t ≤ t1) (7.24)
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図 7.9: 図 7.8(b)に対して指数近似を行い有限時間リアプノフ指数を算出した例．t0
はDriveレーザからの光注入が切断された時間であり，t1は∆I(t) = 1に達した時
間を表す．指数近似により推定された有限時間リアプノフ指数は λk = 0.46 ns−1で
ある．

ここで C は任意の定数である．t0と t1は指数近似を行う範囲の最初の時間と最後
の時間を表す．Driveレーザからの注入光が切断された時間が t0に対応する．また
t1は∆I(t)が増大し，収束した時の時間に対応する．ここで∆I(t) = 1となった時
に∆I(t)が収束したとみなし，この時の時間を t1としている．∆I(t) = 1を収束判
定とした理由は，2つの Responseレーザの強度差の平均値が 1.90であり，これよ
りも小さい値を収束判定に用いる必要があるためである．収束判定のために 1.90を
用いた場合，∆I(t)が 1.90に到達しづらい場合があるため，誤差拡大率が小さく見
積もられてしまうことがある．そのため収束判定のために 1.90よりも小さい値を用
いている．指数近似により得られる指数部は λkで表されており，これが有限時間
リアプノフ指数に相当する量である．図 7.9において得られた λkの値は 0.46 ns−1

である．

有限時間リアプノフ指数は状態空間の位置に依存する量であり，最大リアプノフ
指数を算出するためには有限時間リアプノフ指数を平均化する必要がある．そこで
Driveレーザからの光注入と切断を繰り返し行い，有限時間リアプノフ指数を計算
し，平均化することで次のように最大リアプノフ指数を算出する．

λmax =
1

N

N∑
k=1

λk (7.25)
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図 7.10: 本章により提案された手法による最大リアプノフ指数の算出結果．(a)は
平均回数N を増加させた時の最大リアプノフ指数の収束の様子を表している．提
案手法により算出された最大リアプノフ指数は λmax = 0.89 ns−1である．(b)は有
限時間リアプノフ指数 λkの確率分布を表している．

ここでNは λkの計算回数である．有限時間リアプノフ指数 λkを繰り返し算出する
ために，Driveレーザからの光注入と切断を繰り返し行う必要があるが，Response

1レーザと 2レーザが非同期の状態から同期状態に変遷する (つまり∆I(t)が十分小
さくなる)のに十分な時間待つ必要がある．本章では同期が達成するまでの時間と
して 50 ns待ってから再びDriveレーザからの注入光を切断する．

提案手法による最大リアプノフ指数の算出結果を示す．図 7.10(a)はリアプノフ
指数の平均回数Nを増加させた時の最大リアプノフ指数の収束を表している．この
時の∆I(t)を算出するための窓幅は TA = 2 nsである．また図 7.10(a)の横軸は対
数で表示されていることに注意する．図 7.10(a)から平均回数N を増加させること
で最大リアプノフ指数 λmaxが収束する様子を観測することができる．N = 10000

まで平均化することにより，最大リアプノフ指数 λmax = 0.89 ns−1が得られてい
る．一方で図 7.10(b)は有限時間リアプノフ指数 λkの確率分布を表している．平均
である λmax = 0.89 ns−1と比較して 3倍以上の大きな有限時間リアプノフ指数 λk
が得られていることが分かる．これは有限時間リアプノフ指数 λkを計算するごと
に，Driveレーザからの光注入を切断する瞬間のResponseレーザの状態が異なるた
め，Response 1レーザと 2レーザの強度差が増加する速さも異なることにより生じ
る．このようにダイナミカルシステムの不安定性は状態空間の位置により異なる．

165



7.1.6 線形化方程式を用いて算出された最大リアプノフ指数との比較

本手法により推定された最大リアプノフ指数の妥当性を検証するために，線形化
されたモデル方程式を用いて算出された最大リアプノフ指数との比較を行う．本章
で提案された手法により推定される最大リアプノフ指数は単体の戻り光を有する半
導体レーザの最大リアプノフ指数である．したがって第 4章と同様の方法で最大リ
アプノフ指数の算出を行う．

まず戻り光を有する半導体レーザのダイナミクスを表す方程式を線形化する．
その方程式は本章で Driveレーザのダイナミクスを数値計算するために用いた方
程式 (7.14)–(7.16)と同じ方程式である．ここで単体の戻り光を有する半導体レー
ザの状態ベクトルを x(t) = (ere(t), eim(t), n(t))

† と表し，微小揺らぎを δx(t) =

(δere(t), δeim(t), δn(t))
†として式 (7.14)–(7.16)を線形化する．ただし †は転置を表

し，簡単のためDriveレーザを表す下付きの dは省略した．以下に線形化方程式を
示す．

dδx(t)

dt
= J t [x(t)] δx(t) + J t−τ [x(t− τ)] δx(t− τ) (7.26)

J tおよび J t−τ はそれぞれ x(t)と x(t− τ)の偏微分により得られる 3× 3係数行列
である．式 (7.26)の詳細については第 (4)章の式 (4.33)–(4.50)に示されている．

得られた線形化方程式を用いて微小揺らぎの時間発展を計算し，最大リアプノフ
指数の算出を行う．最大リアプノフ指数の詳しい算出手法は第 4章に示されている．
戻り光の遅延時間 τ = 4 nsを微小時間 h = 0.005 nsにより離散化し，τ 内に含まれ
る離散化された全ての変数を時間 tにおける状態とみなすことでノルム d(t)を算出
する．

d(t) =

√√√√ M∑
i=0

(δe2re(t− ih) + δe2im(t− ih) + δn2(t− ih)) (7.27)

ここでM = τ/hである．最大リアプノフ指数 λmaxはノルム d(t)を用いて次のよう
に算出することができる．

λmax =
1

kh

k∑
i=1

ln
d(t+ (i+ 1)h)

d(t+ ih)
(7.28)

ここで kは λmaxを平均化するための計算回数であり，λmaxを収束させるために十
分大きくする必要がある．また d(t)は指数関数的に増加するため，hごとに微小揺
らぎを規格化する必要があることに注意する．

本節において提案された手法により推定された最大リアプノフ指数と線形化方程
式を用いて算出された最大リアプノフ指数の比較を行う．図 7.11はResponseレーザ
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図 7.11: 本章で提案された手法と線形化方程式を用いた手法のそれぞれのより算出
された最大リアプノフ指数の比較．(a)はResponseレーザの戻り光強度 κr，(b)は
Responseレーザの規格化電流値 jrをそれぞれ変化させている．黒の実線は提案手
法，赤の破線は線形化方程式を用いた手法をそれぞれ表す．線形化方程式を用いた
手法の場合，単体の戻り光を有する半導体レーザの戻り光強度と規格化電流値をそ
れぞれ変化させている．

の戻り光強度 κrおよび規格化電流値 jrを変化させた時の最大リアプノフ指数 λmax

の変化を表している．黒の実線は本章で提案された手法を用いて推定された最大リ
アプノフ指数であり，赤の実線は線形化方程式を用いて算出された最大リアプノフ
指数を表す．図 7.11において，2つの Responseレーザの戻り光強度および規格化
電流値を同時に変化させている．また線形化方程式を用いて最大リアプノフ指数を
算出する場合，単体の戻り光を有する半導体レーザの戻り光強度と規格化電流値を
変化させている．図 7.11(a)は戻り光強度 κrを変化させた時の最大リアプノフ指数
λmaxの変化を表している．5 ≤ κr ≤ 8の範囲では黒の実線と赤の破線が良く一致し
ている．しかしながら κr ≥ 8では 2つの手法により得られた最大リアプノフ指数は
少し異なる値となっている．κr = 12の時，それぞれの手法によりで算出された最
大リアプノフ指数は 20%程度の誤差がある．しかしながらいずれの κrに対しても
2つの手法により算出された最大リアプノフ指数は同程度のオーダーを持つことが
分かる．図 7.11(b)は規格化注入電流 jrを変化させた時の最大リアプノフ指数 λmax

の変化を表している．2つの手法により算出された最大リアプノフ指数を比較する
と，多少の誤差は存在するが同程度の値が得られている．また電流値を増加させる
と最大リアプノフ指数は徐々に増加し，その後減少するという傾向は同じである．

以上の結果から，戻り光を有する半導体レーザにおける本提案手法を用いた最大
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リアプノフ指数の算出は，線形化方程式を用いて算出された値とほぼ同程度となる
ことが分かった．線形化方程式の方法とは異なり，本提案手法は実験システムにも
適用可能であり，実験における最大リアプノフ指数の算出方法として有用である．

7.2 光結合された半導体レーザの周波数帯域および自己
相関関数と複雑性増加現象の関係調査

戻り光を有する半導体レーザは数GHz程度の高速なカオスを生成可能である．こ
れに対して一方向に光結合された２つの半導体レーザを用いることで，さらに高速
なレーザカオスを生成することができる [108–111]．これは周波数帯域拡大として
知られ，２つの半導体レーザ間の光周波数差に相当する周波数の振動が光注入され
たレーザに現れる現象である．この周波数帯域拡大現象は高速物理乱数生成への応
用が期待されており，実際に周波数帯域拡大されたレーザカオスを用いた物理乱数
生成が行われている [10, 110, 112]．

一方で半導体レーザカオスの高速物理乱数生成への応用におけるレーザカオスの
重要なもう１つの特徴としてレーザ強度時系列の自己相関関数が挙げられる [113–

117]．戻り光を有する半導体レーザは時間遅延フィードバック光を持つため時間遅
延システムであり，時間遅延システムの出力波形は遅延時間だけ時間シフトされた
波形と自己相関を持つ．この遅延時間の自己相関は時間遅延フィードバックにより
生じるため，Time delay signatureと呼ばれる [113]．戻り光を有する半導体レーザ
を用いた高速物理乱数生成への応用のためには，自己相関が無い方がランダム性が
高くなると考えられるため，このTime delay signatureを減衰させる研究が行われ
ている [113–117]．また逆に時系列からTime delay signatureの特徴を用いてシステ
ムの遅延時間を推定する手法も提案されている [99, 118–121]．

周波数帯域および自己相関関数は実験的にも比較的観測が容易であるため，戻り
光を有する半導体レーザの高速物理乱数生成への応用においてこれら２つの量が調
査される．物理乱数の生成速度やランダム性を高めるために，周波数帯域が増加す
るあるいは自己相関が減衰するパラメータ領域の探索が行われる．しかしながらこ
の２つの量が実際にカオスの複雑性とどのような関係を持つかはこれまでに調査さ
れていない．周波数帯域が高いほど複雑性も高い，あるいは自己相関が小さいほど
複雑性が高いといったことが明らかでない．これらの量が増加あるいは減衰される
レーザパラメータ領域の調査や新しいセットアップの提案を行ったとしても，複雑
性の観点から本当に重要であるかは分からないと言える．

168



これに対して複雑性を定量化するための指標として，Permutation entropy[122]

や Statistical complexity[123–126]などが挙げられるが，戻り光を有する半導体レー
ザの高速物理乱数生成への応用においてはリアプノフ指数が重要な複雑性の指標で
ある．これまでに戻り光を有する半導体レーザのエントロピー生成率の評価が行わ
れており，リアプノフ指数はエントロピー生成率ほとんど一致することが分かって
いる．しかしながら戻り光を有する半導体レーザのリアプノフ指数と周波数帯域や
自己相関関数との関連性は調査されていない．特にリアプノフ指数は実験的に算出
することが比較的困難であり（特に時間遅延システムのリアプノフ指数の実験的な
算出手法は確立されていない），周波数帯域や自己相関関数の増減とリアプノフ指
数の増減に何らかの相関があれば，これらの２つの量を用いて実験的にも容易にリ
アプノフ指数の最大化を行うことができると期待できる．

そこで本章では一方向に光結合された戻り光を有する半導体レーザにおいて周波
数帯域および自己相関関数を数値的に算出し，リアプノフ指数と比較する．

7.2.1 半導体レーザモデル

本章では図 7.12に示されているように，1つのレーザから出力された光が一方向
にもう 1つのレーザに入力されるモデルを考える．入力側のレーザをDriveと呼び，
入力される側のレーザをResponseと呼ぶ．Responseレーザは外部の鏡により戻り
光を付加されているためカオス状態となっている．一方でDriveレーザは戻り光を持
たないため，その出力強度は時間に対して一定である．したがって一定強度のレー
ザ光がResponseレーザに入力される．

以上のような光結合半導体レーザのResponseレーザダイナミクスを再現する数
値モデルである Lang-Kobayashi方程式を以下に示す．

dE(t)

dt
=
1 + iα

2

[
Gn(N(t)−N0)

1 + ϵ|E(t)|2
− 1

τp

]
E(t)

+ κE(t− τ) exp(−iωrτ)

+ σEd exp [i(∆ωt+ ψ)] (7.29)

dN(t)

dt
= J − N(t)

τs
− Gn(N(t)−N0)

1 + ϵ|E(t)|2
|E(t)|2 (7.30)

E および N は Responseレーザの複素電界とキャリア密度を表す．式 (7.29)の右
辺第 2項は戻り光を表し，κは戻り光強度，τ は戻り光の遅延時間，ωr = 2πfrは
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図 7.12: 一方向に光結合された半導体レーザモデル．Driveレーザから出力された
光がResponseレーザに注入される．Driveレーザは戻り光を持っていないため，そ
の出力強度は時間に対して常に一定である．一方でResponseレーザは外部の鏡に
より自身の戻り光が付加されているためダイナミクスがカオスとなる．

Responseレーザの光角周波数であり，ここで frはResponseレーザの光周波数であ
る．また式 (7.29)の第 3項はDriveレーザからの注入光を表し，EdはDriveレーザ
の複素電界，σは光注入強度を表す．∆ω = ωd−ωrはDriveレーザとResponseレー
ザの光角周波数差であり，ここで ωd = 2πfdは Driveレーザの光角周波数であり，
fdはDriveレーザの光周波数である．また∆ωはDriveレーザとResponseレーザの
光周波数差∆f = fd − frから∆ω = 2π∆f として計算される．また他の固定パラ
メータは，Gnが利得係数，N0が光透過時のキャリア密度，ϵが飽和強度，τpが光
子寿命，τsがキャリア寿命である．Jは半導体レーザの駆動電流値であり，発振し
きい値電流 Jthの jr倍となるように J = jrJthとして定義される．

Driveレーザは戻り光を持たないため式 (7.29)の第 3項のEdは定数となり，戻り
光を持たない時のレーザの定常解 (平衡点)を用いて定義できる．そこで式 (7.29)の
戻り光および注入光が無い方程式と式 (7.30)をDriveレーザのレート方程式とみな
し，定常解Es = As exp(i(ωs − ωd))とNsを仮定することで戻り光を持たない半導
体レーザの定常解を算出する．以上のような仮定を用いると以下の定常解を得るこ
とができる．

A2
s =

GnτpNth(jd − 1)

Gnτs + ϵ
(7.31)

ωs = ωd (7.32)

Ns =
Gnτs + jdϵ

Gnτs + ϵ
Nth (7.33)

Driveレーザの複素電界は定常解となることから Ed = Es = As exp(i(ωs − ωd))で
あり，式 (7.32)から ωs = ωdであるため，Ed = Asとなる．jdは発振しきい値電流
Jthで規格化されたDriveレーザの駆動電流値であり，これがDriveレーザの強度を
変化させる．本章では j = 1.11を用いる．

数値計算においてリアプノフ指数を算出する場合，EとN の変化のオーダーが
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異なることが問題となるため，方程式の無次元化を行う．無次元化のための定数 Ē，
N̄，t̄を用いてE = Ēe，N = N̄n，t = t̄t′として式 (7.29)と (7.30)に代入し，係数
を整理すると以下の方程式が得られる．

de(t)

dt
=(1 + iα)

[
ge(n(t)− n0)

1 + ϵ′|e(t)|2
− γe

]
e(t)

+ κe(t− τ) exp(−iωrτ)

+ σ′ed exp [i(∆ωt+ ψ)] (7.34)

dn(t)

dt
= γn(jnth − n(t))− gn(n(t)− n0)

1 + ϵ′|e(t)|2
|e(t)|2 (7.35)

ge，ϵ′，n0，γe，γn，nth，gnは整理のために用いた新しい係数であり，第 3章で無
次元化のために用いたものと同じである．σ′は時間 t′ = 10−9で規格化された戻り
光強度を表し，次のように定義される．

σ′ = t′σ =
1

τin

(1− r22)r3
r2

(7.36)

戻り光強度 σは外部鏡反射率 r3を変えることにより変化させる．また edは Drive

レーザの電界であり，ed = Ed/Ēとして得られる．また時間 tは t̄t′ → tとし，無次
元化された値を新たに tとして用いており，時間に関係する定数 ωd，ωr，τ も同様
である．さらに数値計算における複素計算を避けるために，式 (7.34)および (7.35)

の複素電界 eを実部と虚部に分離した方程式を用いることにする．

dere(t)

dt
=

[
ge(n(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
− γe

]
(ere(t)− αeim(t))

+ κ[ere(t− τ) cos(ωrτ) + eim(t− τ) sin(ωrτ)]

+ σed cos(∆ωt+ ψ) (7.37)

deim(t)

dt
=

[
ge(n(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
− γe

]
(αere(t) + eim(t))

+ κ[−ere(t− τ) sin(ωrτ) + eim(t− τ) cos(ωrτ)]

+ σed sin(∆ωt+ ψ) (7.38)

dn(t)

dt
= γn(jnth − n(t))− gn(n(t)− n0)

1 + ϵ′(e2re(t) + e2im(t))
(e2re(t) + e2im(t)) (7.39)
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Symbol Parameter Value

GN Gain coefficient 8.40× 10−13 m3/s

N0 Carrier density at transparency 1.40× 1024 m−3

τp Photon lifetime 1.927× 10−12 s

τs Carrier lifetime 2.04× 10−9 s

τin Roundtrip time in internal cavity 8.0× 10−12 s

r2 Reflectivity of laser facet 0.556

α Linewidth enhancement factor 3

λd Optical wavelength of the drive laser 1.537× 10−6 m

c Speed of light 2.998× 108 m/s

Nth Carrier density at threshold 2.018× 1024 m−3

Jth Injection current at threshold 9.892× 1032 m−3s−1

ωd Optical angular frequency of the drive laser 1.215× 1015 rad/s

ϵ Gain saturation coefficient 2.0× 10−23

κ Feedback strength of the response laser 6.2 ns−1

σ Injection strength from the drive to the response 31.1 ns−1

jd, jr Normalized injection current of the drive and the

response lasers

1.11, 1.36

L External cavity length of the response laser 0.3 m

τ Roundtrip time in external cavity of the response

laser (feedback delay time)

2.001 ns

∆f Initial optical-frequency detuning between the

drive and response lasers

Variable

表 7.2: レーザパラメータ

以上の3つの方程式を用いて数値計算を行う．このような光結合された半導体レー
ザにおいて，Responseレーザの出力強度の周波数帯域拡大を観察することができる．
周波数帯域拡大を観察するために，2つのレーザ間の光周波数差∆f = ∆ω/(2π)が非
常に重要である．なぜならば2つの光周波数差により生じるビート周波数がResponse

レーザに出現するためである．またこのビート周波数の振幅は入力光の強さに依存
するため，DriveレーザからResponseレーザへの光注入強度 σも周波数帯域拡大の
ために重要である．したがって本章では上記の 2つのパラメータを変化させる．ま
た最後に本章で用いるレーザパラメータを表 7.2に示す．
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図 7.13: 単体の戻り光を有する半導体レーザのカオス状態の (a)強度時系列，(b)周
波数スペクトル，(c)周波数スペクトル (縦軸を線形表示)．この時の外部共振器長
LはL = 0.3 mであり，戻り光の外部共振周波数は 0.5 GHzである．また周波数ス
ペクトルから得られた周波数帯域は 6.03 GHzである．

7.2.2 周波数帯域の定義

周波数帯域はアナログ信号に対してどのぐらいの幅の周波数領域が有効かを示す
量である．一般的な (カオスでない)アナログ信号に対する周波数帯域の定義として
パワーの最大値から-3dB以内に含まれる周波数の幅が良く用いられる．しかしなが
らカオスは一般的な信号と比較して非常にブロードな周波数スペクトルを持つため，
異なる定義を用いる必要があると考えられる．これまでにカオス信号の周波数帯域
の定義はいくつか提案されている [127–129]．これまでに最も良く用いられている周
波数帯域は，周波数スペクトルのDC成分からパワーの和を計算し総和の 80%とな
る周波数として定義される．本章ではこの定義を用いて周波数帯域の算出を行う．

図 7.13に周波数帯域の計算例を示す．図 7.13(a)は単体 (つまり注入強度 σ = 0

ns−1) の戻り光を有する半導体レーザのカオス強度時系列である．図 7.13(b)は (a)

と同じパラメータを用いて得られた時系列に対して高速フーリエ変換 (Fast Fourier

Transform, FFT)を適用し，各周波数に対するパワーを対数 (dB)表示した結果で
ある．FFTに用いたレーザ強度時系列の点数は 217であり，この時の数値計算の刻
み幅が 0.002 nsであるため，262.144 nsの時系列に相当する．また周波数スペクト
ルは 200回の平均を行っている．図 7.13(c)は (b)のパワーを線形表示した結果であ
る．本章で用いる周波数帯域は，図 7.13(c)において全ての周波数のパワーの和を
算出し，その後に 0 GHzからのパワーの和が 80%となる周波数として計算される．
図 7.13(c)では 6.03 GHzの周波数帯域が得られる．より高い周波数が大きなパワー
を持ち，またパワーの大きな範囲が広ければ広いほど周波数帯域は大きくなる．本
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図 7.14: 平均化回数Nを増加させた時の周波数スペクトルの変化．それぞれの図に
おいて平均化回数は (a) N = 1，(b) N = 10，(c) N = 200が用いられている．ま
た (c)は図 7.13(b)と同じ周波数スペクトルである．

章では 0 GHzから 50 GHzのパワーの和を全体の和とみなす．図 7.13(c)において
周波数が 50 GHzのパワーは 2.20 × 10−5であり，最大パワー (1.31 × 10−1)と比べ
て小さく，また最大パワーの周波数 (2.88 GHz)よりも十分大きな周波数までの和
を計算しているため，周波数帯域の計算に用いるのに十分な範囲である．

また周波数帯域の計算を正確に行うために，周波数スペクトルの平均化を行う必
要がある．図 7.14は周波数スペクトルの平均化回数N を増加させた時の周波数ス
ペクトルの変化の様子を表している．図 7.14の 3つの図の平均化回数N はそれぞ
れ (a)がN = 1，(b)がN = 10，(c)がN = 200であり，(c)は図 7.13(b)と同じ図
である．平均化回数Nを増加させることにより周波数スペクトルの外部共振周波数
に対応するピーク間隔が明瞭になるのが分かる (図 7.14の外部共振器長は L = 0.3

mであり，外部共振周波数 0.5 GHzに相当)．特に平均化されていないN = 1の場
合 (図 7.14(a))，隣り合う周波数のパワーの増減が大きく，周波数スペクトルの特徴
が捉えづらい．これに対して平均化回数N を増加させると周波数スペクトルが収
束することが確認できる．以上のように平均化を行うことにより周波数スペクトル
が収束するため，周波数帯域の計算において平均化された周波数スペクトルを用い
るのが好ましい．本章ではN = 200として周波数スペクトルの平均化を行う．

7.2.3 自己相関関数の評価方法

自己相関関数はカオス時系列の解析にしばしば用いられる．あるカオス時系列の
自己相関関数を調査した時，時間シフトさせる大きさを増加させるにつれて相関は
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図 7.15: 単体の戻り光を有する半導体レーザのレーザ強度の自己相関関数．レーザ
パラメータは図 7.13と同じものを用いており，この時外部共振器長がL = 0.3 mで
あるため，遅延時間 τ は τ ≈ 2 ns である．自己相関関数のセカンドピークCspの値
はCsp = 0.44である．

減少するが，相関が減少する速さが速いほど複雑なカオスであると期待できる．戻
り光を有する半導体レーザのような時間遅延ダイナミカルシステムの場合，時間遅
延フィードバックの遅延時間だけ時間シフトさせた時系列との自己相関が増加する
という特徴が観察される．図 7.15は単体の戻り光を有する半導体レーザの自己相関
関数である．以下に本章で用いる自己相関関数の計算式を示す．

CA(T ) =

⟨
(I(t)− Ī)(I(t+ T )− ĪT )

⟩
σσT

, (7.40)

ここで Iはレーザ強度，Īは 0 ns ≤ t ≤ 10 nsの間で平均化されたレーザ強度，ĪT
は T ns ≤ t ≤ T + 10 nsの間で平均化されたレーザ強度，σおよび σT はそれぞれ
0 ns ≤ t ≤ 10 nsおよび T ns ≤ t ≤ T + 10 nsの間のレーザ強度の標準偏差を表す．
また図 7.15は 100個のCA(T )の平均を計算している．< · >は 0 ns ≤ t ≤ 10 nsの
間の時間平均を表す．図 7.13と同じレーザパラメータが用いられている．この時の
外部共振器長 Lは L = 0.3 mであり，遅延時間 τ は τ = 2L/c (cは光速)として計
算され，τ ≈ 2 nsが得られる．図 7.15の自己相関関数において 2 nsごとにピーク
が現れており，遅延時間の特徴が観察できる．これは時系列からシステムの遅延時
間を推定することができることを示唆するため，カオス秘匿通信などの応用のため
には自己相関関数における遅延時間の特徴は観測不可能であることが望ましい．ま
た戻り光を有する半導体レーザの高速物理乱数生成への応用において，大きな自己
相関を持つレーザカオス時系列を用いて生成された物理乱数も自己相関を持つと考
えられるため，自己相関は極力低減させなければならない．

自己相関関数の評価手法はこれまでに減衰の速さという方法が用いられている
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図 7.16: 平均化回数Nを増加させた時の自己相関関数の変化．それぞれの図におい
て平均化回数は (a) N = 1，(b) N = 10，(c) N = 100が用いられている．また (c)

は図 7.15と同じ自己相関関数で ある．

[130]．自己相関関数の減衰が速いほど複雑なカオスであると考えられるためである．
これに対して本章では自己相関関数のセカンドピークCspを用いて評価を行う．自
己相関関数のセカンドピークは減衰の速さを算出するよりも容易であり，またセカ
ンドピークが小さいほど減衰の速さも速いことが期待できる．図 7.15では自己相関
関数のセカンドピークCsp = 0.44 が得られている．

周波数スペクトルと同様に，自己相関関数も平均化を行う必要がある．図 7.16は
平均化回数N を増加させた時の自己相関関数の変化を示している．平均化回数N

を増加させるにつれて遅延時間 τ ≈ 2 ns毎に現れるピークが明瞭となり，自己相関
関数が収束していく様子が観測できる．特にN = 1とN = 100のセカンドピーク
Cspの値はそれぞれCsp = 0.57，0.44であり異なるため，正確なセカンドピークの
値を得るために自己相関関数の平均化は必要であることが分かる．本章では平均化
回数N = 100を用いる．

7.2.4 Lang-Kobayashi方程式の線形化と最大リアプノフ指数の算

出方法

リアプノフ指数を算出するために方程式 (7.37)–(7.39)を線形化する．Response

レーザの基準となるカオス軌道 x† = (ere, eim, n) に対して微小な揺らぎ δx† =

(δere, δeim, δn)を与えた軌道 x̄ = x+ δxを考える．ここで †は転置を表す．x̄を方
程式 (7.37)–(7.39)に代入し，基準軌道xのまわりで線形化することで，以下のよう
に表される線形化方程式を得ることができる．
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dδx(t)

dt
= J t [x(t)] δx(t) + J t−τ [x(t− τ)] δx(t− τ) (7.41)

上記の線形化方程式 (7.41)は第 4章で導出された単体の戻り光を有する半導体レー
ザの線形化方程式 (4.32)と同じである．本章で用いる数値モデル (7.37)–(7.39)は
Driveレーザからの注入光を持つが，Driveレーザは戻り光を持たないために出力
強度が一定で常に安定ある．したがってDriveレーザの誤差拡大を考える必要がな
いため，線形化方程式においてDriveレーザに直接関係する項が消える．このため
本章で用いる式 (7.37)–(7.39)の線形化方程式 (7.41)は単体の戻り光を有する半導体
レーザの線形化方程式 (4.32)と一致する．しかしながらResponseレーザのカオス
軌道はDriveレーザの注入光により単体の戻り光を有する半導体レーザとは異なる
ため，Driveレーザからの注入光は間接的に微小誤差 δxの時間発展に影響を与える．

以上のようにして得られる線形化方程式 (詳細は第 4章を参照) を数値積分し，微
小誤差 δxの時間発展を用いてリアプノフ指数を算出する．リアプノフ指数の詳しい
算出手法は第 4章に示されている．戻り光の遅延時間 τ ≈ 2 nsを微小時間h = 0.002

nsにより離散化し，τ 内に含まれる離散化された全ての変数を時間 tにおける状態
とみなすことでノルムを算出する．

d(t) =

√√√√ M∑
i=0

(δe2re(t− ih) + δe2im(t− ih) + δn2(t− ih)) (7.42)

ここでM = τ/hである．最大リアプノフ指数 λmaxはノルム d(t)を用いて次のよう
に算出することができる．

λmax =
1

kh

k∑
i=1

ln
d(t+ (i+ 1)h)

d(t+ ih)
(7.43)

ここで kは λmaxを平均化するための計算回数であり，λmaxを収束させるために十
分大きくする必要がある．また d(t)は指数関数的に増加するため，hごとに微小揺
らぎを規格化する必要があることに注意する．
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7.2.5 光結合された半導体レーザの周波数帯域と自己相関関数の変化

本節では光結合された戻り光を有する半導体レーザにおいて，レーザ間の光周波
数差∆f を変化させた時の Responseレーザのレーザ強度時系列，周波数帯域，自
己相関関数の変化を示す．まず比較のため図 7.17(a1)，(b1)，(c1)に Driveレーザ
からの光注入が無い時 (σ = 0 ns−1)のResponseレーザの時系列，周波数スペクト
ル，自己相関関数を示す．この時の周波数帯域は 6.03 GHzである．単体の戻り光を
有する半導体レーザの周波数スペクトルのピークの周波数は半導体レーザの緩和発
振周波数に近くなるため，緩和発振周波数が大きいほど周波数帯域が増加する．ま
た半導体レーザの緩和発振周波数は規格化駆動電流値 jと共に増加するため，電流
値が大きいほど大きな周波数帯域が得られることが期待できる．本章では j = 1.36

を使用しており，この時の緩和発振周波数は 3 GHz程度となり，図 7.17(b1)のピー
ク周波数に近いことが分かる．一方で図 7.17(c1)において自己相関関数のセカンド
ピークCspはCsp = 0.44である．セカンドピークは時間シフトが 2 nsの時に得られ
ており，これは戻り光の遅延時間 τ = 2 nsと一致する．

次に Drive レーザから Response レーザに光注入が有る場合の結果を示す．図
7.17(a2)，(b2)，(c2)は Driveレーザからの光注入強度 σ = 31.1 ns−1，光周波数
差∆f = −18 GHzの時のレーザ強度の時系列，周波数スペクトル，自己相関関数
をそれぞれ表している．図 7.17(a2)の時系列の横軸の範囲が図 7.17(a1)よりも狭い
ことに注意する．光注入が無い時と比べて，明らかに時系列が速い振動成分を有し
ていることが分かる．図 7.17(b2)の光周波数スペクトルを見ると，3 GHz付近と 17

GHz付近で高いパワーを有していることが分かる．3 GHz付近のパワーは半導体
レーザの緩和発振周波数によるもので，これは光注入が無い時にも観察されている．
一方で 17 GHz付近のパワーの増加は Drive-Response間の光周波数差のため生じ
るビート周波数によるものである．この時の周波数帯域は 16.80 GHzであり，光注
入が無い時よりも増加していることが分かる．このように光結合された半導体レー
ザでは 2つのレーザ間の光周波数差に相当する振動成分を観測することができ，こ
のため周波数帯域が拡大する．一方で光周波数差∆f = −18 GHzであるのに対し
て，17 GHzの振動成分が増加しており，光周波数差∆f と少し異なる．この理由
はResponseレーザが戻り光を有しているためである．戻り光を有する半導体レー
ザの光周波数は，戻り光を持たない場合と比べて光周波数が減少する．これは半導
体レーザが比較的大きな線幅増幅係数を持つために生じる．したがって光注入前の
光周波数差∆f と Responseレーザに現れるビート周波数は完全に一致しない．ま
た戻り光を有する半導体レーザの光周波数は戻り光を持たない場合と比べて，光周
波数が時間的に大きく変化する．このためResponseレーザの周波数帯域拡大によ
り生じるパワーの増加は広がりを持つ．これはよりフラットな周波数スペクトルを
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図 7.17: Responseレーザの (a)レーザ強度時系列，(b)周波数スペクトル，(c)自己
相関関数を表している．図中のラベルの数字は (1) Driveレーザからの光注入が無
い場合，光周波数差 (2) ∆f = −18 GHz，(3) ∆f = −9 GHz，(4) ∆f = 9 GHzの
場合を表している．(b)においてそれぞれの周波数帯域は (1) 6.03 GHz，(2) 16.80

GHz，(3) 9.98 GHz，(4) 11.34 GHzである．(c)においてそれぞれの Cspは (1) 0.44，
(2) 0.50，(3) 0.20，(4) 0.47である．また (1)–(4)のそれぞれの場合の最大リアプノ
フ指数 λmaxは (1) 1.08 ns−1，(2) 1.12 ns−1，(3) 3.31 ns−1，(4) 1.14 ns−1である．
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有するカオスを生成するために重要であると考えられる．

また図 7.17(c2)から光周波数差 ∆f = −18 GHzの時の自己相関関数において
Csp = 0.50が得られている．光注入が無い時との大きな違いは，セカンドピークが
戻り光の遅延時間 τ とは異なる時間シフトの時に得られていることである．この時
のCspが得られている時間シフトは 0.05 nsであり，0.05 nsの逆数 (20 GHz)は光周
波数差∆f に近いことが分かる．このように大きな光周波数差により速い振動成分
が生じると，自己相関関数のセカンドピークが得られる時間シフトが遅延時間 τ と
異なる場合がある．一方で遅延時間 τ 付近の自己相関のピーク値はCsp = 0.42であ
り，光注入が無い場合と同程度である．

次に光周波数差∆f = −9 GHzの場合の時系列，周波数スペクトル，自己相関関数
を図 7.17(a3)，(b3)，(c3)に示す．時系列を比較すると，図 7.17(a3)は (a1)，(a2)よ
りも大きな振幅を有している．また図 7.17(b3)から周波数スペクトルは光周波数差
∆f = −9 GHzに相当する周波数付近でパワーの増加が観察される．この時の周波
数帯域は 9.98 GHzであり，図 7.17(b2)と比較すると周波数帯域は小さいが，光注入
が無い場合よりも増加している．一方で図 7.17(c3)の自己相関関数からCsp = 0.20

であり，図 7.17(c1)および (c2)よりも小さい値が得られた．またCspが得られる時
間シフトは遅延時間 τ ≈ 2 nsと同程度であり，図 7.17(c2)の場合とは異なる．

最後に図 7.17(a4)，(b4)，(c4)に光周波数差 ∆f = 9 GHzの時のレーザ強度の
時系列，周波数スペクトル，自己相関関数をそれぞれ示す．光周波数差の符号が図
7.17(a3)，(b3)，(c3)の場合と逆であることに注意する．まず図 7.17(a4)の時系列
を観察すると，振幅は図 7.17(a2)や (a1)と同程度である．特徴的な点は強度が 0付
近に近づいた後に比較的大きな振幅が現れるという振る舞いが観測されることであ
る．また図 7.17(c3)と比較すると，常に速い振動が観測される．この時の周波数ス
ペクトルが図 7.17(b4)に示されており，周波数帯域は 11.34 GHzとなっている．一
方で図 7.17(c4)からCsp = 0.47であり，図 7.17(c1)，(c2)と同程度である．光周波
数差が∆f = −9 GHzの時の周波数スペクトルである図 7.17(b3)と比較すると，図
7.17(b4)は 10 GHz付近のパワーが増加している点が異なる．このため∆f = −9

GHzの時よりも∆f = 9 GHzの時の方が周波数帯域が増加している．光周波数差の
正負でパワーが増加する周波数が異なる理由は，戻り光によりResponseレーザの光
周波数が減少するためである．光周波数差が正の場合 (∆f = fd − fr > 0)，戻り光
によりResponseレーザの光周波数が減少するが，Driveレーザの光周波数は変化し
ないため，実光周波数差は増加する．逆に光周波数差が負の場合 (∆f = fd−fr < 0)

は実光周波数差は減少する．以上のようにResponseレーザに戻り光を付加した場
合には正の光周波数差の時により周波数帯域が拡大される．
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また一方向に光結合された半導体レーザにおいてDriveレーザとResponseレーザ
の光周波数差の正負の関係は同期において重要であることが知られている [26, 103,

131–133]．半導体レーザは比較的大きな線幅増幅係数を持つため，負の光周波数差，
つまり∆f = fd − fr < 0から，Responseレーザの光周波数がDrive の光周波数よ
りも大きい時に光周波数の引き込み現象 (インジェクションロッキング)が生じやす
いからである．インジェクションロッキングが発生した場合，2つのレーザの光周
波数は一致するためビート周波数が生じず，周波数帯域拡大が達成されない．した
がって周波数帯域拡大を達成するためには正の光周波数差が良く用いられる．

以上の 4つの光周波数差の場合について周波数帯域および自己相関関数のCspの
変化について整理する．周波数帯域は光周波数差∆f = −18 GHzの時に最も高い
値が得られた．この理由は光周波数差に相当するビート周波数がResponseレーザ
のダイナミクスに現れるため，光周波数差の大きさに依存して周波数帯域も増加す
るからである．また光周波数差の正負については，正の光周波数差の方が大きな周
波数帯域が得られることが分かった．一方で自己相関関数のCspは∆f = −9 GHz

の時に最も小さな値Csp = 0.20が得られた．他の 3つの光周波数差の時のCspは同
程度となった．

次に図 7.17の 4つの場合に対応する最大リアプノフ指数の変化を示す．Driveレー
ザからの光注入が無い場合，光周波数差∆f = −18 GHz，−9 GHz，9 GHzの場
合のそれぞれについて，最大リアプノフ指数 λmax は λmax = 1.08 ns−1，1.12 ns−1，
3.31 ns−1，1.14 ns−1が得られた．光周波数差∆f = −9 GHzの時に最も大きな最大
リアプノフ指数 λmax = 3.31 ns−1が得られた．一方で光周波数差∆f = −18 GHz，
9 GHzの時の最大リアプノフ指数はDriveレーザからの光注入が無い場合と同程度
である．これは Driveレーザからの光注入が Responseレーザの状態空間における
軌道の不安定性にほとんど変化を与えていないことを意味する．以上のように最大
リアプノフ指数が増加する光周波数差が存在することが分かる．

7.2.6 周波数帯域および自己相関関数の最大リアプノフ指数との比較

周波数帯域および自己相関関数のCspの変化と最大リアプノフ指数の変化を比較
し，それぞれの変化の関連性を調査する．DriveレーザとResponseレーザの光周波
数差∆fの変化に対する周波数帯域および自己相関関数のCsp，最大リアプノフ指数
の変化を図 7.18に示す．この時の光注入強度 σ = 31.1 ns−1であり，Responseレー
ザの戻り光強度 κ = 6.2 ns−1の 5倍程度である．周波数帯域拡大を観測するために
比較的強い注入強度を用いているが，高い注入強度はインジェクションロッキング
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を生じてしまう．そのため光周波数差∆fの大きさが小さい場合に，Responseレー
ザのダイナミクスがカオスでなくなる場合があることに注意する．

図 7.18(a)は周波数帯域の変化を表している．−8 GHz ≤ ∆f ≤ −2 GHzの範囲
において周波数帯域が 0 GHz となっている．これはResponseレーザの出力強度が
一定となっており，周波数帯域を計算することができないため 0 GHzとしている．
Responseレーザの出力強度が一定となる理由は Driveレーザにインジェクション
ロッキングされるためである．Driveレーザは戻り光を持たないためその出力強度
は一定であり，ResponseレーザがインジェクションロッキングされるとResponse

レーザの出力強度も一定となる．また−2 GHz ≤ ∆f ≤ 5 GHzの範囲でResponse

レーザのダイナミクスは周期状態となっている．このように光周波数差∆f が小さ
すぎるとResponseレーザのダイナミクスがカオスでなくなるため，高速物理乱数
生成への応用のためにはある程度光周波数差∆f を大きくする必要がある．一方で
図 7.18(a)の∆f < −8 GHzおよび∆f > 5 GHzの範囲では光周波数差∆f の大き
さを正または負の方向に増加させると，周波数帯域も増加することが分かる．この
範囲の周波数帯域はいずれも Driveレーザからの光注入が無い場合よりも大きい．
図 7.18(a)に示されている範囲では図の両端 (∆f = ±20 GHz)において周波数帯域
が最も高くなっているが，さらに∆f の大きさを増加させるとさらに周波数帯域は
増加する．以上のように周波数帯域は光周波数差の大きさ |∆f |が大きいほど増加
する．この理由は |∆f |が大きいほど大きなビート周波数がResponseレーザのダイ
ナミクスに現れるからである．

次に図 7.18(b)に自己相関関数のセカンドピーク Cspの変化をを示す．まず Re-

sponseレーザのダイナミクスがカオスでない光周波数差の範囲−8 GHz ≤ ∆f ≤ 5

GHzにおいてCsp = 1である．Responseレーザの出力強度が一定の場合 (−8 GHz

≤ ∆f ≤ −2 GHz)，自己相関関数を計算することができないため，Csp = 1として
いる．Csp = 1となる範囲以外では，まず∆f = −9 GHzの時に Cspが最少となっ
ている．−17 GHz ≤ ∆f ≤ −12 GHzおよび 9 GHz ≤ ∆f ≤ 15 GHzの範囲におい
てCspはDriveレーザからの光注入が無い場合 (Csp = 0.44)と同程度である．光周
波数差∆f が比較的大きな範囲 (∆f < −17 GHzおよび∆f > 15 GHz)では光周波
数差の大きさ |∆f |の増加と共にCspも増加する．この光周波数差の大きさ |∆f |と
共にCspが増加する範囲では，Cspが得られる時間シフトが遅延時間 τ = 2 nsとは
異なり (図 7.17(c2)参照)，0 nsに近い値でCspが得られる．

次に複雑性の変化を示す．図 7.18(c)は光周波数差∆f を変化させた時の最大リ
アプノフ指数 λmaxの変化を表している．Driveレーザからの光注入が無い場合の最
大リアプノフ指数は λmax = 1.08 ns−1であり，この値を超える λmaxが光注入によ
り得られることが望ましい．まず −8 GHz ≤ ∆f ≤ 5 GHzの範囲では λmax ≤ 0
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図 7.18: Drive-Response間の光周波数差∆f を変化させた時の Responseレーザの
(a)周波数帯域，(b)自己相関関数のセカンドピークCsp，最大リアプノフ指数 λmax

の変化を示している．

ns−1であり，Responseレーザのダイナミクスがカオスではないことが分かる．一
方で−14.0 GHz ≤ ∆f ≤ −8.5 GHzの範囲では最大リアプノフ指数が λmax > 1.20

ns−1であり，Driveレーザからの光注入が無い場合の値よりも高い最大リアプノフ
指数が得られる．特に∆f = −8 GHzの時に最大リアプノフ指数は最も大きくなり，
λmax = 3.31 ns−1となっている．しかしながら∆f < −14 GHzおよび∆f > 8 GHz

の範囲では最大リアプノフ指数はDriveレーザからの光注入が無い場合と同程度で
ある．

以上の結果から周波数帯域および自己相関関数のCspと最大リアプノフ指数の変
化の関連性を考える．周波数帯域は光周波数差の大きさ |∆f |が大きいほど高い値
が得られる．一方で最大リアプノフ指数は |∆f |が大きな範囲では Driveレーザか
らの光注入が無い場合と同程度であり，複雑性は増加しない．したがって図 7.18(a)

と (c)において周波数帯域の増加と複雑性の増加に関連性は観測できない．しかし
ながら自己相関関数のCspは光周波数差∆f = −9 GHzで最少となり，最大リアプ
ノフ指数が最も大きくなる光周波数差の値と一致する．ゆえに図 7.18(b)と (c)にお
いて自己相関関数のCspの減少は最大リアプノフ指数の増加を表すと考えられる．

7.2.7 周波数帯域，自己相関関数のセカンドピーク，最大リアプノ

フ指数の2次元図

本節ではDriveレーザとResponseレーザの間の光周波数差∆fだけでなく，Drive
レーザからResponseレーザへの光注入強度 σを変化させ，周波数帯域，自己相関
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図 7.19: 光注入強度 σおよび光周波数差∆fの 2次元パラメータ空間上における (a)

周波数帯域，(b)自己相関関数のセカンドピークCsp

，(c)最大リアプノフ指数 λmax，(d)実光周波数差∆finjの変化を示している．(a)

の黒色領域は周波数帯域が高いことを表し，(b)の黒色領域はCspが小さいことを
表し，(c)の黒色領域は λmaxが高いことを表す．また (d)の白色領域は

|∆finj| < 0.01 GHzであり，インジェクションロッキング領域を表している．

関数のセカンドピークCsp，最大リアプノフ指数の変化を示し，これらの量の変化
の関連性について調査する．図 7.19はResponseレーザの周波数帯域，自己相関関
数の Csp，最大リアプノフ指数，実光周波数差∆finj の 2次元パラメータ空間上に
おける変化を表している．縦軸，横軸はそれぞれ光周波数差∆f，光注入強度 σを
表す．図 7.19(a)は周波数帯域の変化を表しており，黒色領域は周波数帯域が高く，
白色領域は周波数帯域が 0 GHz(Responseレーザのダイナミクスが定常状態)であ
る．周波数帯域が高くなる領域は光注入強度 σが大きく，光周波数差∆f = ±20
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GHzとなるあたりに現れる．基本的には光周波数差の大きさ |∆f |が大きいほど周
波数帯域も大きくなるが，光注入強度 σ < 10 ns−1では |∆f |が大きくても周波数帯
域はあまり増加しない．光注入強度 σが小さいと，レーザ間の光周波数差により生
じるビート周波数の振幅も小さくなるためであると考えられる．一方で光周波数差
が小さく光注入強度が比較的大きな時 (図 7.19(a)の白色領域)，インジェクション
ロッキングによりResponseレーザのダイナミクスは定常状態となる (図 7.19(d)の
|∆finj| < 0.01 GHzの領域に相当)．この白色領域は光注入強度を増加させると光周
波数差が負の領域に広がりやすい．一方で光周波数差が正の方向の白色領域の境界
付近ではResponseレーザのダイナミクスが周期または準周期となっている．この
領域ではインジェクションロッキングは達成されておらず，またダイナミクスが周
期や準周期となる理由も明らかでないため，物理現象の観点から興味深い．

図 7.19(b)は自己相関関数のセカンドピーク Cspの変化を表しており，黒色領域
は Cspが小さいことを表し，白色領域は Csp = 1である．光注入強度 σ，光周波数
差の大きさ |∆f |がどちらも比較的小さい領域において黒色領域が現れている．一
方で白色領域は Responseレーザのダイナミクスがインジェクションロッキングに
より定常状態となる．この領域は光周波数差が小さく光注入強度が比較的大きな場
合に現れる．この白色領域の光周波数差が正の方向の境界付近の灰色領域において
Responseレーザのダイナミクスは周期または準周期となっている．また光周波数差
の大きさ∆f |が大きい時 (∆f ≈ ±20 GHz)，光注入強度 σを増加させるとCspも増
加する．CspがDriveレーザからの光注入が無い時の値を超えて増加する時，Cspが
得られる時間シフトは遅延時間 τ ではなく光周波数差の逆数に相当する値となって
いる．この時，遅延時間 τ に相当する自己相関関数のピークはDriveから光注入が
無い時のCspと同程度になっている．

図 7.19(c)は最大リアプノフ指数 λmaxの変化を示しており，黒色領域は最大リア
プノフ指数が高いことを表す．高い最大リアプノフ指数が得られる黒色領域は光周
波数差∆fが負の方向の白色領域の境界付近で得られている．1.0 ns−1 < λmax < 1.5

ns−1となる灰色領域は黒色領域付近を除いて，Driveレーザからの光注入が無い時
の最大リアプノフ指数と同程度となる．つまり光周波数差の大きさ |∆f |が大きい
場合，最大リアプノフ指数はほとんど変化しない．また白色領域は最大リアプノフ
指数が |λmax| < 0.01 ns−1および λmax < −0.01となる領域を表している．最大リ
アプノフ指数が |λmax| < 0.01 ns−1となる領域ではResponseレーザのダイナミクス
が周期または準周期となっており，λmax < −0.01となる領域では定常状態となって
いる．

図 7.19(d)は実光周波数差∆finjの変化を表しており，白色領域は |∆finj| < 0.01

GHzとなる範囲を表している．この白色領域ではインジェクションロッキングが
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生じていると考えることができる．図 7.19(d)の白色領域は図 7.19(a)，(b)の白色
領域および (c)の λmax < −0.01 ns−1となる領域とほとんど一致し，この領域では
Responseレーザのダイナミクスが定常状態となっている．

最大リアプノフ指数の変化 (図 7.19(c))を周波数帯域および自己相関関数のセカン
ドピークCspの変化 (図 7.19(a)および (b))と比較する．図 7.19(a)から周波数帯域は
光注入強度 σおよび光周波数差の大きさ |∆f |が大きいほど増加するが，図 7.19(c)

から最大リアプノフ指数は |∆f |が大きなパラメータ空間では高い値が得られない．
したがって周波数帯域と最大リアプノフ指数の間に関連性は観測できず，ダイナミ
クスの振動周波数が増加したとしても複雑性は増加するとは限らない．一方で図
7.19(b)の Cspの変化と図 7.19(c)の最大リアプノフ指数の変化を比較すると，2次
元パラメータ空間上の黒色領域が似ていることが分かる．図 7.19(b)と (c)の黒色領
域はどちらも白色領域の境界付近に現れており，光周波数差が正よりも負の領域に
広く分布している．よって光注入強度と光周波数差の 2次元パラメータ空間におい
ても，Cspの減少は最大リアプノフ指数の増加 (つまり複雑性の増加)を示すと言う
ことができる．

リアプノフ指数が増加するということは時系列の予測不可能性が増加することを
意味する．一方で自己相関関数は時間経過後の波形が元の波形の情報をどの程度有
しているかを表していると考えることができる．自己相関関数のセカンドピークが
減少するということは時間経過後の波形が有している元の波形の情報量が減少する
ことを表すため，予測不可能性が増加するということを意味すると考えることがで
きる．ゆえに自己相関関数のセカンドピークの減少は最大リアプノフ指数の増加を
示すと考えられる．

実験的にダイナミカルシステムの複雑性を定量化する場合，得られた時系列に
対して非線形解析を用いた手法，あるいは統計的な手法を適用することが考えられ
る．非線形解析における最大リアプノフ指数の算出は代表的な指標の 1つであるが，
実験的に行う場合には比較的困難である．特に戻り光を有する半導体レーザは時間
遅延システムであるため無限次元を有し，埋め込みによる状態空間を再構成する方
法を一般的なシステムと同様に考えて良いかは不明である．これに対してこれまで
に時間遅延システムにおいて時系列から埋め込みを用いてリアプノフ指数を算出す
る手法 [101]や完全同期を用いてリアプノフ指数を算出する手法が提案されている
[97, 98]．しかしながらこれらの方法は戻り光を有する半導体レーザが非常に速いダ
イナミクスを持つ (数GHzから十数GHz)ことや，完全同期を実験的に観測するこ
とが困難であることから，戻り光を有する半導体レーザに適用するのが難しい．こ
れに対して本章で得られた自己相関関数のセカンドピークCspの減少が最大リアプ
ノフ指数の増加を表すという結果は，実験的に最大リアプノフ指数を比較的容易に
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増加させることが可能であることを示唆するため重要である．自己相関関数はレー
ザ強度時系列から容易に得ることができるため，自己相関関数のセカンドピークを
最小化するようにレーザパラメータを変化させることで最大リアプノフ指数を増加
させることができる．最大リアプノフ指数の値を算出することはできないが，最大
リアプノフ指数を増加させることができるという観点で重要である．

一方で本章の結果により，周波数帯域と最大リアプノフ指数に関連性が無いこと
が明らかになった．これまでの研究において，光結合された半導体レーザにおいて
光注入強度と光周波数差の 2次元パラメータ空間上で周波数帯域の変化の調査が行
われている [134]．しかしながら高速物理乱数生成や光カオス秘匿通信への応用にお
いてシステムの複雑性が重要であり，周波数帯域を増加させたとしても複雑性が増
加するとは限らないため，応用のためには周波数帯域を調査するだけでは不十分で
あることを本章の結果は示している．

7.2.8 まとめ

本章では戻り光を有する半導体レーザのリアプノフスペクトラム解析の 2つの応
用について示した．1つ目の応用として，戻り光を有する半導体レーザにおいて一
般化同期を用いて最大リアプノフ指数を算出する方法を提案し，その有効性を数値
計算により調査した．提案手法では３つの戻り光を有する半導体レーザを用意し，
１つの半導体レーザから他の２つの半導体レーザに光注入することで一般化同期さ
せる．光注入された２つのレーザは完全同期を示すが，光注入を切断すると２つの
半導体レーザの出力強度差は指数関数的に拡大する．そのためレーザ強度差の指数
関数的拡大率から最大リアプノフ指数を算出することができる．本研究では半導体
レーザの戻り光強度および注入電流を変化させ，最大リアプノフ指数の算出を行っ
た．さらに線形化されたモデル方程式を用いて算出された最大リアプノフ指数と提
案手法により求めた最大リアプノフ指数との比較を行った．その結果，本提案手法
により算出された最大リアプノフ指数は線形化方程式を用いて算出された最大リア
プノフ指数と同程度の値となることが分かった．提案手法により最大リアプノフ指
数を算出することが可能であり，本手法は実験システムにも適用可能である．

2つ目の応用として外部から入力される一定の光と戻り光を有する半導体レーザ
の数値計算を行い，周波数帯域および自己相関関数のセカンドピークの変化を調査
した．また最大リアプノフ指数を用いて複雑性の定量化を行い，周波数帯域および
自己相関関数のセカンドピークの変化と最大リアプノフ指数の関連性を調査した．
Drive-Response間の光周波数差およびDriveレーザから Responseレーザへの光注
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入強度を変化させたところ，周波数帯域は光周波数差および光注入強度が高いほど
増加した．一方で自己相関関数のセカンドピークはインジェクションロッキング領
域の境界のすぐ外側で小さくなった．これらの結果と最大リアプノフ指数の変化を
2次元パラメータ空間上で比較したところ，自己相関関数のセカンドピークの減少
領域において最大リアプノフ指数が増加することが分かった．一方で周波数帯域の
増減と複雑性の変化には関係性が見られなかった．

最大リアプノフ指数はカオスの予測不可能性を定量化する指標であり，埋め込み
などによって実験的に得られた時系列から推定することが可能である．しかしなが
ら半導体レーザはGHzを超える高い振動周波数を持ち，また時間遅延ダイナミカ
ルシステムであるため，埋め込み法を用いて最大リアプノフ指数を算出するのは比
較的困難である．一方で自己相関関数は時系列から比較的容易に得ることができる
ため，実験的に最大リアプノフ指数が増加するパラメータ領域を探索するために本
研究で得られた知見は有効である．また半導体レーザを用いて物理乱数生成器の応
用のために周波数帯域は良く調査されているが，本研究で得られた結果は周波数帯
域のみを増加させても最大リアプノフ指数が増加するとは限らないため，周波数帯
域のみの調査では複雑性の向上のためには不十分であると言える．
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第8章 結論

本研究では，数値計算により時間遅延されたフィードバック光を有する半導体レー
ザにおいてカオスダイナミクスを観測し，そのレーザカオスの複雑性をリアプノフ
指数により評価した．リアプノフ指数は，状態空間においてダイナミカルシステム
の軌道に与えられた微小な揺らぎが時間に対して拡大するときの指数関数的拡大率
を表す量である．リアプノフ指数が正であれば，その軌道は不安定であるためシス
テムはカオスとなる．高いリアプノフ指数は軌道がより不安定であることを表すた
め，システムがより複雑であると言うことができる．戻り光を有する半導体レーザ
により出力されるカオスはGHzを超える高速な振動成分を有するため，高速物理
乱数生成器への応用が期待されており，リアプノフ指数により評価されたカオスの
複雑性は生成された乱数のランダム性を理論的に保証するために重要となる．以下
に各章における結論を述べる．

第 1章では，本研究の背景と目的，本論文の構成を述べた．

第 2章では，序論としてリアプノフ指数，コンシステンシー，物理的一方向性関
数，リザーバコンピューティングについて述べた．

第 3章では，戻り光を有する半導体レーザのダイナミクスを良く表現する Lang-

Kobayashi方程式の導出を行い，本研究の数値計算において使用する数値モデルを
示した．また導出された方程式を用いて戻り光を有する半導体レーザにおいて数値
計算によりカオスを観測した．戻り光強度を変化させることにより，半導体レーザ
の出力強度が一定の状態から周期，準周期，カオスへと変化する，カオスへの準周
期ルートを示すことを観測した．

第 4章では，戻り光を有する半導体レーザにおいてリアプノフスペクトラム解析
を用いて，複雑性の指標であるエントロピーおよび次元を算出した．さらに半導体
レーザのパラメータを変化させ，エントロピーおよび次元が増加する条件の調査を
行った．半導体レーザの戻り光強度および注入電流を最適化することでエントロピー
と次元を最大化することが可能であることが分かった．次元を増加させるためには
外部共振器長を増加させることが効果的であることが分かった．また半導体レーザ

189



の内部パラメータとして，線幅増幅係数が大きく利得飽和係数が小さな半導体レー
ザを用いることが複雑性向上のために効果的であることが明らかとなった．これら
の知見は戻り光を有する半導体レーザを用いた高速物理乱数生成においてランダム
性の高い乱数生成を行うために有用である．

第 5章では，DriveからResponseシステムに一方向に結合されたダイナミカルシ
ステムにおいてコンシステンシーの有無とリアプノフスペクトラム解析により定量
化された複雑性の関係について調査した．まず結合レスラーモデルと結合マッキー
グラスモデルを用いた．この 2つのモデルにおいて結合強度を増加させることにより
コンシステンシーを達成した．さらにリアプノフスペクトラム解析により定量化さ
れたエントロピーと次元を用いて複雑性を評価した．コンシステンシー状態の複雑
性は単体のDriveシステムと同程度となることが分かった．さらに本章では，Drive

レーザからResponseレーザに一方向に光結合された戻り光を有する半導体レーザ
においてリアプノフスペクトラム解析によりエントロピーおよび次元を算出し，コ
ンシステンシー状態の有無との関係について調査を行った．まずDriveレーザから
Responseレーザへの光注入強度を増加させることによりコンシステンシーを達成
した．また 2つのレーザ間の光周波数差を変化させたところ，正よりも負の光周波
数差においてコンシステンシーの達成が容易であることが分かった．次にエントロ
ピーおよび次元により複雑性を評価し，コンシステンシーの有無との関係性を調査
した．コンシステンシー状態の結合システム全体のエントロピーおよび次元は，結
合が無い時の結合システムが持つエントロピーや次元よりも低くなり，Driveレー
ザが持つエントロピーと次元と同程度の値に収束することが分かった．コンシステ
ンシー状態でない領域では，光周波数差が大きい時，結合があっても結合が無い時
のシステム全体のエントロピーおよびKY次元と同程度の値となった．しかしなが
らコンシステンシー状態となる領域の境界付近で結合が無い時のシステム全体の値
よりも大きくなることが分かった．以上よりエントロピーおよび次元は 3つの領域
に分けることができる．1つ目は結合が無い時よりも低くなる領域であり，この時
コンシステンシー状態である．2つ目は結合が無い時と同程度の値となる領域であ
る．3つ目は結合が無い時よりも大きくなる領域であり，これはコンシステンシー
状態となる領域のすぐ近くの領域において観測された．

第 6章では，時間遅延ダイナミカルシステムにおいて有限時間リアプノフ指数を
算出する方法を提案した．また本手法をマッキーグラスモデルおよび戻り光を有す
る半導体レーザに適用した．まずマッキーグラスモデルに本手法を適用し，有限時
間リアプノフ指数の標準偏差を算出した．有限時間リアプノフ指数の標準偏差は，
有限時間および遅延時間の増加に対してべき乗則で減少することが分かった．有限
時間に対する標準偏差のべき乗則は，時間遅延フィードバックを持たない一般的な
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システムでも観測されており，この時のべき指数は−0.5から−1.0となることが分
かっている．これに対してマッキーグラスモデルにおいて，べき指数は−0.5であ
り，時間遅延フィードバックを持たないシステムと同様の結果が得られた．一方で
遅延時間に対する有限時間リアプノフ指数の標準偏差のべき乗則が本研究で初めて
明らかとなった．この時のべき指数はほぼ−0.5となることが分かった．さらに戻
り光を有する半導体レーザにおいて本手法を適用した．戻り光を有する半導体レー
ザの有限時間リアプノフ指数の標準偏差は，マッキーグラスモデルの場合と同様に
有限時間および遅延時間の増加に対してべき乗則に従って減少することが分かった．
しかしながら遅延時間に対する有限時間リアプノフ指数の標準偏差のべき乗則のべ
き指数は−0.1程度であり，マッキーグラスモデルとは異なる結果が得られた．

第 7章では，戻り光を有する半導体レーザのリアプノフスペクトラム解析の 2つ
の応用について述べた．1つ目として，戻り光を有する半導体レーザにおいて実験
的に適用可能である一般化同期を用いてリアプノフ指数を算出する手法を提案した．
また本手法の妥当性を数値計算により示した．本手法では 3つの戻り光を有する半
導体レーザを用いる．Driveレーザから出力された光を 2つのResponseレーザに一
方向に入力することで 2つの Responseレーザを同期させることができる．2つの
Responseレーザを同期させた状態から，Driveレーザからの入力を切断すると，2

つのResponseレーザは戻り光によりカオス状態となっているため，その出力強度
の差は指数関数的に拡大する．この時の指数関数的拡大率として最大リアプノフ指
数を算出する．本手法で得られた最大リアプノフ指数と線形化されたモデル方程式
を用いて算出された最大リアプノフ指数の比較を行い，本手法の妥当性を調査した．
2つの手法で得られた最大リアプノフ指数は最大で 20%の誤差はあるが，レーザパ
ラメータの変化に対して同様の傾向が得られたため，本手法により最大リアプノフ
指数の見積もりは可能である．本手法は実験的にリアプノフ指数を算出する方法と
して有用である．2つ目は，一方向に光結合された半導体レーザにおいて最大リア
プノフ指数により評価された複雑性と周波数帯域および自己相関関数の関係性につ
いて調査した．レーザカオスの周波数帯域は高速物理乱数生成における乱数生成速
度を向上させるために重要である．一方で戻り光を有する半導体レーザの自己相関
関数において，戻り光の遅延時間の特徴が現れることが知られており，この特徴は
物理乱数生成においてなるべく観測されないことが望まれる．本研究では，周波数
帯域の大きさおよび自己相関関数の大きさと，リアプノフ指数により評価された複
雑性の大きさとの関連性を調査した．その結果，周波数帯域と複雑性には関係性は
観測されなかった．一方で自己相関関数のセカンドピークが小さくなる時にリアプ
ノフ指数が増加することが明らかとなった．

今後の課題として，戻り光を有する半導体レーザにおいて実験的に観測された時
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系列を用いたリアプノフ指数の算出が挙げられる．またリアプノフ指数を用いてシ
ステムの複雑性を評価し，戻り光を有する半導体レーザを用いたリザーバコンピュー
ティングの性能との関連性を調査することは，非線形時系列解析，特にダイナミカ
ルシステムの安定性の観点からリザーバコンピューティングの情報容量を評価する
という意味で重要である．さらに半導体レーザカオスを用いた高速物理乱数生成に
おいて，戻り光を有する半導体レーザのエントロピー生成速度と最大リアプノフ指
数の関連性については示されているが，実際の物理乱数生成速度とリアプノフ指数
の関係については調査されておらず，今後の研究課題である．

以上の成果は戻り光を有する半導体レーザを用いた高速物理乱数生成のランダム
性の評価や，半導体レーザのコンシステンシーを用いたリザーバコンピューティン
グの性能評価，および物理的一方向性関数の安全性評価に有用であると期待される．
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