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1. 緒   論 
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Fig. 1  Concept of proposed spatial filter (Number of sensors: 2)

 機械の振動を測定する際に，モードの節にポイントセンサ

を配置すれば，そのモードを不可観測にして，センサ出力に

含まれるモード数を減少させることができる(1), (2)．この手法

は，観測スピルオーバの回避や，低次元物理モデルの作成に

有用であり，簡単に実現できる．しかしながら，一般にモー

ドの節はモード次数によって異なる位置にあることから，こ

の手法で複数のモードを同時に不可観測にすることは困難で

ある． 
 センサ出力に含まれる複数のモードを同時に不可観測にす

るには，モーダルフィルタを利用して応答をモード分解し，

所望のモードだけを選択して観測する方法が考えられる．モ

ードの直交性を利用した空間フィルタであるモーダルフィル

タを実現するには，分布定数系センサとポイントセンサを用

いる 2 通りの手法が提案されている(3), (4), (5)．分布定数系セン

サを利用する場合には，モード関数が既知で，モード形状に

センサを整形できるような比較的単純な構造物にしか適用で

きない．ポイントセンサを利用すれば，複雑な構造物におい

ても，モーダルフィルタリングが実現できる．しかしながら，

対象とする周波数帯域に含まれるモードと同数以上のセンサ

が必要であるという課題や，全てのモードベクトルを高精度

に同定しておかなければならないという課題がある． 
 一方，分布定数系モーダルフィルタを規範として，モード

の節やモードの対称性なども考慮に入れたセンサ配置を行う

ことで，従来にない少数のポイントセンサで実現できるモー

ダルフィルタリング法が提案されている(6)．しかしながら，

この手法においても，全てのモードのモード関数が既知でな

ければならないという課題は変わらない． 
 本論文では，構造物の振動をポイントセンサで測定する際

に，センサ出力に含まれる多数のモードの中から，任意に選

択された複数のモードを同時に不可観測とする空間フィルタ

の設計法について検討する．不可観測とするモードに対して

のみ直交なフィルタを設計することで，所望のフィルタを実

現するのに必要なセンサ数を減らす．また，不可観測とする

モードのモードベクトルだけを用いてフィルタを設計するこ

とで，モードベクトルの同定に要する負担を減らす．以下で

は，このような空間フィルタの設計法の概念を述べた後，セ

ンサ数が 2 個の場合を例に，詳細なフィルタ設計法を述べる．

また，数値例として，片持ちはり上の 2 点にセンサを配置し

て測定された振動から，任意に選択された複数のモードを不

可観測とする． 

2. 複数のモードを不可観測とする空間フィルタ 

 はじめに，提案する空間フィルタの設計法について述べる． 
次に，この空間フィルタで濾波して得た信号の物理的意味や，

その利用例について述べる． 
 2.1 多点応答  構造物上に配置された複数のポイント

センサの出力を，モード座標で表現する．N個のポイントセ

ンサを用いて，サンプリングτ[s]で振動を測定する場合につい

て示す．対象とする周波数範囲で支配的なモード数はQ，モ

ードベクトルは実数で表せると仮定する．このとき，n番目の

センサ位置xnで時刻 kt kτ= に測定されたセンサ出力z(xn, tk)は，

次式で表せる． 
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ここに，q次モードベクトル qφ の位置xnに対応する要素を

( )q nxφ ，時刻 におけるq次モードのモード振幅をkt ( )q ktη と表

した．以上より，構造物上のN点で時刻 t に測定された多点

応答の列ベクトル
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モード座標応答の関係は，次式で表せる． 
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ここに，Φ はモード行列， はモード座標応答の列ベク

トルである． 
( )ktη

 2.2 従来の方法  任意のモードを不可観測とするため

に利用できる代表的な方法として，モードの節にセンサを配

置する手法について説明する． 
 任意の s 次モードを不可観測とする場合には，s 次モードの

節
snx にセンサを配置すればよい．例えば，センサ数 1 の場合，

s 次モードの節において ( ) 0
ss nxφ = となるので，s 次モードの

情報は不可観測となり，センサ出力 は次式で表せる． ( sn kz x ,t )
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上述の方法を用いて，複数のモードを同時に不可観測にする

には，不可観測の対象とする複数のモードの節が，すべて一

致する位置が構造物上に存在しなくてはならない．しかしな

がら，モードの節は，モードごとに異なるのが一般的であり，

モードの節を利用するだけで，任意に選択された複数のモー

ドを同時に不可観測にするのは困難である． 
 2.3 フィルタ設計法の概念  所望のモードを不可観測

とする空間フィルタ設計法の概念を示す．説明を簡単化する

ために，s1, s2次モードの 2 つの不可観測とする場合を例に，

センサ数が 2 個の場合について説明する．以下，不可観測の

対象とするモード次数の組を，ベクトル [ ]1 2 3s ,s ,s=s で表記す



る． 
 センサ数が 2 の場合のフィルタ設計法を図 1 に示す．はじ

めに，不可観測の対象とするモードのモードベクトル

( )1 2
l

l ,=sφ が，2 次元空間の中で同一の直線上に存在するよう

にセンサを配置する． 
 

1 1 2s sλ=φ φ  (5) 

ここに， 1λ はゼロでない任意の実数である．今，
1s

φ に直交な

ベクトルとして，空間フィルタベクトル を求めると，次式

の関係が成り立つ． 
sψ
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このとき，不可観測の対象でないモードに対し，この空間フ

ィルタベクトルは直交しないと仮定する． 
 ( )1 20T

q , q s ,s≠ ∀ ≠sψ φ  (7) 

式(6), (7)の関係が成り立つセンサ配置が実現できるとき，多

点応答の列ベクトル ( )ktz の前から，空間フィルタベクトル

の転置を乗じて得た信号において，ssψ 1, s2次モードだけが不

可観測となる． 
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 2.4 フィルタの設計  センサ数が 2個の場合を具体例と

して，空間フィルタの設計法を示す．本節では，不可観測と

するモードがs1, s2次の 2 個ある場合のフィルタ設計法につい

て述べる．s1, s2次のモードベクトルが，1 次従属になるセン

サ配置を行うことで，所望のフィルタを設計する．今，s1, s2次

のモードベクトルを列要素とする行列の行列式を計算するた

めに，次式の関数を定義する． 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 21 2 1 2 2 1s ,s s s s sW x ,x x x x xφ φ φ φ≡ −  (9) 

所望のセンサ配置は，各センサが同位置にないという条件下

で，次式を満たす解の組(x1, x2)を求める問題に帰着する． 
 ( )

1 2 1 2 1 20s ,sW x ,x , x x= ≠  (10) 

求めたセンサ配置(x1, x2)において，モードベクトル
1 2s s,φ φ を算

出し，これらのベクトルに共に直交な空間フィルタベクトル

を求める．具体的には，ssψ 1次モードを用いて，次式のよう

に算出する． 
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式(10)は，s1, s2次モ－ドのいずれか一方あるいは両方の節の位

置が，2つのセンサ位置と同位置である場合にも満たされる．

従って，式(10)は，モードの節を利用して，任意のモードを不

可観測とする手法を包含したものと考えることもできる．い

ずれかのモードの節にセンサが配置されるとき，残るモード

のモードベクトルに直交なベクトルを空間フィルタベクトル

とすればよい．両方のモードの節にセンサが配置できる場合

には，空間フィルタベクトルを用いる必要はなく，センサ出

力そのものにおいて，所望のモードは不可観測である． 
 2.5 フィルタの適用例  提案する手法でフィルタリン

グを行うと，1 次元の時間領域信号を得る．本節では，1 次と 
2 次のモードを不可観測にする場合を例に，この 1 次元の時

間領域信号の物理的意味と，具体的な利用例について述べる． 
今，フィルタリング後の時間領域信号は次式で表せる． 
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センサ出力に含まれる支配的なモード数 Q が 3 個の場合には，

提案する手法によるフィルタリングは，モーダルフィルタリ

ングに等しい．式(12)から，Q=3 であれば，3 次モードのモー

ド座標応答 ( )3 ktη が直接計算できることがわかる． 
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T T
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係数 3
T
sψ φ はフィルタ設計段階で既知であり，式(13)の両辺を
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これは，3 次モードのモーダルフィルタリングである． 

3. FE モデルに基づいた空間フィルタの設計 

 はり構造物の FE モデルに基づいて空間フィルタを設計し，

その有効性を検証する．はり構造物の曲げ振動（並進 1 自由

度）を対象とした数値シミュレーションにより，空間フィル

タの精度を検証する． 
 3.1 空間フィルタの設計方法の流れ  本論文で提案し
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Fig. 2  Procedure of FE-model based filter design 

Fig. 3  Modal assurance criterion
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Table 1  Natural frequencies of the beam structure

Mode FEM Theoretical
1st 12.6 12.6
2nd 79.0 79.0
3rd 221.2 221.2
4th 433.3 433.7

Natural frequencies [Hz]



た FE モデルに基づいた空間フィルタ設計法の流れについて

説明する．図 2 に空間フィルタ設計法の流れを示す．本手法

は，FE モデルに基づいた空間フィルタの設計，実験モデルに

基づいた空間フィルタの設計という 2 階層に分かれている． 
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 まず，本手法により(i)FE モデルに基づいて空間フィルタを

設計し，センサ配置を決定する．次に，(ii)設計されたセンサ

配置に従い，対象構造物にポイントセンサを取り付け，振動

試験を行い，(iii)実験モデルを構築する．(iv)FE モデルと実験

モデルで得られたモードベクトルを比較することで，FE モデ

ルの精度を検証する．ここで，一般的には，両者のモデルに

は違いが存在するため，(v)実験モデルに基づいて空間フィル

タを再設計する．(vi)再設計された空間フィルタに基づき，セ

ンサの再配置（センサ位置の修正）を行い，(vii)フィルタリ

ングを行う． 
 3.2 FEモデルの検証  本論文で対象としたはり構造物

は，長さが 505mm，16×6mmの長方形断面を持ち，黄銅製で

ある．縦弾性係数は 92.8GPa，密度は 8429kg/m3，ポアソン比

0.33 とした．はりの境界条件は一端固定他端自由（片持ちは

り）とした（図 8 参照）．節点数は 1011，要素数は 1010 とし

た．減衰比は，モード減衰比(0.5%)として考慮した．まず，

はりの曲げ振動（並進 1 自由度）を対象とした固有値解析を

行い，FEモデルの検証を行った．表 1 にFEAにより得られた

固有値を示す．比較のためはりの解析解により得られた固有

値を示してある．提案法は応答に含まれるモード数に依存す

ることなく，任意に選択された複数のモードを不可観測とす

ることができる．しかし，結果の判断を簡単にするため，本

論文では，4 次モードまでを対象とした．表 1 を見ると，両

者はほぼ一致しており，作成したはりのFEモデルが妥当であ

ることがわかる．次に，FEモデル，解析解から得られたそれ

ぞれのモードベクトルの相関性をモード信頼性評価基準

（Modal Assurance Criterion: MAC，以下MACと略記）により

検証する．図 3 にFEモデルと解析解の相互MAC値を示す．図

3 より両者のモードベクトルの相関性が高いことがいえる． 
3.3  空間フィルタ  前節で作成したFEモデルを用いて，

提案法により空間フィルタを設計する．空間フィルタは，取

り付けるポイントセンサ数を 2，不可観測とするモード数を 2
として設計した．図 8 のように 2 つのセンサは，はりの固定

端からそれぞれx1, x2に 1 個ずつ配置した．このとき，それぞ

れのセンサ位置は(x1<x2)となるようにした．センサ距離は，

はりの長さlで正規化し，はりの長さに依存しないセンサ配置

を求めた． 
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 FE モデルでは，離散的なセンサ配置しか選択することがで

きないため，FE モデルに基づいた空間フィルタ設計では，式

(10)を満たすセンサ配置を求めることは困難である．そこで，

本論文では，以下の式を満たすセンサ配置を探索することと

した． 
 ( )

1 2 1 2 1 2s ,sW x ,x , x xα≤ ≠  (17) 

ここで，α は任意の正の実数である． 
 提案法は，同一の直線上に存在する 2 つのモードベクトル

に直交なベクトルとして空間フィルタを設計する．しかし， 
FEモデルに基づいて設計した場合，センサ配置は離散的な値

となるため，式(11)の空間フィルタベクトルでは，s1次モード

には直交しているため不可観測となるが，s2次モードに対し

ては完全に不可観測にならず，フィルタリングの精度が低下

することとなる．そこで，s1, s2次のモードを共に同程度の精

度で不可観測とするため，空間フィルタは次式で設計する． 
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 図 4 にFEモデルに基づいて設計されたセンサ配置を示す．

図 4 では不可観測とするモードがそれぞれ，(a)は 1, 3 次モー

ド，(b)は 3, 4 次モードとなっている．本論文では，4 次モー

ドまでを対象としているため，不可観測モードの組み合わせ

は 6 種類となるが，本論文では，1, 3 次モード，3, 4 次モード

についての結果を示す．また，本手法の適用例では，1，2 次

モードを不可観測とするセンサ配置は存在しなかった(7)．図 4
では，(i)FEモデルに基づいて設計したフィルタ，(ii)解析解を



基に設計したフィルタを重ねて示してある．図 4 はセンサ位

置を点で表したものであるが，点が重なることで実線となっ

ている．図 4 より(i)のフィルタは(ii)のフィルタとほぼ一致し

ていることがわかる．図 4 を見ると，任意のモードを不可観

測とするセンサ配置は，複数存在することがわかる．実際に

空間フィルタを設計する場合は，この中から任意のセンサ配

置を選択することとなる． 
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(b) Target modes: 3, 4 
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 本論文で対象とする片持ちはりでは，実際の振動試験を考

慮すると固定端の近くで SN 比の低下が予想される．そのた

め，本論文におけるフィルタ設計では固定端から 0.3（正規化

された長さ）以下にはセンサ配置を行わないようにした． 
 FE モデルに基づいた空間フィルタの設計においては，式

(17)を満たすセンサ配置を求めている．そのため，αの値によ

り空間フィルタの設計精度は大きく異なり，それにより誤っ

たセンサ配置を選択することが考えられる．そこで，W を等

高線図で表現し，W がゼロを通過する点を空間フィルタとす

ることで，正しいセンサ配置が可能となる．図 5 に評価関数

W を示す．図 5 において，(a)は 1, 3 次モード，(b)は 3, 4 次モ

ードを不可観測とする場合の評価関数をそれぞれ示している．

図中の破線は W がゼロと交差している部分を示している．図

4，図 5 を比較すると，センサ配置は同じ位置を示しているこ

とがわかる． 

Fig. 7  PSD of filtered accelerations using FE-model based 
spatial filter
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 次に，FE モデルにより設計されたセンサ配置からセンサ取

り付け点を任意に選択し，その点におけるフィルタリング精

度について検討する．図 6 に不可観測とするモードのモード

ベクトルを示す．図 6 では，(a)は 1, 3 次モード，(b)は 3, 4 次

モードのモードベクトルをそれぞれ示しており，図中には 2
つのモードベクトルを比較のため重ねて示してある．また，

図 6 には，選択したセンサ位置が示してある．図 6 における

角度は，2 つのモードベクトルがなす角度を示している．図 6
を見ると，選択されたセンサ位置において，2 つのモードベ

クトルが，ほぼ同一直線上に存在していることがわかる．こ

れに垂直な空間フィルタを設計することで，所望のモードを

同時に不可観測とすることが可能となることがいえる． 
 数値シミュレーションにおいて，空間フィルタによりフィ

ルタリングした結果を図 7 に示す．図においては，(a)は 1, 3
次モード，(b)は 3, 4 次モードのフィルタリング結果を示して

いる．これは，作成したFEモデルより計算した時刻歴応答に

対してフィルタリングしたものである．片持ちはりの自由端

に単位衝撃応答を作用させ，x1, x2のセンサ位置における時刻

歴応答を，ルンゲクッタ法を用いて数値積分して得た．この

時刻歴応答に対して，提案法により得られた空間フィルタを

適用し，フィルタリングを行った．ここでは，時刻歴応答を

加速度とした． 
 図 7 はフィルタリングされた時刻歴波形のパワースペクト

ル結果を示す．図 7 を見ると，本手法により設計した空間フ

ィルタを適用することで，所望の複数のモードを不可観測に

できたことがわかる． 

5. 結   論 

 本論文では，対象構造物の FE モデルを利用して，所望の

モードを複数同時に不可観測とする空間フィルタの設計方法

を提案し，その有効性を検証した．提案法においては，離散

的なセンサ配置しか実現できないという FE モデルの制約を

考慮しつつ精度良く空間フィルタを設計するために，新たな

評価関数を導入した． 
 今後，不可観測モード数の増加，対象自由度の拡大，適用

周波数の拡大，などについて検討していく予定である． 
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