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1.研究の概要

従来､超曲面や曲線に対する様々な幾何学的変分間題が研究されてきた｡石鹸膜の形状は､膜の

表面張力より決まるエネルギーが最小になるものとして決定される｡膜に対してエネルギーという

実数が対応する｡ このような対応を汎関数 というo幾何学的変分間規とは､ある汎関数を極小化

する固形はどのようなものになるのかを研究する｡これは､微分幾何学的な興味にとどまらず､自

然界に現れるものの形状を決める原理ともいえ､現象論としても興味深い｡

代表者の長薄は､長年､赤血球の形状を決める変分間題に取り組んできた｡これは､ウィルモア

汎関数に対する制限付極値間規として定式化されるO与える制限は､赤血球膜を表す曲面の面積

と､それが囲む領域の休横の指定であるoこの制限付極値問題は･ヘルプリツヒ等 (【1,2】)が提
唱したもので､ヘルフリツヒ変分間題 と呼ばれる｡これをラグランジュの未定乗数法を用いて微

分方程式として書き下すと､

△∑H+2H(H2-K)+2coK-2(cZ+入1)H一入2-0

となる｡ここで△∑は､未知曲面 ∑のLaplace-Beltrami 作用素､Hは平均曲率､KはGauss曲

率､coは赤血球膜の特性を表す自発性曲率､入1,人2はLagrangeの未定乗数である｡HやKは､
未知曲面を表す関数の2階までの導関数を用いて表され､Laplace-Beltrami作用素は､未知曲面

の形状より定まる2階楕円型偏微分作用素である｡従って､上の方程式は複雑な4階の非線形楕

円型偏微分方程式となり､数学的な厳密な解析は非常に困難である｡球面はヘルフリッヒ変分間規

の解である｡これまでに､球面を摂動した軸対称な解の族を無限個構成し､その安定性の解析に成

功した｡これらは､偏微分方程式の解であるが､変分間児の解としては､その安定性解析が重要で

ある｡不安定な解は､現実には観測されないと考えられるからである｡また､軸対称性を持たない

解の存在については未解明な部分が多い｡

変分間題の解として安定なものは､その形状に何らかの対称性を持っていることが予想される｡

数学的に言えば､ある群の作用に関する同変性を持っていると考えられるのである｡上に挙げた軸

対称解は軸の周りの回転という群に関する同変性を有する｡群同変性分岐理論を用いると､球面の

ような非常に対称性の高い解から分岐する､少し対称性の低い解の族を捕らえられると期待され

るO解に群同変性を仮定する事で､解析を行う関数空間を絞れ､偏微分方程式が多少とも簡略化さ

れるからである0

本研究では､ヘルフリッヒ変分間題の軸対称性を必ずしも持たない解を発見した｡また､対応す

る勾配流の研究を行った｡
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2.研究組織

本研究は､本学の3名の教員により､以下のような役割分担によって遂行された｡

長薄牡之 (理学部 ･教授) 研究の総括及び幾何学変分間題の総合的研究 (【3,61)

小池茂昭 (理学部 .教授) 粘性解の研究 (【4.51)

太田雅人 (理学部 ･助教授) 非線形発展方程式論の研究 (t7,81)

また､これ以外に

高坂良史 (室蘭工業大学 ･講師) ヘルフリッヒ流の研究 (【3】)

に研究協力者として加わって頂いた｡

3.研究成果

研究代表者によるものについて述べる0本研究以前に､軸対称分岐解の存在とその安定性につい

て結果を既に得ていた (【6】)C非軸対称分岐解の存在の有無を調べるための既約分岐方程式を導い
た｡更に､その標準形を決定し､モー ドが2または4の場合の既約分岐方程式の解をすべて決定し

たOこれらを摂動することで分岐方程式の解が構成できる｡その結果､モ- ド2の解は､従来知ら

れていた軸対称性を持つ解のみである事が分かったQモー ド4の解には､軸対称性 (SO(2)⑳Z茎一

不変性)を持つものと､正八面体群 0⑳Z茎に関して不変なものの2種が存在する事を示し､か

つ､この2種のみである事も示された｡非軸対称解の安定性については､未解明である｡

図 1:モー ド2の軸対称解
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図 2:モー ド4の軸対称解 図 3:モー ド4の非軸対称解

また､変分間題の解を解析する手段として､勾配流の方法がある｡研究協力者の高坂と共同で､

ヘルフリッヒ変分問題に対する勾配流を研究し､(1)時間局所解の一意存在､(2)球面近傍での大

域解の存在､(3)球面近傍での中心多様体の存在 を示した(【3】)a

4.研究集会の企画

研究代表者は､｢曲面と曲線の非線型解析｣という研究集会を企画し､その運営に本研究兼の一

部を使用した｡研究集会では､本研究やそれに関連した最新の成果に関する 10の講演があった｡

それらに基づき､討論､研究連絡が行われ､本研究に大きく寄与する事となった｡開催場所･日時･

講演等は､以下の通りである｡

日時 2004年 12月16-18日

場所 埼玉大学大宮ソニックシティカレッジ

講演 川久保 哲 (福岡大理)

熱持 勝衛 (東北大理)

阪本 邦夫 (埼玉大理)

岡部 真也 (東北大理)

渡辺 宏太郎 (防衛大)

村井 実 (龍谷大理エ)

高坂 良史 (室蘭工大)

長津 壮之 (埼玉大理)

立川 蔦 (東京理科大理工)

坂元 国望 (広島大理)

3次元空間形内のKirchhoff弾性棒

平均曲率を保つ周期的回転超曲面の変形について

法曲率テンソルに関する変分間題について

囲む面積が一定な平面弾性閉曲線の運動

弾性エネルギーの変分間題とラプラシアンの固有値間の関連について

回転数-定の場合の最小曲率エネルギー曲線方程式の大域的解構造

Linearizedstabilityanalisysofthreephaseboundarymotionby

surfacediffusion

Helfrich変分問題の非軸対称解

HarmonocmapsintoFinslermanifolds

Curvature凸owsandreaction-diffusionsystemsonmanifold
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