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研究成果

次数 dの既約平面曲線の C 上の有理関数 ϕは C の非特異モデル C̃ からの正則写像 ϕ : C̃ → P1

を誘導する．C のゴナリティ G は，このような写像の最小の写像度として，定義される．双有理

不変量 G はどのようにして計算されるのであろうか．定義により，G = 2 となるのは C が超楕円

曲線か楕円曲線の場合に限る．さて，C の特異点の最大重複度を ν とするとき，C は (d, ν) 型で

あるということにする．このとき，不等式 G ≤ d − ν が成立することは簡単にわかる．論文 1に

おいて，等式 G = d− ν が成立するための十分条件を二種類証明した．本研究により，G < d− ν

の場合に，G の下からの評価式を二種類証明した．以下に，これらの結果を述べる．

2 次関数
Q(x) = x(x − d) + d + δ − ν,

を定義する．ここで，δ は C の種数 g が g = (d − 1)(d − 2)/2 − δ と表される不変量である．

定理 1 (d, ν) 型既約平面曲線 C に対して（d/ν ≥ 2），q = Q([d/ν]), q∗ = Q([d/ν] + 1) とおく．

このとき，

(i) q ≤ 0 の場合，等式 G = d − ν が成立する．

(ii) q ≥ 1 の場合，下からの評価式 G ≥ d − ν − q が成立する．

(iii) q∗ ≥ ([d/ν] − 1){([d/ν] + 1)ν − d} であれば，不等式 G ≥ d − ν − q∗ が成立する．

注意 1 評価式 (ii) (iii) は q < d − ν − 1 や q∗ < d − ν − 1 のときに意味がある．ν ≥ 3 あ

るいは ν 6 | d のときに，(iii) は (ii) の評価を改良する可能性がある．実際，2 次関数 Q(x) は

0 ≤ x ≤ d/2 において，単調関数なので，もし，ν ≥ 3 であれば，q∗ < q である．
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ゴナリティ G に対するもう一つの評価式を述べる．m1, . . . ,mn を C の特異点の重複度とす

る．この中には，無限小近傍の特異点も含めるとする．ここでは，[m1, . . . ,mn] を C の全重複度

列とよぶことにする．次の不変量を定義する：

η =
n∑

i=1

(mi/ν)2

また，i 番目に大きい重複度を νi で表して，次の副次的な不変量を定める．

σ = (ν2/ν) + (ν3/ν) + (ν4/ν).

次の関数を用意する．

h(η, ν, q) =
η

2(1 + q/ν)
+

1 + q/ν

2
,

g(η, ν, q) =

√
η +

p

η − 4/ν + 2

2
− 2(q/ν)

√
η +

p

η − 4/ν − 2
,

f3(η, ν, q) =
3
√

η − (1 + 1/ν + q/ν)

2
,

f2(η, ν, q) = 2
√

η − (1 + 1/ν + q/ν).

さらに，k = 2, 3 について，χk(η, ν, q) = max
{

h(η, ν, q), min
{
fk(η, ν, q), g(η, ν, q)

}}
とおく．

定理 2 C を (d, ν) 型の既約平面曲線とする．条件 η ≥ 4/ν を仮定する．非負整数 q に対して

（q < d − ν − 1），下記のそれぞれの場合に下からの評価式 G ≥ d − ν − q が成立する．

(i) d/ν > χ3(η, ν, q) かつ d/ν ≥ σ − q/ν,

(ii) d/ν > χ2(η, ν, q).

注意 2 χ3 ≤ χ2 であるので，付加条件 d/ν ≥ σ − q/ν が満たされている場合には，(i) は (ii) よ

り良い評価式である．例外 η < 4/ν は (a) ν = 2, η = 3 （C が重複度２の特異点を 3 個持つ）,

あるいは (b) ν = 3, η = 1 （C は重複度 3 の特異点を 1 個持つ）の場合のみに起こる．(a) のと

き，G = d − 2 (d ≥ 5)，= 1 (d = 4) であり，(b) のとき，G = d − 3 が成立する．
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