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はしがき

　曲面の平均曲率の2乗積分はウィルモア汎関数と呼ばれる。この量は、純粋に

幾何学的なものと思われがちであるが、赤血球の形態変換の数理モデルにも現れ、

実に興味深いものである。

　超曲面をその幾何学的な量から決定される方向に変形させる事を考える。変形

は時刻と共に進むものとし、これを記述する方程式を幾何学的発展方程式と呼ぶ。

　どのような量が変形の方向を定めるかは、幾何学的に十分意味のあるものでな

くてはならない。そこで、超曲面の族に定義される汎関数に対する勾配流を考え

る。一般に汎関数が与えられたとき、その臨界点が解析の対象となる。臨界点を

直接求められればよいのだが、一般には容易ではない。勾配流は、汎関数の最急

傾斜の方向に汎関数値を減らすように対象を変形させるもので、臨界点を求める

一つの方法である。

　文頭にあげたウィルモア汎関数は、幾何学的発展方程式を考える際にもっとも

重要なものと思われる。ウィルモア汎関数に対する勾配流はウィルモア流と呼ば

れる。赤血球の形態変換に現れる問題は、曲面の面積と囲む体積を指定し、その

制約条件下でウィルモア汎関数を最小化せよというものである。これは、モデル

の提唱者の名を採って、ヘルフリッヒ変分問題と呼ばれ、対応する勾配流をヘル

フリッヒ流という。

　本研究では、研究代表者によって、ヘルフリッヒ流の存在や、その中心多様体

などの力学系的性質が調べられた。さらに、ヘルフリッヒ流の定常解（ヘルフリッ

ヒ曲面）の、制限つき極値問題の停留点としての安定性が調べられた。また、研

究分担者によって、その周辺の関連する非線形問題が取り扱われた。

　本研究に対する科学研究費は、上記の研究の遂行に用いられたが、その他に、研

究代表者は、「曲面と曲線の非線型解析」という研究集会を企画し、その運営に本

研究費の一部を使用した。研究集会では、本研究やそれに関連した最新の成果に

関する10の講演があった。。それらに基づき、討論、研究連絡が行われ、本研究に

大きく寄与する事となった。講演者の方々には、この場を借りて御礼申し上げる。
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　　　研究代表者長澤肚之（埼玉大学・理学部・教授）

　　　研究分担者小池茂昭（埼玉大学・理学部・教授）

　　研究分担者阪本邦夫（埼玉大学・理学部・教授）
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　　研究分担者高木泉　　（東北大学・大学院理学研究科・教授）
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研究経費

　　平成15年度　900千円

　　平成16年度1，200千円

　　　　計2，100千円

研究成果

　　研究代表者及び研究分担者ごとにまとめた研究成果は、次の通りである。
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長澤壮之

研究概要

　（1）　赤血球の形状は、ウィルモア汎関数を適当な制約条件下で極小にする曲面

として与えられると考えられており、微分幾何学の問題としても興味深い。この

テーマを高木泉（東北大〉と共同で1992年度以降研究し、球面からの分岐解の存

在の厳密な証明を与え、分岐解の安定性を解析した。その結果、モードの一番低

い分岐解について、分岐パラメーターと自発性曲率の組み合わせで安定性・不安

定性が入れ替わる事が分かった。退化次数・指数も計算も出来た。その他のモー

ドの分岐解については、安定でない事も分かり、退化次数・指数の上下からの評

価を与える事が出来た。

　（2）　この変分問題に付随する勾配流はヘルフリッヒ流と呼ばれる。室蘭工業大

学の高坂良史と共同でヘルフリッヒ流について研究した。その結果、高木と示し

たモードの一番低い解が分岐する場所における中心多様体の次元が10である事が

分かった。分岐パラメータと平行移動、相似変換の分を取り除いてもなお5次元

ある。との研究を論文にまとめた。本報告書に付録として添付する。

　（3）　（1）で得られた評価は、モードが比較的低い場合には、直接計算が可能で

あり、上下の評価が一致する事も確かめられる。モードが高くなると評価の数値

を具体的に計算することは困難になる。2003年度になってから、安定の解析が表

現論に現れるクレブシュ・ゴルダン係数の挙動を調べることに関連する事を見出

した。クレブシュ・ゴルダン係数が満たす差分方程式を求め、それにより係数のあ

る漸近展開を調べることにより、分岐解の対価次数・不安定指数の評価を行った。

クレブシュ・ゴルダン係数が満たす差分方程式の導出と漸近展開の部分は、本報告

書に付録として添付する。

　（4）　必ずしも軸対称でない分岐解の存在の有無を調べるために、対称性を仮定

せずに、モードが偶数の場合の既約分岐方程式を導いた。この方程式を導く過程

で、多様体上の関数のヘシアンに関するある積分公式を示した。方程式の係数は、

クレブシュ・ゴルダン係数によって決定する。そのため、係数の計算において、ク

レブシュ・ゴルダン係数が満たす差分方程式が重要な役割を演じた。既約分岐方程

式の解を摂動して、分岐方程式の解を構成するためには、陰関数定理を用いるの

が通常である。定理が適用するためには、何らかの非退化条件が必要である。し

かし、本問題では、回転による不変性のため、非退化条件が常に成立しない。こ

の困難さを回避するため、回転によって移りあう解を同一視するような変換を施
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し、規約分岐方程式を簡略化する事が必要である。モードが2と4の場合には、

それが可能であり、分岐方程式の解が構成する事が出来た。この方法は、モード

が6以上でもある対称性の仮定の下では実行可能である。

　なお、本研究費を用いて、平成16年12月に「曲面と曲線の非線型問題」と題

する研究集会を主催し、研究発表、討論の場を設けた。付録に、その際のプログ

ラムを添付する。

論文・著書

1．On　the　existence£or　the　H：elf士ich　How　and　its　cen七er　manifdd　near　spheres

　（with　Y．Kohsaka），preprint。

ロ頭発表・講演

1。Clebscぬ一Gordan係数のある漸近展開とHelfrich変分問題の安定性解析への

　応用，研究集会「微分方程式の総合的研究」，東京大学，2003年12月24日．

2・Stability　analysis　of　Helfrich　surfaces　via　asymptotic　fbrmulae　of　Clebsch－

　Gordan　coe伍cients，Wbrkshop：Submaniiblds　Sendai2004，東北大学，2004

　年2月17日．

3。Stabi11七y　analysis　of　Ee1丘ich　surfaces　via　asymp七〇tic　fbrmulae　of　Clebsch－

　Gordan　coemcients，室蘭工業大学2004年度第4回数理科学談話会，室蘭工業

　大学，2004年9月1日．

4．H：elfrich変分問題とClebsch－Gordan係数の関わり，Workshop　on　BV　fmc－

　tions　and　free　boundary　problems（有界変動関数と自由境界問題に関する研

　究会〉，ホテル・エーデルワイス，2004年10月10日．

5．Eelfrich変分問題とClebsch－Gordan係数の関わり，大阪大学微分方程式セ

　ミナー，大阪大学，2004年10月22日。

6、且elfrich変分問題とClebsc撫Gordan係数の関わり，研究集会「多様体上の

　微分方程式」，金沢大学サテライト・プラザ，2004年12月8日．

7．H：el£rich変分問題の非軸対称解，研究集会「曲面と曲線の非線型解析」，埼玉

　大学大宮ソニックシティカレッジ，2004年12月17日．
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8．且elfrich変分問題の非軸対称解，研究集会r曲面と曲線の変分問題と発展方

　程式」，湯沢グランドホテル，2005年2月18日．

9．H：elfrich変分問題の非軸対称解，東京大学応用解析セミナー，東京大学，2005

　年2月24日．
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小池茂昭

研究概要

（1）　可測係数・可測非斉次項・1）uについて2次の増大度をもった非発散型2

階楕円型方程式の〃粘性解のABP型最大値原理が成り立つ十分条件を与え、そ

の仮定の下でヘルダー連続性及び、存在定理を導いた。

（2）　数理ファイナンスに現れるobstacle問題の粘性解のregularityを求め、

フィードバック制御を構成した。

（3）　修正Perronの方法を開発し、P粘性解のPerron解のヘルダー連続性を

示した。

論文・著書

L　Variational　inequalities　fbr　leavable　bounded－velocity　contro1（with　H：．M伊

　romoto），．4pp乙Mαオん。Op伽L48（1）（2003）ラ1－20．

2．Maximum　principle　and　existence　of五P－viscositysolutions　fbr　fヒ11y　nonlinear

　（with　Swiech），uniformly　elliptic　equations　with　measurable　and　qua（iratic

　terms，1Voπ伽εα7Z）痂ε偽ε襯α♂Eg％α拓oπ5α寵z4pμ乞oαオ乞oπ5，11（4）（2004），

　491－509．

3。Optimal　consumption　and　portfblio　cぬoice壷th　stopping（witk　H．Morト

　moto），submitted．

4．‘‘A　Beginner7s　Guide　to　the　Theory　of　Viscosity　Solutions”，溺」瀬emo伽

　13，Japan　Math．Soc．，Tヒ）kyo，2004．

5．粘性解による値関数の特御づけ（儀我美一氏と共著），システム／制御／情報（シ

　ステム制御情報学会）49（1）（2005），2－7．

6．数理ファイナンスに現れる偏微分方程式，第一回非線形偏微分方程式研究集

　会報告集，投稿中．

7．Perron’s　method－rev蛤ited一，数理解析研究所講究録「微分方程式の粘性解と

　その発展」，準備中．

8。ペロンの方法一revisited一，「偏微分方程式と現象」研究集会報告集，準備中．
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口頭発表・講演

1．二次の非線形項を持った完全非線形偏微分方程式の〃粘性解の存在，日本数

　学会2003年度秋季総合分科会，函数方程式分科会・特別講演，千葉大学，2003

　年9月24－27日．

2．ExistenceofLPviscos1tysolutiollsoffullynonlinear　PDEs，熊本大学応用解

　析セミナー，熊本大学，2003年10月11日．

3．Some　estimates　on　sqlutions　of　nonlinear　PDEs　arising　in　mathematical　fi－

　nance，科学研究費シンポジウム，大阪大学，2003年10月31日一11月1

　日．

4．数理ファイナンスに現れる非線形偏微分方程式，第1回非線形偏微分方程式

　研究集会，由布院ホテル，2004年3月18－20日．

5．LP粘性解とペロンの方法，神楽坂解析セミナー，東京理科大学理学部，2004

　年6月26日．

6．Perron’s　method－revisited一，r微分方程式の粘性解理論とその展開」，京都

　大学数理解析研究所，2004年7月12－14日．

7．ペロンの方法一revis三ted一，

　年11月19－21日．

「偏微分方程式と現象」研究集会，宮崎大学，2004
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阪　本　邦　夫

研究概要

　（1）6次元球面の極小曲面の曲率について、そのピンチングに関するSimon予

想を研究している。

　（2）CR　Wby1構造とR）鎚erman計量との関係を研究している。

論文・著書

　1。Variational　problems　ofnorm飢curvature　tensor　and　concircular　scalar　fields，

　　Tδん・㎞Mα孟ん訊倒55（2）（2003），20卜254

　2．CR　Einsもein　Wbyl　mani£01ds（with　T。Ohkubo），to　appear　in　T5嘘励α議

　　巫α漉．

ロ頭発表・講演

　1．CR　Einstein　Wby1構造について，研究集会「微分幾何学とその応用」，東京

　　理科大学，2004年9月11日．

　2．法曲率テンソルに関する変分問題について，研究集会r曲面と曲線の非線型

　　解析」，埼玉大学大宮ソニックシティカレッジ，2004年12月16日．
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太田雅人

研究概要

　（1）　非線形クライン・ゴルドン方程式

微一△u＋％二囮p㌔

の定在波解ε観ψ（z）の不安定性について、G．Todorova氏（Tbnnessee大学、アメ

リカ合衆国）と共同研究を行なった。従来、基底状態に対して、臨界振動数の場合

を除き、軌道安定性と不安定性が分類されていたが、軌道不安定性よりも強い意

味での不安定性に関しては、ωニ0の場合を除いては知られていなかった。本研究

では、軌道不安定であることが示されていた基底状態は、すべて強い意味で不安

定であることを示した。また、臨界振動数の場合には、基底状態に対しても、軌

道不安定性は分っていなかったが。本研究では、基底状態に限らず、球対称な定

在波解はすべて強い意味で不安定であることを示した。さらに、プラズマ物理に

現われるクライン・ゴルドン・ザハロフ方程式系に応用し、同様の結果を得た。

　（2）ポテンシャルを含む非線形シュレデインガー方程式

¢伽二一△秘＋y（¢）u一回P－1％

の基底状態ε撹ψ（の）の安定性と不安定性にっいて、福泉麗佳氏（北海道大学）と

共同研究を行なった。特に、臨界幕の場合を除き、振動数ωが十分大きい場合に

は、ポテンシャルの影響が小さくなり、y（竃）ニ0の場合に帰着できることを広い

クラスのポテンシャルに対して示した。

　（3）　異なる伝播速度をもつ半線形波動方程式系の初期値問題の小さいデータに

対する解の時間大域存在と爆発について、久保英夫氏（大阪大学）と共同研究を

行なった。久保氏との以前の共同研究により、空問3次元の強非線形相互作用系に

対して、伝播速度が異なれば、常に小さいデータに対する解の大域存在が成り立

つことが分っていた。これに対して、空間2次元の場合には、非線形項の次数が3

以下の場合には、小さいデータに対しても解の爆発が起きることが分った。また、

非線形項の次数が3より大きい場合には、小さいデータに対する解の大域存在が

成り立つので、この結果は最適である。よく知られているように、3次元空間と異

なり、2次元空間においては、ホイヘンスの原理が成り立たない。本研究は、この

事実が非線形問題の解の大域的な性質に大きな影響を及ぼすことを明確にしたも

のである。
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論文・著書

1．Stability　of　standing　waves　fbr　nonlinear　Schrδdinger　equations粛th　p（｝・

　tentials（with　R．Fukuizumi），P姫陀醐απ翰吻弼助脱α力乞o閥16（1）（2003），

　111－128．

2．Instability　of　stan（iing　waves　fbr　nonlinear　Schr6dinger　equ翫tions　with　po－

　tentials（with　R．Fukuizumi），D姫ε陀η伽ππ吻7認Egu醐oπ516（6）（2003），

　691－706．

3．Counterexample　to　global　existence　fbr　systems　ofnonlinear　wave　equations

　w圭th　dif£erent　propagation　sp㏄ds，施噛o¢α乙Eゐ”αc．46（3）（2003），471－477．

喚．Strong　ins七ability　of　standing　waves　fbr　nonlinear　Klein－Gordon　equations

　（with　G。Todorova）ラP愉陀孟εαπ4σo窺¢η。Pッη、．S写砿　12（2）（2005），315－

　322．

5．On　systems　of　semilinear　wave　equations　with　unequal　propagation　speeds

　in　three　space　dimensions（with　E　Kubo），to　appear　in施励o毎乙1班”αo．

ロ頭発表・講演

1．Strong　instabilitly　of　standing　waves　fbr　nonlinear　Klein－Gordon　equations，

　Mini－symposium　on　NLS　and　Related　Problems，東京大学，2003年5月

　17日．

2．非線形波動方程式系の解の爆発時刻の上からの評価について，非線型波動方

　程式待兼山セミナー，大阪大学，2003年6月4日．

3．低次元空間における異なる伝播速度をもつ半線形波動方程式系について，日

　本数学会2003年度秋季総合分科会，千葉大学，2003年9月25日。

4．異なる伝播速度をもつ2次元の半線形波動方程式系について，宮代偏微分方

　程式研究集会，日本工業大学，2003年10月12日．

5．Small　data　blowup　fbr　systems　of　nonlinear　wave　equations，Di赫erentiaI

　EquationsandMathematicalPhysics，Asymposium50rcelebratingProfbssor

　ShigeToshi　K：urodみ’s　seventieth　birthday，東京大学，2003年10月23日．
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6．Instabili七y　of　standing　waves　fbr　nonlinear　Klein－Gor（ion　equations　in　super－

　critical　c駄se，神楽坂解析セミナー，東京理科大学，2003年11月22日．

7．Strong　instability　of　standing　waves鉛r　Klein－Gordon－Zakharov　equations，

　SessiondeprintempsduGDREAPQaTbulouse，France，2004年3月27日．

8．Strong　instability　of　stεmding　waves　fbr　nonlinear　Klein－Gordon　equations，

　短期共同研究r非線形波動および分散型方程式に関する研究」京都大学数理

　解析研究所，2004年5月27日．

9．エネルギーから観た非線形発展方程式，第26回発展方程式若手セミナー，特

　別講演，国民年金健康保養センターおくたま路，2004年8月10，11日．

10．非線形Klein－Gordon方程式の定在波解の不安定性について，日本数学会2004

　　年度秋季総合分科会，函数方程式論分科会特別講演，北海道大学，2004年9

　　月22日。

11。Strong　instability　of　standing　waves　fbr　nonlinear　Klein－Gordon　equations，

　　COE　Symposium　on”Nonlinear　Dispersive　Equations”，札幌コンベンション

　　センター，2004年9月24日．

12．非線形クライン・ゴルドン方程式の定在波解の不安定性，応用解析研究会，早

　　稲田大学，2004年10月16日。
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下川航也

研究概要

　結び目及び絡み目のデーン手術の研究を行った。双曲絡み目のデーン手術で双

曲多様体以外が得られる場合は、非常に限られることが知られている。結び目の

場合はそれは有限になるため、その全てを数え上げることが問題となる。現在、

Monもesinos結び目に付いて、その完全な理解を目指し研究を続けている。絡み目

の場合には、その特徴付けの方法自体が難しい。今回の研究では、特に、デーン

手術によって3次元球面に帰ってくる場合にっいて、その手術スロープの制限等

についての研究を行ってきた。

童
目著8文論

1。Tangle　sum　and　construcむible　spheres（with　M．Hachimori），ヱκπoオ銑εo瑠

　Eαm頑翻・η513（3）（2004），373－383・

2．Essential　laminations　and　branched　surfaces　in　the　exteriors　of　links（with

　M．Brit七enham，Ch．Eayashi，M　H：ira8awa8乙丁。Kobayashi），to　appear　in

　如αη．訊乃fα古ん．0〉。3．ノ31（2005）。

ロ頭発表・講演

1．最近のDehn　surgeryのいくつかの話題について，結び目と多様体の幾何と代

　数II，甲南大学，2003年9月．

2。Tangle　sum　and　constructible　spheres，First　KOOK　Seminar　Intemational

　£or　Knot　Theory　and　Related　Topics，淡路夢舞台国際会議場，2004年7月．

3．Culler－Shalen　theory　and　A－polynomia1，A多項式サマーセミナー，東京工業

　大学，2004年8月．
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泉木官
同

研究概要

　この2年問は反応拡散系、特にGiererとMeinhardtが提唱した活性因子一抑制

因子系のダイナミクスを中心に研究した。生物の発生過程における形態形成はどの

ようなメカニズムによって制御されているのかという根本的な問題に対し、A．M．

Turingは「拡散誘導不安定化」という斬新なアイデアを提出し、パターン形成の数

理モデルの基礎を築いた。これは、単体では本来平坦化の過程である拡散が、拡散

率が異なる二つの化学物質が反応する系では、空問的に一様な状態を不安定化し得

るというものである。A．GiererとH．MeinhardtはTuringの考えを発展させて・

「短距離活性化と長距離阻害」という観点から反応拡散系のモデル方程式をつくり、

シミュレーションによりパターンが形成されることを示した。Gierer－Meinhardt

系は、活性因子の線型拡散項、線型減衰項、非線型反応項及び抑制因子の線型拡

散項、線型減衰項、非線型反応項から成る連立半線型放物型偏微分方程式である。

これに斉次Neumann境界条件を課す。近年、Gierer－Meinhardt系のスパイク状

定常解が構成され、その安定性に関しても詳しい研究が行われた。しかし、非定

常問題の解の挙動についての体系的な研究は少なかった。そこで、活性因子の非

線型反応項が活性因子の斉次函数である場合に、次の二つの問題について研究を

推進した。

　（1）　拡散項を除いて得られる常微分方程式系は、反応拡散系の初期一境界値問

題で初期値が定数値函数の場合に解が満たす方程式である。したがって、解の挙

動を理解する上で最も重要な要素である。この常微分方程式系に対し、すべての

解軌道の極限集合を決定した。これにより、拡散のないGierer－Me1nhardt系の解

の挙動は完全に解明されたことになる（Wbi－Ming　Niと鈴木香奈子との共同研究

による）。

　（2）　初期一境界値問題の解の最大存在時間と解の有界性について次のことが分

かった。

1．活性因子がそれ自身を活性化する強さを表す指数pと活性因子が抑制因子の

　増加を促す強さを表す指数7が解の最大存在時間に決定的に影響する。つま

　り、ψ一1）／7＜1ならば解は大域的に存在する。一方、（p－1）〃＞1な

　らば、有限時問で爆発する解が存在する。

2．抑制因子がそれ自身を抑制する強さを表す指数6と抑制因子が活性因子の増
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加を阻害する強さを表す指数g，及び抑制因子の反応時定数が解の有界性と

漸近挙動に大きく影響する。っまり、（p－1）／7＜1の場合、解は時問無限

大まで存在するが、9／（5＋ユ）〈1ならば、反応時定数の取り方によっては

非有界な解が存在することもある。

3．掬制因子の反応時定数の大きさにより、活性因子と抑制因子がともに一様に

　0に収束するような解が存在する。これをパターンの崩壊と呼ぶ。

4．上の2，3の結果は、すでに知られていた活性因子の非線型反応項が非斉次

　生産項を含む場合と比較すると興味深い。後者では、大域解はすべて有界で

　あり、、またパターンの崩壊は決して起こらない。

口頭発表・講演

1．「ある活性因子一抑制因子系の点凝集現象」とその後の展開，応用解析研究

　会定例セミナー（第414回），早稲田大学理工学部，2003年12月13日．

2．GiererとMeinhardtの反応拡散系におけるパターンの崩壊，解析セミナー，

　名古屋大学多元数理科学研究科，2004年2月17日．

3．Singularlyperturbed　solutions　ofasemilinear　Neumann　problem　invery　thin

　domains，Wbrkshop　on　Reaβtion－Diffusion　Equa七ions　and　Related　Topics，

　：NCTS，Tsing｝luaUniversity，H：sinchu，Taiwan，2005年5月27日．

4．Gierer－Meinhardt系の解の非爆発性，日本数学会2004年度秋季総合分科会，

　北海道大学，2004年9月22日．

5．反応拡散系によるパターン形成の研究の半世紀を振り返る，富山大学，理学

　部数学教室談話会，2005年1月18日
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柳　田英二

研究概要

　（1）　べき乗の形の非線形項を含む非線形熱方程式においては、指数の値によっ

て解の構造が変化することが知られている。この研究では、指数がある臨界値よ

り大きいときに非有界大域解が存在することを示し、またその増大度や増大点の

集合の構造について明らかにした。

　（2）　Fisher型の方程式においては、フロントと呼ばれる遷移層の振る舞いが

解のダイナミクスを理解する鍵となる。この研究では、初期値の取り方によって

は時問的にも空間的にもきわめて複雑な振る舞いをすることを示した。

　（3）3つの相が3重結合を持つ界面によって隔てられている場合について・その

定常状態が存在するための条件をついて調べた。これは。古典的な最適化問題で

あるR｝rmat－Steiner問題と関連しているが、自由度が大きい分だけ困難になり、

現代的な視点から見ても興味深い問題となる。また存在を示す過程で、その不安

定次元との関連が自然に導かれることを示した．

　（4）ある準線形放物型方程式に対し、初期値に応じて大域的増大解、進行波解、

有限時間消滅解のいずれかに分類されることを示し、その漸近挙動や消滅時刻に

おける解の振る舞いについて調べた。

圭
目著

　
9文論

1．The　Eckhaus　and　zigzag三nstability　criteriain　gradient／skew－gradient　dissi－

　pative　systems（with　M。Kuwamura），．P⑳5伽P175（3／4）（2003）ラ185－195。

2．Astabilitycriterionforstationarycurvestothecurvatur｛〉d．rivenmotion

　wit｝l　a　triple　junction（with　R，Ikota），1）顔θ7επ拓α」ノ箆陀g偶αJ　Eg％αあo％16（6）

　（2003），707」726。

3．A　remark　on　stable　subharmonic　solutions　oftime－periodic　reaction傍di鉦usion

　equations（with宜．Yagisita）り議Mαオh，，、4ηα乙z4pp乙286（2）（2003），795－803．

4．On　bounded　and　unbounded　global　solutions　of　a　supercritical　semilinear

　heat　equation（with　P．Po1ゑるik），Mα舌ん．。4ππ。327（2003）（4），745－771。

5．Recent　topics　on　nonlinear　partial　differential　equations二S七ructure　of　radial

　solutions　fbr　semilinear　el1三ptic　equations（with　S。Ybtsutani），in‘‘Selected
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Papers on Analysis and Differential Equations" , Amer. Math. Soc. Transl. 

Ser. 2 211, 2003, pp. 121-137. 

6. Nonstabilizing solutions and grow-up set for a supercritical semilinear dif-

fusion equation (with P. Pol~6ik) , Differential Integral Equations 1 7 (5/6) 

(2004), 535-548. 

7. Uniqueness and profile of solutions for a superlinear elliptic equation (with 

Y. Kabeya), Adv. Differential Equations 9 (7/8) (2004) , 771-796. 

8. Grow-up rate of solutions for a supercritical semilinear diffusion equation 

(with M. Fila, M. Winkler), J. Differenatial Equations 205 (2) (2004), 365-

389. 

9. P. Polacik and E. Yanagida, A Liouville property and quasiconvergence for 

a semilinear heat equation (with P. Pol~~ik), J . Differenatial Equations 208 

(1) (2005), 194-214. 

1 . Complex dynamics of simple parabolic equations WORKSHOP 2003 "New 

Perspectives of Nonlinear Partial Differential Equations" , ~~j~:' ~j~~~, 2003 ~1~ 

6 ~~ 23 ~. 

2 . Stability analysis for the curvatur,~driven motion of curves with triple junc-

tions, Mini-Symposium "Qualitative Theory of Nonlinear Parabolic and El-

liptic Equations" , Limburgs University, Belgium, 2003 ~~ 7 ~~ 22 ~ . 

3. Complex dynamics of some nonlinear parabolic equations, Mini-Symposium 

"Infinite Dimensional Dynamics" , Limburgs University, Belgium, 2003 ~~ 7 

~I 25 ~. 

4. On diffusion process on a thin don~ain, ~~~:~~~g~~:-'/~/~~S;1~l~, Ail~~~;~1-'/~/ 

~: ~~ I~ I~ "Recent Topics on Mathematical Methods to Biological Systems" , 

~;~:~(?~~~~~~ 2003 ~1~ 9 ~ 21 ~. 

5. Stability of stationary interfaces with triple junctions, NCTS Seminar in 

PDE Tsing Hua University, 2003 ~1~ 10 ;~ 31 ~ . 
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6. Fujita exponent and related topics (~~O~~;~~~~EEI~~~iq)~~~~~Cf~1~~~~ 

~~i) , ~;EEl~~~~~~~) 3 /4t~~Ef:'~"~'~~"'E7~IA"e:'~i~~~~~., ~~:~C:~j~~'~~~, 2003 ~F~ 12 ~l 7 ~ . 

7. Stability of stationary interfaces with triple junctions, New Directions In 

Dynamics of Evolution Equations - An International Conference In Honor 

of Professor Shui-Nee Chow, Hunan University, Changsha, P. R. China, 2003 

~~ 12 ~l 18 ~. 

8. Irregular behavior of solutions for Fisher's equation, ~~ 21 ~I jt/~N ~C~3~~ ~ 

I~:~:~:~~~~~~~:~F~~7c~~~~, jL"Nj~~~~, 2004 ~I~ I ~~ 28-30 ~ . 

9 . Non-stabilizing solutions for a supercritical semilinear parabolic equation, 

International Conference on Elliptic and Parabolic Problems: Recent Ad-

vances, NCTS, Taiwan, 2004 ~l~ 2 ~~ 20 ~ . 

10. Non-convergent solutions for a supercritical semilinear parabolic equation, 

US-Japan W'orkshop on Dynamics and Computation, 1~~~:~:~~:~_"~~~i~f, 2004 ~~ 

3 ;~ 10 ~. 

1 1 . Growup and convergence rates for a supercritical semilinear diffusion equa-

tion, Workshop on Reaction-Diffusion Equations and Related Topics NCTS, 

Taiwan, 2004 ~~ 5 ~I 29 ~ . 

12. Complex dynamics of some simple parabolic equations, Analysis seminar 

National Taiwan Normal University, 2004 ~~ 6 ;~ 1 ~ . 

13. Dynamics of solutions for a supercritical semilinear heat equation, AIMS' 

Fifth International Conference on Dynamical Systems and Differential Equa-

tions, California State Polytechnic University, Pomona, 2004 ~~~ 6 ~1 19 ~ . 

14. Growup rate for a supercritical semilinear heat equation, International Con-

ference on Nonlinear Dynamics and Evolution Equations, Memorial Univer-

sity of Newfoundland St. John's, Newfoundland and Labrador, Canada, 2004 

~~7~]6~. 

15. Rate of approach to steady states in a semilinear parabolic equation, The 

first Eur(>Japanese workshop on blow-up, Comenius University, Slovakia, 

2004 ~1; 9 ;il 20 ~. 
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16．OnasingulardiEusionequationwithahnearsource，反応拡散系に現れる時・

　空間パターンのメカニズム，京都大学数理解析研究所，2004年10月13日．

17．Stability　analysis　fbr　stationary　in七erfaces　with　triple　junctions，Applied

　Math．Seminar，OhioStateUniversityl2004年10月28日．

　Ohio　State　University

18。Complicated　dyanmics　of　par鼓bolic　equaもions，Colloquium　Ohig　State　Uni－

　versityl2004年10月28日．

19。Logarithmlc　diH1usionwith　a　linear　source，Con飴rence　on“Autonomous　Fbr－

　mation　of　Spatial　Strucもures　in　Parabolic　Equations”，東北大学，2004年11

　月19日．

20．Stabiliもy　analysis　fbr　avariational　problem　with　triplejunctionsラ1：Fbrmula芦

　tion　and　backgroud，II二The　case　ofa　singlejunction，III：The　case　ofmultiple

　j即ctions，Singulafities　in　Nonlinear　Problems「非線形問題に現れる特異性

　の解析（SNP2004）」，関西セミナーハウス，2004年11月24～25日．

21．非線形現象と解析，城西大学数学教室講演会，2004年11月29日．

22．Globalunboundedsolutionsforasupercriticalparabolicequation，スイス

　日本共同セミナー／Joint　Swiss－Japanese　Scientific　Seminars　on　Elliptic　and

　Parabolic　Issues　in　Applied　Sciences，University　of　Zurich，2004年12月8

　日．

23．A　Liouville　property　a，nd　quasi－convergence£or　a　semilinear　parabolic　equaβ

　tion，第5回東アジア偏微分方程式会議，大阪大学中ノ島センター，2005年2

　月3日．
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有澤　真理子

研究概要

　（1）　非局所効果項を含む非線型偏微分方程式の研究。

　（2）　ジャンプ効果にある株価過程のオプション価格付け問題の研究・（3）ルッ

クバックオプションの価格付け問題の研究。

童
目著

　
O文論

L　Long　time　averaged　reHect1on£orce　and　homogenization　of　oscillating　Neur

　mann　boundary　conditions，イ4ππ．動5舌．E　Po魏6α761短α乙！Voπ玩π6α舵20

　（2）（2003），293－332．

2．Some　regularity　results　for　degenerate　elliptic　second－order　partial　defferen－

　tial　operators，in“Viscosity　solutions　of　dif6erential　equations　and　related

　topics”，京都大学数理解析研究所講究録1323（2003），45－58

3．非線形偏微分方程式の未解決問題への挑戦（P．一L．Lions）（翻訳），「数学の

　最先端」収録，シュプリンガー・フェアラーク東京，2003，pp．100－119

ロ頭発表・講演

L　Ergodic　problem£or：L6vy　processes，S七〇chastic　Optimal　Control　and　Appli－

　cations，RouenUniversity，France，2004年　6月14～18日．
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高　坂　良　史

研究概要

　幾何学的時間発展方程式の1つである表面拡散流方程式の解析を行った。表面

拡散流方程式は、H：elfrich流方程式と同様、4階の非線形放物型偏微分方程式とし

て表記されることが知られている。本研究ではこの方程式に対応する定常解を求

め、それら定常解の周りで方程式を線形化し、その線形化方程式に対応する固有

値問題を解析することによって、定常解の安定性の判定基準を数学的に導出した。

現在は得られた安定性の判定基準をもとに，非線形安定性の研究（中心多様体の研

究なども含む〉を行っている。

論文・著書

1．Linearized　stability　analysis　of　sねtionary　solutions　for　surface　diffusion　witll

　boundary　conditions，to　apPear　in飢4ハ4」．ハ4αオん。ノ1πα乙

　2．On　the　e》dstence　fbr　the　Hel丘ich　Bow　and　its　center　mani｛bld　near　spheres

　　（with　T．Nagasawa），preprint。

ロ頭発表・講演

1．1，inear　stability　analysis　of　stationεしry　solutions　負｝r　surface　diffusion　flow

　equati曾n　in　a　bounded　domainブNew　Perspectives　of　Nonlinear　Partial　Dif－

　ferential　Equations，龍谷大学，2003年6月23～25日・

2．Onphasebound翫rymotionbysurfa£ediHusioninaboundeddomain，ICIAM

　2003，シドニー，2003年7月7～11日．

3．Stability　analysis　of　staもionary　solutions丘）r　surface　diffusion　flow　equation，

　反応拡散系におけるパターン形成と漸近的幾何構造の研究，京都大学，2003

　年10月15～17日．

4．有界領域内での表面拡散による相境界運動について，語ろう「数理解析」，岐

　阜大学，2004年1月26日．

5．Acriterionoflinearizedstabilityofstationa，rysolutionsforsur£acedi価sion

　How　equation，第7回ソウル大一北大ジョイントシンポジウム，北海道大学，

　2004年7月9日．
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6．表面拡散による3相境界運動の定常解の安定性について，Wbrkshop　on　BV

　functionsandfreeboundaryproblems，ニセコ町，2004年10月8～11日，

7．表面拡散流方程式による3相境界運動の定常解の線形安定性について，偏微

　分方程式と現象：PDEs　and　Phenomena　in　Miyazaki2004，宮崎大学，2004

　年11月19～21日．

8』Linearized　stability　analysis　of　three　pha8e　boundary　motion　by　surface　dif－

　fusion，研究集会「曲面と曲線の非線型解析」，埼玉大学大宮ソニックシティ

　カレッジ，2004年121月17日．
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立　川　篤

研究概要

　立川は微分幾何学に現れる変分問題とそれに関連する非線形偏微分方程式を研

究している。特に、フィンスラー多様体への調和写像の正則性を中心に研究し、“A

partial　regularity　resultβor　harmonic　maps　into　Finsler　manifblds”（Caユc。VaL16

（2003〉，217－224）において、エネルギーを最小化する写像の部分ヘルダー連続性を

示した。

　フィンスラー多様体への写像のエネルギー密度はその係数が特異性を持ち、強い

非線形性とともに問題を困難にしている。この種の問題に関連して、VMO係数の

被積分関数の積分で表される汎関数の最小化写像の部分正則性について、Catania

大学のMariaAless㎝draRagusa助教授とともに研究し、部分的な結果を“lnterior

esむimates　in　Campanato　spaces　related　to　quadratic　functionalsラ’（数理解析研究

所講究録1405（2004）54－65M　A。Ragusa・A。Tachikawa）に報告した。

論文・著書

　1．A　partia正regularity　result　fbr　harmonic　maps　into　Finsler　manifblds，σα♂c。

　　　V砿．Pα痂α言0輸ε兜傭αZ　Eg鵬オ乞oπ516（2）（2003），217－224（Erratum，乃砿

　　16（2）（2003），225－226）．

2。A　partial　Rδlder　regu三arity　result　fbr　harmonic　maps　into　a　Finsler　manifold，

　数理解析研究所講究録1347（2003）167－178．

　3．Interior　estimates　in　Campanato　spaces　related　to　quadratic functionals

　　（with　M．A．Ragusa），数理解析研究所講究録1405（2004）54－65。

ロ頭発表・講演

　1．A　partial　regularity　result£or　harmonic　maps　into　a　Finsler　manifbld，研究

　　集会「変分問題とその周辺」，京都大学数理解析研究所2003年6月26日．

2．フィンスラー多様体への調和写像について，熊本大学応用解析セミナー，熊

　本大学自然科学研究科2003年12月13日．

3．Harmonic　maps　into：Finsler　manifolds，研究集会「曲面と曲線の非線型解
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On　the　existence　fbr　the　H：elf｝ich　now

and　its　center　manifbld　near　spheres

　　　　Y6shihito　Kohsaka＊8δTakeyuki　Nagasawa†

　　　　　　　　　Ab8tract
　The　He珪ric五var圭ational　problem　is　one　of　modeおfor　shape　trans－

fbrmation　theory　of　human　red　blood　cel1。Here　the　associated　gradi－

ent　How，called亡he∬ε晦池ん／～o初，is　s七udied．The　exおtence　of　the　flow

is　proved　loca11y　fbr　arbitrary　initial　data，and　glob翫lly　near　spheres。

Ftぼthermore　its　center　manifbld　near　spkeres　is　investigated．

1　　1ntroduction

：Le七Σbe　a　smooth　compac七surface　embedded　in　IR3．Consider　the　minim圭z－

ing　Problem　of　the　functional

　　　　　　　　肱（Σ）一乙（∬一・・〉24S

with　the　prescribed　areaノし（Σ）ニA）and　enclosed　volume　V（Σ）＝1る．Eere

H圭s　the　mean　curvaむure　ofΣwith　respec七to　the伽ηθ7normal　vector，and

co　is　a　constant．This　is　a　model　ofshapes　of　human　red　blood　ce11，where　cO

isca11edthe5卿伽θ・鵬・蜘伽7ε（see［2，5，61）．lfΣisacriticalp・i且t・f

this　variational　problem　with　constrain七s，then　the　surface　must　satisfy　the

equation

　　　ハΣH＋2H（丑2－K）＋2c・・κ一2（略＋λ・）∬一λ2＝0・
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8570，Japan；Partly　supported　by　Grant－in－Aid£or　Scientific　Research（C2）（No．15540195），

Ministry　of　Ed』ucation，Science，Sports，a且d　Cult皿e，Japan
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Here A~] is the Laplace-Beltrami operator of ~, K is the Gaussian curvature, 

Al and A2 are Lagrange multipliers. This is the first variation of the Helflich 

functional 

7i(~) = }/Vco(~~) + AIA(~) + A2V(~) 

without constraints. 

Now consider the L2-gradient fiow (the Helfrich fiow) for the Helfrich 

functional. Let ~(t) be a one-parameter family of surfaces, and let V be the 

velocity in the direction of inner normal vector. The equation of flow is 

V = -A~](t)H - 2H(H ( 2 ) (1.1) 2 -K) -2eoK+2 co +AI H+A2. 

We should state related results on geometrical gradient flows, that is, the 

surface diffusion flow, which is the H-1_gradient flow for the area functional, 

V = -A~](t)H 

by Escher-Mayer-Simonett [4] ; the Willmore flow, which corresponds to the 

Helfrich flow with co = Al = A2 = O, 

V = -A~](t)H - 2H(H2 - K) 

by Simonett [13], Kuwert-Sch~tzle [8, 9]. Roughly speaking they showed the 

local existence of flow, the global existence near sphere, and the stability of 

spheres . 

For the Helfrich fiow, spheres are equilibrium under suitable choices of 

Ai , however , they are not necessarily stable . Furthermore finite time blow-up 

occurs even if the initial surface is sphere. 

The first aim of ours is to show the local existence of flow for arbitrary Ai , 

and the existence of global flow and (parameter-dependent) center manifolds 

for the suitable )Li. 

In the previous paper [10] we showed the existence of stationary solutions 

with rotational symmetry bifurcating from the spheres. We can show the 

existence of bifurcating solutions without symmetry by Krasnoselski's th,~ 

orem [3, Theorem 7.3] , however, it does not give us any information about 

structure of all bifurcating branches. 

The second aim is to show that branches are embedded in a finite dimen-

sional smooth manifold by the center manifold analysis. 

2
 
Formulation of problem 

We can formulate our problem as in Simonett [13], however, we should pay 

attention to the signature of mean curvature and normal velocity. We would 

2
 



like to follow the definition of mean curvature of our previous paper [10] , 

which has the opposite signature to that of [13] . Since these differences of 

signature confuse us sometirnes, we reformulate our problem under our chioce 

of signature. 

m Let ~ be an onentable compact closed surface m IR and let U Ul be its 

l =1 

open covering. We denote the inner unit normal vector fields of ~0 by v. The 

mapping Xl : Ul x (-a, a) E:~ (s, r) ~ s+rv(s) e IRn is a OOO_diffeomorphism 

from Ug x (-a, a) to ~l = Im(Xl) provided a > O is sufEciently small. Let 

denote the inverse mapping Xg-1 by (Sg,Ag), where S~(Xl(s,r)) = s ~E Ug, 

and Ag(XL(s, r)) = r e (-a, a). 

Assuming that ~ (t) is sufflciently close to ~]o , we can represent it as a 

graph of a function on ~:o as 

~ 
~ p(t) ~ (t) U = Im (XI : Ul ~ nR", [s H~ Xl(s, p(s,t))]) . 

g= l 

Conversely for a given function p : ~0 X [O, T) ~> (-a,a) we define the 

mapping ~)g,p from R:1 x [O, T) to IR by 

~)g,p(x, t) = Ag(x) - p(Sl(x), t). 

Then (~)g,p(', t))~1 gives the surface ~p(t)' 

The velocity in the direction of inner normal vector field of ~] = {~]p(t) I t e 

[O, T)} at (x, t) = (Xg(s, p(s, t)), t) is given by 

V(s, t) = -
at~g,p(x, t) atp(s, t) 

llVx~)1'p(x, t)ll Q:=xl(sp(s t)) llVx~g'p(x, t) Il (c=x~(s p(s t)) 

The equation (1.1) is represented as 

atp = Lp {-ApH(p) - 2H(p) (H2(p) - K(p)) 
(2.1) 

- 
coK(p) + 2 (c~ + Al) H(p) + A2} , 

where 
Lp = IIV.~)lp(x t)lilx x~(sp(s t)) 

We would like to write down the mean curvature and the Gaussian cur-

vature in terms of the function p and its derivatives. As far as the authors 

know, there are no references for the expression of K(p) . We can refer [13] for 

the expression of H(p) , but its definition has the opposite signature. Ther(~ 

fore we state here these expressions for the sake of completeness. Since their 
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proof is lengthy, we will give it in the last section. The surface is defined by 

{x e IR3 j ~1,p(x) = O} Iocally, where the interior near the surface is located 

in the side {x e iR3 1 ~)1,p(x) > o}. Assume that V*~1,p ~ O everywhere near 

the surface. 

Define the diffeomorphism Op between ~]o and ~p by 

ep(s) = X~(s,p(s)) for s ~E Ul' 

We denote its pull back by e;･ Let glR3 be the Euclidean metric on IR3 , and 
put n = guR3 In~' 9L = XL'n, which are metric on T(R~) and T(UI x (-a, a)) 

respectively. The metric gl can be written as 

gl = wg(r) + dr R dr, 

where wl(r) is the metric on T(UI x {r}). Put 

gp = wp + dr R dr = gL1(.,p(.)) , 

where wp = (wjk(P)) is a metric on T(~0) defined by 

wplT(Ue) = w~(p) 

We denote the metric (wjk(P))~1 = (wjk(p)) on T' (~0) simply by w'. 

Remark 2.1 wp is not e;n-

Put Ul,p = (Ul'w(p)) and Eg = (U~ x ( a a) gL) and define the function 

~lp on Ul x (-a, a) by 

~1,p(s, r) = ~g,p(X (s r)) r p(s) 

In what follows, Latin indices expect n range from I to 2, and Greek ones 

do from I to 3. And the Einstein convention is used. Furthermore we denote 

the coordinate system by y = (y") defined by 

={s y" i (a = i), 
r (a = 3). 

For a while we fix ~, p, and the time variable t, and omit them. 

The entries of the metric g are 

wij (a = i, p = j), 

g*~ = O (a = i, p = 3), 
1 (a = 3, p = 3). 

4
 



Therefore we have 

)
 
{
 

Vy~ ~wijaip (a = j), " ( ~ = 
l (a = 3), 

~ 

 

aiP (p = i), 
(
 
-

)
 
-

Vy~ - p = 3) , 1
 

p
 

~ 

 

~aiajp + r"~jakP - r,j ~ (a = i, p = j), 
( re~3 ak P )
 
Hess3/~ = (a = i, p = 3), 

* p O (a = p = 3), 
Ay~ = -w'3a,aJp+w"krsika3p w'kr"~k 

Here 

) g"p (V ~))p 
y
 
(
 

yp V~ 

and r"~j is the ChriStoffel symbol of E. 

Using this fact we get 

Lemma 2.1 ([13] ) The mean curvature H(p) can be written as 

H(p) = Pl(p)p + Fl(p), 

wh ere 

Pl(p) I {L2wjk(p) - wjt(p)w } = (p)a~pap ajak 
2L3 

- 
L~wjk(p)rj.k(P) + wjt(p)wki(p)rj~k(P)agp 

+ 2wk~(p)r~k (P)a~ p - wjg(p)wkm (p)rJ~k (P)a~Pa~ p} ai] 

1
 F (p) = Lpwjk(p)r3k(p) 

r3k(P) = ri i on T(.,p(.)) (E~) ' 
jk I (',p(')) 
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　　　　　　　　ll▽響Φll

Using　the　previous　fact　and

　　　　　　　　　　　　　fi▽誓Φ卜五ρ

we　get　the　assertion。

：Lemma2．2Tんε（穿鰯5乞α箆o君物伽7εK（ρ）oαπbθ醜オ齢α5

κ（ρ）一ω（ρ）一1det3｛五菰β（ρ）（δ簿（ρ））（確一敵ρ））＋召μレ（ρ）｝，

ωんε7ε

　　　　　　　　　　　ω（ρ）＝de七2（ω乞ゴ（ρ）），

燐β（ρ）

趨「島（ρ）紘ρ一鳴（ρ）1≡瀞；

　　　　　　　　　　L逐2がゴ（ρ）∂乞ρ伽　（α一乞，μニプ），

　　　　　　　　　　一五万2礁ρ〉伽　（αニ2，μ一3），
　　　　　ん9（ρ）＝一L万2防ρ　（α一3，μ一ブ），

　　　　　　　　　　五万2　　　（α一μ一3），

　　　　　　　　　　　　　　　6

Pm砿　Letのbe　the　standard　Euclidean　coordinate　system，もhen　weぬave

　　　　2∬（ρ）一一d艦塞ll）醐綱

　　　　　　　一一（II錨覧1鴛llΦ『1）＿醐

　　　　　　　一一（il鍵ll▽綿lll雲ll2）＿個，）

　　　　　　　一一（ll錨Ees響諦瑞Φ））醐綱・

Since　the　diHlerential　operators▽T，H：essの，∠毎，and　the　length　Ij・”are　geo－

metric，乞。ε．，independent　of　the　choice　of　coordinate　system，i七ho1ds　that

　　　　　　　　　△Φ
　　2π（ρ）＝　　写．

圃課包Φゾ）＿・

□



L~2aiP6jP ('1 = i, v = j), 

~u"(P) = -L~2aiP (/1 = i, v = 3; or pt = 3, v = i), 

L72 (kt = v = 3). 
detk is the determinant for k X k martices. 

Proof. Noticing that 

91(.,p(.)) det (9*p)1(. p(.)) det 2(w.3)1(.,p(.)) = w(p) , 

Hessy~ H*p (p) , 
*p (*,p(*)) 

' llV ~II (V c) ~ ~2 ! ~ 

 

V y~ k~ ( p) , 
p (.,p(*)) 

~ 2 ~ (
 

IIVyl~ll Vy~ ~u"(P)' V y~) 

P " (*,p(*)) 
we obtain the assertion from Lemma 5.2 in the last section. [] 

Now we go back to the equation (2.1). Define the metric (7p by 

6~n = If(p) = (o:jk(P))' 

Writing the Christoffel symbols with respect to this metric by nfjk(P) ' we have 

Ap = (Tjk(p) (aJ6k ~/3k(P)a ) 

Let h7(~0) be the little H6lder space on ~]o of order 7. We fix O < a < p < 1. 

Then, for po e (a, p) and a > o, put 

u = {p ~ h2+po(~]o) I llplioo < a}. 

For two Banach spaces Eo and El satisfying El H> Eo, the set It(El' Eo) 

is the class of A e L(El' Eo) such that -A, considered as an unbounded 

operator in Eo, generates a strongly continuous analytic semigroup on Eo ' 

Proposition 2.1 There exist 

p e C=(u 7i(h4+*(~0), h"(~]o))), F e C-(u, hPo(~ )) 

such that the equation (2.1) is in the for7Tl 

p + p(p)p + F(p) = O. 
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Proof. The principal term -LpApH(p) in (2.1) is the same as those of the 

surface diffusion flow [4] and of the Willmore flow [13] (see Remark below). 

Taking Lemmata 2.1 - 2.2 into consideration, we can obtain the assertion in 

a similar manner to the proof of [4, Lemma 2.l] and [13, Lemma 2.l] . Cll 

Remark 2.2 Our mean curvature H(p) corresponds to -Hp in [4] and -H(p) 
in [13], having the opposite signature. Therefore our -LpApH(p) is LpApHp 

in [4] and LpApH(p) in [13] , and the principal terms of equations for p are 

the same each others. 

Applying [1, Theorem 6 .3] , we get an existence results for the Helfrich 

flow. 

Theorem 2.1 For any po e h2+p(~]o) n u, there exists t+ = t+(po) e (O, oo] 

such that (3.2) has a unique maximal solution p e O([O, t+); h2+p(~0) n u) n 

O~((O, t+); 0=(~0)) satisfying p(O) = po' 

3 The linearized OperatOr arOund sphere 

In this section we consider the case where the reference manifold ~0 is the 

unit sphere S2, for which 

H(O) = K(O) = Lo = 1 

holds Therefore S2 is a stationary solution to (2.1), when 

A2 = 2co ~ 2 (c52 + Al) ' (3.1) 

Here we study the stability of S2 under (3.1). Put 

nr F A2 + 2co, 

then the equation with which we concern ourselves is 

pt = Lp{-ApH(p) - 2H(p) (H2(p) - K(p)) 
(3.2) 

2co (K(p) - 1) + (4co ~ nr) (H(p) - 1)}. 

We have already shown in [10] the following fact. Let consider the case where 

~f close to n(n + 1). Here n is integer greater than 1. Then there exists an 

axially symmetric critical surface near ~r = n(n + 1), which bifurcates from 

the unit sphere, to the variational problem of the Helfrich functional. Such 

phenomenon does not occur for ~f < 6. That is, nr = 6 is the first bifurcation 
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point. The existence of such critical surfaces near S2 suggests that S2 ( i. e., 

p ~E O) is not unconditionary stable for nf > 6. 

Furthermore if nr < O, then S2 is unstable. To show this, it is enough 

to analyze the ordinary differential equation associated with (2.1). Assume 

that p(O) is a constant function on S2, and that so is p(t). Then we have 

1
 

1
 L = I H(p) = , K(p) = p ' -p (1 - p)2 ' 

The first relation follows from ~(x, t) = I - jJxll - p. Thus (2.1) is reduced 

to an ordinary differential equation 

= ~ 

 

1
 
1
 pt 2c~ ~ 1 - p) I - p 1 

Put I = I + k. Since 

1-p 
pt 

kt = 1 - p)2 = (1 +k) p 

we obtain the equation which k must satisfy: 

kt = -k(1 + h) (2cok +nr) 

The stationary solution k ~ O ( i. e., the unit sphere) is unstable if 

d
 { k(1+k) (2cok+n/)} = 

k=0 

Therefore 7 ;~ O is a necessary condition for the stability of S2 as a stationary 

solution to (2.1) . 

Of course the same conclusion follows from the functional ?L If p is 
constant on S2 and if A2 = 2co ~ 2 (c02 + A1)' then 

7i(~p) = f~ (H2(p) 2coH(p)) dS + (c5 + A ) A(~ ) + A V(~] ) 

= 47r 
1 - co ~ A2 + Ip - A2 

2
 
)
 

~ 2 Tp 
Therefore we have 

d~p7i(~p) p o = O dp2 47rnl, , 7t(~p) = 
p =0 
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and the unit sphere S2 is unstable as a critical point of the Helfrich functional 

when nr < O. 

We now investigate the stability of the unit sphere for ~/ ~E [O, 6] . In 

fact we can construct a center manifold for nr ~ [O, 6] , which attracts for all 

solutions to (2.1) with sufliciently small initial data if either nr ~ (O, 6) or 

~/ = co = O. 

Lemma 3.1 It holds that 

d_L=h = . O
 dc ==0 

Proof The assertion follows from LEh = VfT~T~~~'. C
:
I
 

Lemma 3.2 It holds that 

d
 
1
 ~:~H(ch) e o = = (Ao + 2)h 

Proof. Since 

H(ch) = Pl(ch)ch + Fl(ch), 

we have 
d
 
d
 ~:H(ch) = o l( ) ~~: l( ) =P O h+ F ch . 

Lemma 2.1 implies 

P (O)h ;wJk(O) (a3ak - r~k(O)a.) h = ;A h 

By Lemma 3.1, it holds that 

~~:Fl(ch) c o ~ ~2Lo dcwJk(ch)rjk(ch) . 

==0 

Since ~wjk(ch)r3~k(ch) does not contain derivatives of h, its value at s = so 

can be calculated by use of the constant function f(s) = ch(so)' Noticmg 

Lo = Lf holds for constant functions, we get 

1
 
l
 ~2L wjk(ch(so))rsk(ch(s )) 

o = 2Lfwjk(f)r3k(f) F (f) 

10 



Furthermore because of Pl(f) = O for constant functions, we have 

1
 
1
 Fl(f) = H(f) = = l - f I - ch(so) ' 

Therefore we find 
l
 
d
 :2Lfwjk(f)r3k(f) = o wjk( f )r~k( f ) 
~2Lf dc dc ==0 e =0 

- ~: I - ch(so) = 1 - ch(so))2 = 

Since so is arbitrary, we obtain the assrtion. [] 

Lemnra 3.3 It holds that 
d
 
l
 

- LehAehH(ch)) = ~Ao(Ao + 2)h 
Proof. We have 

d
 

= - 
L=hA=hH(O)) + LOAO d H(ch) . d
 

- LehA=hH(eh)) d
 
c
 

= =0 d c dc 
==0 e=0 

Taking H (O) = Lo ~~ I into account, the previous lemma gives the assertion. 
[
]
 

Lemma 3.4 It holds that 

d
 ~ {LshH(ch) (H (ch) K(ch))} = O. 

e=0 

Proof. Let /el(ch) and fs2(ch) be the principal curvatures. Since 

'el (ch) - /~l(ch) 
H2(ch) - K(ch) - 2 

and since 

/~l(O) = /~2(O) = 1, 

we get 

(H2(ch) - K(ch))la=0 = d 2 o. (H (ch) - K(ch)) = 

d e e =0 
~
l
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Lemma 3.5 It holds that 

d
 
d
 

l
 

- LehH(ch)) = - o (A +2)h, ~~ (L=hK(ch)) = o = (AO + 2)h. d
 
c
 

= =0 2 

Proof. It follows from Lemmata above that 

d
 
1
 

d
 (Ao +2)h (L=hH(ch) ) = e=0 ~:H(ch) e o 

Similarly we have 

d
 
d
 ~~: (L=hK(ch)) = o = = ~K(ch) = o 

d
 = 
H2(ch) - (H2(c) - K(ch)) } 

d
 = H(O) - (H(ch)) = (AO + 2)h. d c = =0 

[
!
 

Combining these lammata, we obtain 

Proposition 3.1 The linearized equation around the unit sphere of (2.1) is 

ht + Ah = O, 

wh ere 
A ;(A +2)(A +n/) ~/ 4co ~ 2 (~ + Al) ' 

We now investigate the spectrum of -A. 

Proposition 3.2 The spectrum of -A consists of eigenvalues 

spec (-A) = 

 
l
(
,
h
i
 
_
 
2
)
(
p
t
i
 
-
 
~
/
)
 
1
1
 
p
t
i
 
e
 
s
p
e
c
 
(
-
A
o
)
 
'
 

}
 

-2 

Proof. Let spec (-Ao) = {pei} and ipi be an eigenfunction belonging to the 

eigenvalue ,1i, satisfying <ci, cj) = 6ij . Consider the equation 

(A + v)ip = O 
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and look for c in the form 
co 

ip=~ -ci ci 
i=1 

Then {ci} must satisfy 

co 

 

~: i (-kti + 2) (-pei +nr) + v} ci = O i=1 { 
c
 ~
 

Therefore v Is an ergenvalue of - A if and only if 

1
 l/ = ~ (-'1i + 2) ( /1 +1/) 

Corollary 3.1 The spectrum spec (-A) contains in (-oo,O] if and only if 

o ~ ~ ~ 6. 

Proof. The assertion follows from the fact /li = k(k+1) for k e IN U {O}. Cll 

Let Wk be the eigenspace of -AO belonging to the eigenvalue k(k + 1). 

In particular, 

Wo = span {1}, Wl = span {xlis2 , x2ls2 ' x3is2} , 

W2 = span xlx2ls2 ' x2x3ls2 ' xlx3[s2 , x~ - x~ls2'x~ - x2 3is2} , {
 

where xi is the Euclidean coordinate function in IR3 . 

Remark 3.1 By use of the standard polar coordinate systern 

xlls2 = sin ccos 6, x2ls2 = sin csin e, x3ls2 = cos c, 

it holds that 

Wk = span {Pk(cos c), Pkm (cos c) cos me, pkm(cos ip) sin me I I < m ~ k}. 

Here Pk~ is the associated Legendre function, and Pk = Pko. In particular 

xl Is2 = Pll(cos c) cosg, x2ls2 = Pll(cos c) sin e, x3ls2 = Pl(cos c), 

1
 2 = 
~(cos c) sin2e, x2x3ls2 ;P (cosip) sme 

xlx21 ~ s
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xlx31 = ~P (cos c) cos g x x~ls2 = ~P22(cosip) cos2e 
s2 2 

l
 x2 - x~ Is2 ~ ~P (cos c P2 cos c~ cos 2g -~ 2( ) ' 

1
 ~~ (x~ - x~) - (x2 - x~) , P2(cos c) = 

s2 

p21(cos c) cos e = 3x3xlls2 ' P21(cos c) sin e = 3x2x3is2 ' 

F~(cosc) cos2e = 3 xl ~ ( s2 ' P22(cos c) sin 2e = 6xlx2ls2 
~
)
 
l
 
x 

In what follows we assume O ~ ~f ~ 6. We arrange eigenvalues 

1
 (k 1)(k + 2) (k + k - nr) v- 

of -A in descending order as 

0=v0>vl>"'>vm>"' 
Denoting the eigenspace belonging to vm by Vm' we have 

Proposition 3.3 1. W7~en nf = O; 

1
 vm = ~ m(m + 1)(m + 2)(m +3), ~
 

V0=Wo~Wl' 
the geometric and algebraic multiplicity of vo = dim Vo = 4. 

2. When O < n/ < 4, 

vo = O, vl = ~7, 

l
 vm nr) for m ;~ 2, = - m-1)(m+2) m2+m-
~
 
(
 

Vo = Wl: 

the 9eometric and algebraic multiplicity of vo = dim V 3 

3. Vnien n/ = 4, 

vo = O, vl = ~If, 

1
 = - (m+3) m2+3m+2-
~
 
(
 

n/ for m ;~ 2, 

Vo = W1' 

the geometric and algebraic multiplicity of vo = dim Vo = 3. 
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4. V~hen 4 < n/ < 6 

-2(6 - nr) , vo = O, vl = v2 -= l, 
1
 vm = ~~(m - 1)(m + 2) (m2 + m - nr) for m ~ 3, 
2
 

Vo = Wl' 

the geometric and algebraic multiplicity of vo = dim V 3 

5. Vnien nr = 6, 

vo = O, vl = ~nr, 

vm I r) for m ~ 2, = 
-m(m + 3) (m2 + 3m + 2 -
2
 

Vo = Wl ~ W2, 

the geometric and algebraic multiplicity of vo = dirn Vo = 8. 

In a similar manner to [4, 13] , we can obtain the following result. 

Theorem 3.1 For the Helfrich flow obtained in Theorem 2.1 with ~0 = S2 

the following statements hold. 

1. For ~/ e [O, 6] there exists uniquely a local center manifold JVt for (3.2) 

with 
4 ~ = O, 

dimJVt = 3 7 e (O, 6); 
8 n/ = 6. 

2. Forn! e (0,6) we have 

JV = {all spheres with center close to the original S2 

and with radius 1}. 

That is, the center manifold )A is generated by small translation. 

3. For7 = co = O we have 

JVt = {all spheres with center close to the original S2 

and with radius close to 1}-

That is, the center manifold JVt is generated by small translation and 

dilation with ratio nenr I . 

4. Unit spheres obtazned b~ small translateon are ancluded 3n )A even for 

cases it7 O and co ~ O" and nf = 6. 

15 



5. For 7 e (O, 6) or nr = co = O the center mansfold JVt attracts the 
solutions of (3.2) that start in a small h2+p(S2) neighborhood of O, 

where p is that of Theorem 2.1. 

Proof. The first assertion follows from the results of Simonett [ll, 12] (see 

also [4, 13]). 

A non-zero constant function on S2 is a generator of dilation, and xils2 

does that of translation. Furthermore unit spheres are stationary solutions 

for (3.2), and so are spheres for (3.2) with cb = O. These facts yield the 

assertions 2-5 (see [4, 13] ) . Note that the assertions for co = O were obtained 

by Simonett [13]. [
I
 

Propositron 3 4 VV7ten nr = O and co ~ O, the unit sphere is unstable. 

Proof. Let ~(O) be a sphere. By the uniqueness of the fiow, ~](t) is also a 

sphere for every t. Denoting the curvature of ~:(t) by I + k(t), we find that 

k is governed by 

kt = -2cok (1 + k) (3.3) 
We consider the initial value problem for ~3.3) with sufficiently small lk(O) I -

It is easily shown that : 

1. The case co < O: 

(a) If k(O) > o, then the solution k exists on (-oo,t.) for some t. e 

(O, oo), and k(t) t oo as t t t.. That is, the sphere ~(t) shrinks in 

finite time. 

(b) If -1 < k(O) < O, then h exists for all t e IR, and satisfies -ct~1 < 

k(t) < O. 

2. The case co > O: 

(a) If k(O) > o, then the solution k exists on (t., oo) for some t. e 

(-oo, O), and satisfies O < k(t) < ct~1. 

(b) If -1 < k(O) < O, then k exists for all t ~E IR, and satisfies -1 < 

k(t) < - I + ct~1. That is, the sphere ~)(t) grows up infinitly 

taking inifite time. 

These suggest the assertion. 
[
]
 

16 



We do not know the more precise structure of )A for n/ = 6. The bi-
furcating surface ~g from the unit sphere around ~! = 6 obtained in [10] 

satisfies 

H(p) = I + cP2(x3ls2) + O(e2). 

The axis of rotation for this surface is the x3-axis. By the addition theorem 

for Pkm implies that there also exists the bifurcating surface satisfying 

H(p) { (cos co) P21 (x3 Is2) cos(e - eo) = I +c P2(cosco)P2(x3ls2) +~P~ 

l
 

l
 + -p:~(cos co) P22(x3ls2) cos 2(e - eo) f + O(c2). 
12 

Here e e [O, 27r) is the angle around the x3-axis. The surface is also rotation-

ally symmetric around the axis passing through the origin and (sin co cos eo , 

sin ipo sin eo, cos ipo) ~ S2. 

4 A parameter-dependent center manifOld 

To seek for solutions near the unit sphere, we define a new parameter A by 

A = Al ~ co + c52 + ~A2, 

which is equivalent to 

A2 = 2co - 2 (c~ + A1) + 2A 

(cf. (3.1)). Put 

~r = A2 + 2co 

as before. We consider that our problem is described the system 

6tp = Lp{-ApH(p) - 2H(p) (H2(p) - K(p)) 

2co (K(p) - 1) + (4co ~ nr) (H(p) - 1) + 2AH(p)}, 

(4.4) 

at~ = O, 

atnr = O. 

The unit sphere corresponds to (p, A, 7) ~: (O, O, 7), which is an equilibrium 

for any 7. 

17 



　　rbr　any　fixedγo，we　consi（ierッ＝・γo十タas　the　small　perturbation．Wb

write　the丘rst　equation　in（4。4）as

　　　　　　　　　　　∂，ρ＋P（ρ）ρ＋F（λ，7。＋タ，ρ）一〇．

Then　it五〇1ds　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　P（0）一動F（0・γ・，0）一一葛（乙・＋2）（△・＋悔）一五（宰・）・

Denote　the　operator（λラタ，ρ）→。4（γo〉ρby44（γo），Then　we　have

　　　　　　spec（一・4（笥））＝sp㏄（一z4（範））∪｛0｝＝spec（一A（伽））。

TheeigenspaceVレ（70）belongingtoレ∈spec（一ノ生（つり））is

　　　　　　　Vレ（70）＝｛（0，0，ρ）1（五（γo）＋〃）ρ＝0｝ifン≠0，

　　　　　　　　V6（γo）ニ｛（λ，令，ρ）1λ∈IR，タ∈Rラ五（γo）ρ＝0｝，

In　particular，spec（一A（70））⊂（一〇〇，0］ifand　only　ifγo∈［0，61。Furthermore

we　have

Proposition4．1　　1。陥θ7z物・＝0ン

　　　　V6（0）＝｛（λ，令，ρ）1λ∈IR，タ∈IR，ρ∈％（D　W1｝，　dim1％（0）ニ6．

　2。既eηγo∈（0，6）フ

　　　　　V6（笥）＝｛（λ，タ，ρ）1λ∈IRラタ∈IRりρ∈隅｝ラ　dimV6（宰o）＝5．

　3．陥ε御o＝6，

　　　Vb（物）＝｛（λ，タ，ρ）1λ∈IRラタ∈IR，ρ∈W1（D％｝ラ　dimV6（γo）ニ10．

　　According　to［111，we　obtain

Theorem4．1Fb7悔∈［0，61オんε7εε伽オ5αpα偶αmeオε7一吻ε裾εηオoεπオε7

㎜απ醐4ル1（物）脇纏吻ω哲オんdim湿（γ。）＝dimV6（γ。）、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　18



5 Appendix 
In this section we shall give expressions of mean curvature and Gaussian 

curvature in terms of p. Lemmata in this section are valid not only for 
surfaces in IR3 but also for hypersurfaces in IR~+1. As in section 2, we assume 

that a closed hypersurface is defined by {x e IR"+1 1 ~)(x) = O} Iocally, where 

the interior near the hypersurface is located in the side {x e IR~+1 1 ~(x) > o}. 

Assume also that V*~ ~ O everywhere near the hypersurface. 

Lemma 5.1 The mean curvature H and Gaussian curvature K are given by 

* 

1
 
,
 =-- 

 

H I div Vx~ 
n IIV.~II {* i c(*)=0} 

K g (V*~), Hess(e~~) I {* I ~(*)=0} 

where 

( p R p) X (I~+1 P ~ p) + p R j~P) , g(p,X) = detn+1 Iipll-1 (I~+1 ~ ~ 

p = [[pll-1p 

for p ~ IRn+1 and X e S"+1 

Proof. The assertion for the mean curvature is well-known. We give here the 

proof for the Gaussian curvature, which is an adapted version of [7, Lemma 

A] . We may assume x = O, and 

e~+1 = ~llV*~(O) Il-lV*~'(O). 

Introduce an orthonormal system {el' ' ' " e~} so that {el' ' ' " e~, e*+1} is 

an orthogonal basis in IR"+1, and that the surface c (x) = O is represented 

10cally as a graph of a function f : U ~~ IR. Here U is a neighborhood 
of O e IRn. put ~ = (xl' ' ' ' ; x~). Then eigenvalues of Hess~f(O) are the 

principal curvatures of the surface at x = O. Differentiating the relation 

~>(~, f(~)) = O, 

with respect to xi (i = 1, ' ' ', n), we have 

~.i (~, f (~)) + '~..+1 (~, f (~)) f*i (~) = O. 

Differentiate with respect to xj (j = 1, ' ' ', n), and we get 

~.i*j(~, f(~)) + ~ . (~, f(~))f*. (~) + ~ . (~, f(~))f*i(~) 
x' **+1 J 's'~+1 

+~'~+1"~+1(x f(x))f (x)f (x) + ~).~+1(x f(x))f...3 (x) O 
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Since

　　　　　ん歪（0）＝・0　（乞二1，…，η），　Φ¢η＋1（0）＝一il▽のΦ（0）ll，

we　obtain
　　　　　　　　　　ん乞¢ゴ（0）＝ll▽ωΦ（0）ir1Φの琶のゴ（0）．

W6denotetheset　ofall　rea1－v創uedブ×んmatrices　by璃～海（IR），and1吻（IR）＝

璃・（IR）・Put

pニ▽のΦ（0），X＝H：ess¢Φ（0）∈砿＋1（IR），Eニ（ε1，…，eη）∈！鴎＋1，π（IR）．

Then　we　have

　　　　H：ess毒！（0）＝Il▽TΦ（0）II－1吻1｛ess¢Φ（0）E＝Ilp”一1吻XE，

　　　　　　　　　　　eπ＋1ニーllpII－1P＝一P．

Sinc6（Eeπ＋、）一ち＋、∈払＋、（IR），

醐　＋・宅π＋・一（Eeπ＋・）（宅累1）一ち＋・，eπ＋・｝面」P⑭P

hold，There丘）re

（llpll一γXEl）一（Eeπ＋・）（ Ilpll一 XE ）（記、）

　　　　　　　　　　＝ll矧一1E吻XE徊十e魁1毛針1

　　　　　　　　　　ニIlpl－1（ち＋1－P⑭P）X（∫π＋1－P⑭P）十P⑭P，

丘om　which　it　follows　that

　　　K－detη且essあ！（・）一de七η羊・（IIPll一留XEl）一9（ハX）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　Let“＝（“1，…，“η÷1）be　an　arbitrary（loca1）coor（iinate　system　on　IRη＋1，

W6would　liKe　to　know　the　expression　of　Gaussian　curvature　in　this　system．

Ch・・sethestandardc・・rdinatesystem偲＝（z、，…，のπ＋、）s・that

　　　　　　　Φ（0）＝0，　∂皿π＋、＝一ll▽¢Φ（0）1！一1▽飢Φ（0），

　　span｛∂¢1，…　，∂¢篇｝ニ　the　tangent　space　of　the　surface　at」りニ0・
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Put 

r
 
h
 

~)(y) = ~(x(y)) (or c(x) = c(y(x))) 9.3 ' ' 

We have 
a~) a~ ayk 
6xi ayk axi 

Let r*"~j and ry~ be the Christoffel symbol with respect to the coordinate 

systems x and y respectively Since 

a2y~ ayk aylr~ ax r..3 O, 
axiax + axi axj ykg ay~ 

it holds that 

6 ~ 6yk 6yl a~ a y~ ayk 6yl a ~ 
axiaxj = ykay~ axi axj + 6y~ axiaxj = axi axj 6yk6yL ykgay~ ' 

Therefore we have with p = V*~, (
 
2
 

- 
a~ a~) - 2 ayk 6yL a~ a~) 

(p R p)ij = IIV.~ll axi ax3 IIVy~)jl9 axi axj ayk ayg 

ay 6y. 6yk ayg Because of 9kL = 6ij We multiply both sides by 6;Li !l 6jp axi axj ' we 
ax;¥ axp ' 

get 

6;Liay,l _ a~) a~ 
a
 
y
 
k,l g. ~ " ax;L (P R p)ij 5jPaxp ayk ayl 

= 
- ~ 

 

llVy~)ll9 Vy~~ V y~~ 

Furthermore, since 5ij = ayk ayl gkl' it holds that 

axi axj 

(I~+1 pRp)ij ~ 9kl llVy~ll9 ~ ~ 

 

- 
- ~ ~) ayk ayL 
ayk ayl axi ax3 

Usrng gkg = 6ij ayk 6yg again we get 

axi axj 

((In+1 P R p) Hess ~ (I~+1 ~ P R p))ij 
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一（伽棚1ブ講）（伽一隅ΦII評艦）

・離鍛譲・　（、撫蝶）

一（伽一1鵬1’鵜）（伽一1防Φllブ鵜）

艀麟（、轟一蝶）

一（δ驚一1蘭ノ磯）（謬一ll癬磯）

・鍛（轟一蝶）

一｛硯一1剛稀Φ）α譲｝｛確一瞭（呵謝

・舞舞（瞬）ψ・

Similarly　we　have

磯（（婦多⑭P）㎏Φ（恥P⑭P））の酷

一｛榊ll調α鋤

・｛確棚1ブ（呵畿｝州塒Φル

ー｛9αμ一鵬互2（▽ッΦ）α（▽割Φ）μ｝’

×｛9砂一”馬Φ”瀬）β（頭）”｝（瞬）ψ・
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Since

　　　　　　d・t…（δ・盤）一蜘（舞）一d・t…（舞）『1

　　　　　　　　　　　　　　　　一・gn｛det一・（舞）／9一巷，

we　obtain

　　　　　9－11｛馴1Φ（轡）＝。｝κ

　　　　　　　一de七η＋・｛（δλ盤）

　　　　　　　　×（llpir1（ち＋・一Pゆ）HessのΦ（殉一P⑭P）ゆ師）

　　　　　　　　×（甜舞）／佃、6＠、＝，，

　　　　　　一detη＋・［1▽劃互1｛9αμ一幡這2（▽駆蚤）α（▽ゆ）μ｝

　　　　　　　　×｛9鯛▽写Φll互・（▽宮Φ）β（▽ッΦ）”｝（Hess穿Φ）αβ

　　　　　　　　＋ll▽画1互2（▽謹）μ（▽謹）レ］1｛916（宮）＝，｝・

Loweringindicesμandレ，weobt勘in

：Lemma5．2Tみε（7側53伽o⑰例α孟％偶ε唇5卿θη勾

κ一9一・det… 賦・
頻一1蘭1互・（％Φ）α（▽野6）μ｝

　　　　　　　　　　　　×｛確一ll▽謹ll互2（▽ダΦ）β（▽・Φ）．／（EeSS野Φ）ψ

　　　　　　　　　　　　＋1隣2（⑩μ（刺＠1Φω）＝，｝・

　　：Lemmata2．1and2．2also　hold　lbr　hypersurfaces　with　the　replacement　of

3byπ十L
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Clebsch－Gordan係数と対応する微分方程式の解の

　　　　　　　　　ある漸近展開について

長澤牡之

平成17年2月23日

　　　　　　　　　　　　　　　　概要
　このノートでは、Clebsch・Gordan係数がJacobiの微分方程式を差分化して得られる漸化式
を満たす事と、その漸化式からある漸近公式を導く。第王節では、121に従ってCIebscかGordaβ

係数について記述し、漸化式を導出する。第2節では、漸化式の連続版であるJacobiの微分方

程式のある漸近展開を考察する。それを差分化する事で、第3節でClebsch－Gordan係数の漸
近展開を証明する。第4節で、11］で現れたClebsch－Gordan係数について、漸近展開を具体的
に求める。

1　Clebsch－Gordan係数について

この節では121に従ってClebsc哀一Gordan係数について記述する。

1．1Euler角

　　　　　　　　　3卿一｛（曽）∈卿）αδ一β7一・｝・

　　　　　　　　　　　　3u（2〉一｛（勃一）1

とおく。すなわち、

　　　　　　　　　　　　　　％一（勃∈SU（2）

のときqα12＋1β12＝1である。αβ≠0のとき、

　　　　　　　　　　　　　θ　　　　　　φ＋ψ　　　　　　φ一ψ＋π
　　　　　　　　　1α1＝cos一，　Argα＝　　　　，　Argβ＝
　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　2　　　　　　　　　2
でφ，θ，ψを定義し、Euler角と呼ぶ。但し、

　　　　　　　　　　　0≦φ＜2π，　0〈θ＜π，　一2π≦ψく2π

　　　　　　　　　　　　θ
とする。このとき、！β1ニsin一であるので、
　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　・一（業享）

1



となる。これをu（φ，θ，ψ）と書く。

綱ψ）一 ぐ
み）儒1〕（盤）

　　　　　　　　　　＝％（φ，0，0）％（0，θ，0）駕（0，0，ψ）

である事が分かる。また、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　c。sθ一21α12－1，ε琶φ一一αβ乞e乎一αε一7

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1α目β1’　　　國

である。

Eu正er角を複素数に拡張して考えると、

　　　　　｛秘（φ，θ，ψ）10≦況φ＜2π，0≦紛θ≦π，一2π≦貌ψ＜2π｝＝31ン（2，C）

となる。この意味で、5L（2，⊂）は3U（2）の複素化となっている。

1．2　既約表現乃

　乏を整数または半整数とする。⊂2上の斉次％次多項式全体を鋤で表す。すなわち、！∈玩で

あるとき、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゑ
　　　　　　　　　　　　　　∫（z・，z2）一Σ曜一η21頼

　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ篇一ε
と書き表される。ここで、和は4が整数ならば、回≦4なる整数πに関して和をとったものであ

り、召が半整数ならば、1π1≦ぞなる半整数πに関して和をとったものである。以後も和に関して

は同様に規約するが、いちいちこれを断らない。∫（z1，1）ニφ（z1）おくと、

　　　　　　　　　　　　　　　∫＠・・z2）一z鴫）

と書く事が出来る。φは⊂上の28次多項式である（「高々24次」という意味ではない）。そこで、

C上の24次多項式全体を同じ文字鋤で表す事にする。

9一
ll）　⊂）に対レ

　　　乃（9）∫（　）一ノ（αZ・＋72ゐβ2エ＋δZ2あ乃（9）φ（之）一（βZ＋δ）2εφ（調

で乃（g）を定義する。

　　　　　　　　　　　　　乃（9）∫（一）一れ（9）φ（募）

である。乃（g）（玩）⊂玩である。また、容易に、

　　　　　　　　　　　　　　　乃（91）乃（92）＝乃（9192）

である事が分かる。よって、η（g）は3L（2，⊂）の勉上の表現である。

事実1．1乃（g）は∬（2，‘）の玩上の既約表現である。表現をSU（2）に制限したものは、3U（2）

の鋤上の既約表現である。

2



1．3　乃の不変内積

　この節では、玩は⊂上の24次多項式全体とする。これは、もちろん有限次元ベクトル空間で

あり、SU（2）はコンパクトであるので、不変内積（・，・）が存在する。すなわち・任意の9∈SU（2），

φ，ψ∈玩に対して、

　　　　　　　　　　　　　　　　（乃（9）φ，乃（9）ψ）＝（φ，ψ）

が成り立つような鋤上の内積である。玩の基底として、｛〆磯1－4≦為≦身が採れるので・

（〆繭，〆一m）の値が分かれば内積は決定する。

　g∈SU（2）として、

　　　　　　　　　　　　　　　　9－9（・）一（甑）

を考える。

　　　　　　　　　　乃（9（孟）磨一げ（誓）蝕一一

であるので、

（の蝕，訴m）一（η（9（孟））詔減，乃（9（孟））診m）記遼一m）孟（の蝕，許m）

となる。これより、ん≠隅のとき、

（〆一為，〆覗）＝0

である事が分かる。

　次に、gとして、

を考える。

舞蔑）減

　　　　　　　　　　　　　一（一嵯＋・・sl）乏輔（3膠C・sl＋sinl）4『κ

であるので、

　　　藷（9（孟））’ん一一撃CのS血1＋C・S豊）　一1（一・sl＋sin妾）乏一た＋1

（1。1）

　　　4（一　1＋C・Sl）4　（¢C・Sl＋Sinl）鯉

・d　　　　　　　　　　　　　　4十勘　　　　　　　乏一ん
一乃（9（む））〆一κ　＝一一コリ乏一κ＋1＋一〆一κ一1
砒　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　2
　　　　　　　オ＝0

となる。そこで、

2（〆一κ，〆一島＋1）＝2（乃（9（オ））コゆ乏一κ，乃（9（古））ω鰯1）
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の両辺をオで微分して、オ＝0とおくと、．

　　　　　　　　0＝（一（4＋為）qgε一ん＋1＋（乏一為）〆一ト1，〆一為＋1）

　　　　　　　　　　　＋（〆櫓，一（ε＋κ＋1）¢徴＋2＋（4一充＋1）♂一κ）

　　　　　　　　　＝一（4＋ゐ）（〆一海＋1，〆一ん＋1）＋（4一ゐ＋1）（〆一彦，〆一彦）

を得る。不変内積は定数倍の自由度がある。そこで、（1，1）＝（2ε）！となるように定めると、上の

漸化式より、肉≦6なる裕に対し、

　　　　　　　　　　　　　（〆磯，〆鴫）＝（ぞ一ゐ）！（ε＋ん）！

が得られる。

　以上で、不変内積は決定した。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の乏一鳶
　　　　　　　　　　　　　　ψん（T）＝》爾

とおくと、｛ψ勘（¢）1－4≦為≦際が不変内積に関して塩の正規直交基底となる。

1．4　7ン（g〉の行列要素

9一
ll）∈3卿とし・

孟島れ（9）＝（乃（9）ψπ，ψ鵠）

とおく。

zヒ（9）劣乏一η＝（α¢＋’γ）ε｝η（β劣＋δ）乏＋脆

であるので、

塩（9）一

（（α針7）’一η（禽＋δ）師，〆一m）

ぞ　のどナル

ΣΣ乏一πo乞ε＋η碗βゴ7乏一η一乞δ乏＋η一ゴ（♂＋ゴ3〆一肌）

乞＝0ゴ＝0

　　　　4



分子は乞＋ゴ＝乏一鵬以外の項は消えてしまう。0≦召一隅一ゴ≦4一ηのとき、乞＝6一肌一ゴの

項のみ残る。従って、M＝max｛0，π一m｝，N＝min｛4一肌，4＋η｝としたとき、

　　　　塩（9）一漂識謡一繭許鰯一押

　　　　　　　＝〉一α乏一糀7耽一πδ伽

　　　　　　　　　　×禽ゴ！（4一隅一ゴ）麟駅鵬一吻）！（墓）ゴ

となる。指標は、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゼ
　　　　　　　　　　　　　　　x4（9）＝Σ塩（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m3一ε

で計算される。

駕鴉1）∈3u（2）の固一

　　　　　　　　　　　　　　　λ士一覗α±乞爾

である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　君
　　　　　　　　　　　　　　　　　COS一二貌α
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

で孟を定めると、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　土批　　　　　　　　　　　　　　　　　λ±＝＝e写

となる。uは適当な”∈SU（2）を用いて、

　　　　　　　　　　　　　　ガ1％砂一出ag（e誓・ε一夢）

と対角化される。指標は共役類で決まるので、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ど
　　　　　　xε（勤）一xε（diag（ε夢，e一夢））一Σ塩（diag（ε夢・e一夢））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　πも＝一乏

　　　　　　　　　　　ど　　　　　　　　　　　　　　　　ど

　　　　　　　　　一Σe攣e準一Σe一伽虚
　　　　　　　　　　π乙＝一ε　　　　　　　　　　　　　　　　πし＝一ε

　　　　　　　　　　e¢（　一e　ε　）む一e憾εむsin（ε＋1》

　　　　　　　　　一　　　ε動＿1　　一　　ε一琵＿1　　一　　　　哲
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sin－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5



1．5　乃（鋭）のテンソル積

　この節では、鉱を簡単に塩で表す。銑⑭巧2上の表現

　　　　　　　　　　　　　　丁（鋤）＝Tセ、（％）⑭7セ2（％）

を考える。賜∈3U（2〉とし、その固有値をε土夢とする。このとき、指標は、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　41　　　　　　ゑ2
　　　　　　　　　　x（％）一惣、（鋤）x乏、（％）一Σε一槻Σビ櫨

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　為＝一召1　　πF一乏2

である。εニε一乞むとおく・舌≠0のとき、

　　　　　　　　　　　　　　8・　　ε4・＋・＿ε一4・
　　　　　　　　　　　　　　Σ　　　　　　　　　　　　　　　　一魏む　　　　　　　　　　　　　　　　ε　　　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε一1
　　　　　　　　　　　　　　た＝一乏エ

であるので、

　　　紳）紳）一≒＃真♂岩（．急岬一真幽）

とな為。41≧42のとき、括弧内の第一の和にっいてぞ＝乏1＋鵬とおき、第二の和について4＝ぞrπ

とおくと、

　　　　　　　　　　　　　　　　婦2ε4＋・＿ε一4　4・＋42
　　　　　　　　　x乏・（％）x乏2（％）一Σε一、一Σx乏（％）

　　　　　　　　　　　　　　　乏＝亀一亀　　　　　　4＝亀一亀

となる。同様に、41≦あのときは、

　　　　　　　　　　　　　　　　ε・＋乏2 εε＋・＿ε一乏　乏・＋ε2

　　　　　　　　　瀞）x乏2（％）一Σε一、一Σ惣（包）
　　　　　　　　　　　　　　　乏＝乏2－4三　　　　　　ε＝疋2一ε1

となる。従って、41と42の大小関係に拘わらず、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゼ1十乏2
　　　　　　　　　　　　　惣、（％）惣、（u）一Σx乏（u）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε＝険超21

となる。この式が孟＝0の場合も成立する事は、容易に分かる。従って、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　負十乏2
　　　　　　　　　　　　㍗・（u）叫2（％）一Σ乃（価）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　倒81－421

である事が分かる。

　乃（賜）は巧1⑭め2内のある不変部分空間範上の既約表現である。従って、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4r卜42
　　　　　　　　　　　　　　幻・⑭め2＝Σ⊃挽

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乏＝141一ε21

という直和分解が存在する。｛ゐ1－41≦ブ≦41｝と｛飯1－42≦々≦62｝をそれぞれめ1とめ2

の正規直交基とする。このとき、

　　　　　　　　　　｛ノゴ⑭h勘卜召・≦ゴ≦召⊥，一乏2≦ゐ≦ε2｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



は銑⑭玩の正規直交基となる。傷（u）を基底｛ち｝に関する乃、（鋤）の行列要素とする。すな

わち、

　　　　　　　　　　　　　　孟島’（⑰）＝（乃、（％）∫ゴ’，ち）巧、

である。ここで・（・，・渇、は∫）1上の不変内積である。同様に・

　　　　　　　　　　　　　　オ忽，（価）＝（乃，（財）h鳶’，ん発）巧、

とする。T（％）の基底｛ち⑭飯｝に関する行列要素をα（殉，（ゴ，納（価）と書くと、

　　　　　　α（殉，（ゴ’む’）（％）＝（T（鋤）（∫ゴ’⑭んん’）・∫ゴ⑭んκ）巧、⑭巧2

　　　　　　　　　　　ニ（乃・（％）∫ゴ’叫2（％）ん畠’・ノゴ⑭んκ）巧、⑭巧，

　　　　　　　　　　　一（乃、（％）∫ゴ’，∫ゴ）め、（乃2（u）ん画）52－4｝’（鋤）孟急・（％）

となる。

　衝の正規直交基を｛α釦一4≦鵠≦’｝とする。このとき・

　　　　　　　　　　　｛α細4・一421≦4≦6・＋62，ぞ≦鴉≦ぞ｝

　　ピュナら
は、　Σ　翫＝め1⑳幻2の正規直交基である。この基に関するT（u）の行列要素をβ（伽），（伽，）（u）

　　ε＝1召三一ε21

と書く。すなわち、
　　　　　　　　　　　　β（伽），（ε’m’）（％）一（T（％）α髭’，α島）幻、⑭幻、

　　　　るナぞ　
である。　Σ　翫は直和かつ直交分解であるので、

　　　ε詔に1一乏21

　　　　　　　　　β（ε皿），（刎（冠）＝δα・（乃（％）α島’，α髭）言、吻’オ編’（鉱）

となる。

　｛ち⑭幅｝と｛α免｝は共に｛銑⑭め2｝の正規直交基であるので・ある直交行列0＝（σ（飼，（殉）

を用いて、

　　　　　　　　　　　　　　　　　どエナあ　　　ぎ
　　　　　　　　　　　　ち⑭んκ＝　Σ　　Σ10（4m），（殉α乳，

　　　　　　　　　　　　　　　　4＝にエー4217π＝一ピ

　　　　　　　　　　　　　　　ゼユ　　あ
　　　　　　　　　　　　α卜ΣΣo（伽），（殉∫ゴ⑭毎

　　　　　　　　　　　　　　　ゴ3一乏1κ＝一乏2

と変換される。0の灸と42の依存性を明示するため、0（伽），（殉を、

　　　　　　　　　　　σ（伽），（飾）＝σ（ε1，乏2，41ゴ，為，鵬）・＝0（乏，ゴ）

と書き、Clebsch．G◎rdan係数と呼ぶ。ここで、

　　　　　　　　　　　　　乏＝（ε1，召2，ε），ゴ＝（ゴ，㌃，m）

である。
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1．6　Clebsch・Gordan係数の計算の方針

　β1，z2，z3を絶対値が1である複素数とする。｛21ち｝，｛β2飯｝，｛～3α島｝はそれぞれ巧1，幻2，挽

の正規直交基になる。このことから、αebsch－Gordan係数は、絶対値1の複素数倍の不定性があ

る事が分かる。そこで、以後は、

（L2）　　　　　　　0（41，42，4141，一42，ε1一ぞ2）≧0

となるように定める事にする。

　前項の結果より、

　　　43’（％）孟無’（％）

＝α（ゴ髭），（州（u）

一（T（賜）（∫ゴ’顧’），∫ゴ⑭幅）め、⑭5、

　老1＋乏2　乏1＋乏2　　乏　　ゼ’
一ΣΣΣΣ（q鯉），（ゴ偽’）T（％）α箒・o（伽）㈱α島）め、⑭玩

　撫1ε1一ε214’＝1乏1一乏21鵬＝超m’＝一乏’

　乏1＋乏2　乏1＋乏2　　ε　　4
一Σ　ΣΣΣσ（2’m・），（ゴ’κ’）β（伽），（刎σ（伽），㈹

　ε＝吟一4214’＝1ε1一ε21鵬謬紹皿’＝一ε’

　ε1÷乏2　ε1÷ε2　　8　　ε’
一Σ　ΣΣΣo（ε’m’），（ゴ’島’）δ嫉m’（％）o（乏m），（殉

　伝匿一倒ρ＝1る一剣鵬＝一4認＝一乏’

　　　　　　る十乏2　　乏　　　乏
　　　　一ΣΣΣo（8，ゴ〆）o（8，ゴ）オ観（％）

　　　　　閣ピ1イ21鵠＝イm』一4

となる。dim34＝％＋1であるので、群のユニタリー表現の一般論より、3U（2）上の不変測度d％
が存在して・その測度に関して｛隔鑑認（・）｝が完全正規直交基となる事が分力》る・従って・

（・の　・（名〆）・（鶏ゴ）＝（2ε＋1）乙U（、）オ1繍（u）㌦（％）d鎚

を得る。オ1｝，（％）の具体的な表示が求められれば、ClebscbGordan係数を計算する事が出来る。

ゴ’＝ゴとおくと、

　　　　　　　　　脚2一（2召＋・）差U（2）君1繍u翻4脱

となる。特に、ゴ＝（乏1，一42，乏p42）であるとき、

　　　　　　　0（召1，召2，414、，一42，乏r乏2）

　　　　　　　　一（24＋・）差U（2）孟114略）（一砲）（％）オ復一砲）（　（u）面

によって、σ（召1，42，乏；負，一62，41－42）が決定する。

　以上の計算を実行するためには、不変測度伽を知ることと、オ島（鉱）の表示式を知る必要がある。
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1．7　不変測度

　SU（2）上の不変測度d勉は、3U（2）上の連続関数∫と鞠に対して、

　　　　　乙U（、〉∫（％）d一ゐU（、）ノ（　）d嘱U（、）ノ（一・）d％一乙U（、）∫（瀬

を満たす。また、

　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4％＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　u（2）
を満たす様に正規化する。

　まず、

　　　　　　　　　σ一｛（勃∈碗（⊂）躍≠・｝

なる群を考える。

　　　　　　　　％一（劉∈q…（膿）∈SU（2〉

とすると、

　　　　　　　　　吋薯）・α｛1潔認

となる。

注意1．1［2，p。159］では、誤ってβ’＝βoβ十doβとなっている。

　de施oニ1であるので、σ上の測度4g＝4α面dβ4βは％o∈SU（2）を右から掛ける演算で不

変である。α＝α1＋乞α2，β＝β1＋乞β2とおくと

　　　　　　　　　　　　　　　吻＝44α1dα2dβ14β2

である。

　　　　　　　　　　　α一7c。s旦e禦，β＝唇7sin旦e禦
　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　2

で7，φ，θ，ψを定義する。T＝1のとき、％∈SU（2）であり・φ，θ，ψは⑰のEuler角である・簡

単な計算で、

　　　　　　　　　　　　　　　　一　1　　　　　　　　　　　　dαdσdβ4β＝一㌍3sinθ47｛Zθ4φdψ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
である事が分かる。3U（2）は7＝1で特徴付けられるので、

　　　　　　　鵡U（2）紳一論鷹㍑脚）血θ4θ蜘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1となる。ここで、∫（頭φ，θ，ψ））を単に∫（φ，θ，ψ）を書いた。一は、全測度が1となるように正
規化した定数である．この測度は、構成の方法から右不寮離．3u（2）はコンパクト群である

ので、左不変でもある。従って、

　　　　　　　　　　　　　　　　　1
（1・4）　　　　　　4価＝扉sinθdθdφ4ψ

が求める不変測度である。
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1．8　鑑π（％）の表示式

　g∈5「L（2，⊂）とする。Euler角を用いて、

　　　　　　　　　　　　g（φ，θ，ψ〉＝g（φ，0，0）g（0，θ，0）g（0，0，ψ）

と分解する。これより、

　　　　　　　　乃（g（φ，θ，ψ））＝乃（g（φ，0，0））乃（g（0，θ，0））乃（g（0，0，ψ））

が成り立っ。ここで、

　　　　　　　　　　　　　　9（⑳・）一（甑）

である。§8，3で見たように、〆覗∈鋤に対して、

　　　　　　　　　　　　　乃（9（φ，0，0））〆一π＝ε一乞πφz乏一η

である。ゆえに、

　　　　　　　　　　　　　　塩（9（φ，0，0））＝ε一加φδmη

である。g（0，0，ψ）＝g（ψ，0，0）であるので、

　　　　　　　　　　　　　　塩（9（0，0，ψ））＝ε一乞ηψδmη

も分かる。塩n（g（0，θ，0））を簡単に塩π（θ）と略記する。このとき、

　　　　　　　　　ゼ　　ど
　　　　鑑η（9）一ΣΣ塩（9（φ，0，0））オ1ゴ（θ）むゴπ（9（0，0，ψ））＝e一乞（mφ＋ηψ）塩腸（θ）

　　　　　　　　¢＝一召ゴ＝一乏

となる。

　　　　　　　　　　　　　一〔灘1）

であるので、嬬π（θ）を求める為には、§8．4で得られた式に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ　　　　　　　　θ
　　　　　　　　　　　　　α＝δ誕COS一，β＝ツ＝乞sin一
　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　2

を代入すればよい。その結果、

　　　　　　　　塩η（θ）ギm一π（4一肌）！（ε一π）！C。t　旦

　　　　　　　　　　　　　　　　（乏＋η）！（ε＋π）！　　2

　　　　　　　　　　　　×£（、一ゴ）1辞叢ゴーπ），鵡

　　　　　　　　　　　　　舛皿ax｛m，物｝

を得る。ここで、0＜鈴θ〈πである。この範囲で、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ　　　　　　　　　　c・t墓一（1些ilil）5・sin21一』losθ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10



と表されるので、礁π（θ）はCOSθの関数と考える事が出来る。そこで、

　　　　　　　　　　　　　　　塩η（θ）＝瑞（C・Sθ）

で礁πを定義する。これより、

（1，5）　　　　　　嬬π（9）＝ε一乞（皿φ＋πψ）鴫れ（c・sθ）

となる。

　COSθニZとおくと、

　　　　　　　　瑞＠）一轡厭（嵩）箏

（1，6）

　　　　　　　　　　　　・弁m嘉，（4一ゴ）亀端i毒一π）1（亭）ゴ

となる・
拷）箏を　定める為臓素平面に実軸上の2本の半直線（…一・），（羽・・）

に沿ったカットを入れて考える。

　喘η（g），瑞η（2）の別の表現を求める。喘η（g）は、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ
　　　　　　　　　　　　　乃（9）ψπ（z）＝Σ塩π（9）ψm（の）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝一ε

で定義される。乃（g）の定義より、

　　　　　　　乃（9）砺（の）一論一（α諮鑛乏軌

である。乃（g）ψη（¢）のTaylor展開を考えると、

　　　　　　　　　　　　（乏＋耽）！　　　♂『m
　　　　オ免η（9）一（ε一π）！（4＋η）！（例！d轡｛（α¢ザー聯＋δ）触認＝。

を得る。Ψ＝α（βの＋δ）一1とおく。αδ一β7ニ1に注意すると、

　　　　　　　　　　　　（4＋鵬）！　　　βη覗♂欄
　　　　塩（9）＝（召一π）！（6＋η）1（6一働）！α…㌍｛凸＋1）乏＋丑｝》＝βγ

を得る。

　　　　　　　　　　　　　　　θ　　　　　　　　θ
　　　　　　　　　　α＝δ＝COS一，βニツ＝乞sin一，COSθ＝Z
　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　2
とおく。

　　　　　　　　　　　　一←・8・1）乎一（亭）学，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　れユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れりゆ
　　　　　　　　　研一吼　一m（S血21）↑　一m（寺）丁・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11



　　　　　〆一π葛　　　　　　　　　　　　　dl乏一肌
　　　　　㌍｛凸＋1）4＋η｝μ＝βγ＝炉｛凸＋1）乏＋n｝g3サ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一1）4一η♂一m
　　　　　　　　　　　　　　　　　－24＋呵2乏一m｛（トz）ピーπ（β＋・）6　｝

であるので、

　　　　　　　　　　（一1）8｛％η一糀　　　　（君十彿）！
　　　　　　礁η（z）ニ
　　　　　　　　　　　　2ε　　（4一π）！（4＋π）！（4一鴉）！
（1・7）

　　　　　　　　　　　　　　η＋m　　　　π＿勉〆一7π
　　　　　　　　　　×（1＋z）一「「（1－z）TdZ緬｛（1－2）ε一η（2＋1）伽｝

を得る。

1．9　Clebsch－Gordan係数の計算

　§8，8ぞ求めた嶋η（g）の表示式（1．5）を§8．6で導いた式（1．3）に代入する。§8．7で求めた不変測

度（1．4）を用いると、

　　　　・（鯛俳箒α㌘e一ゑ｛（ゴ＋一＋（〆＋紹一㎡）ψ｝

　　　　　　　　　　　　　　×鴫’（C・Sθ）磯’（C・Sθ）輪’（C・SO）sinθdθ4φ4ψ

　　　　　　　　　　一（2召＋1）δ（ゴ＋1）mδ（デ　）認鍋（灘）礁（の）瑞（の）dの

となる。従って、ゴ＋ん＝鵬，ゴ’＋為’＝肌ノ以外の場合は、Clebsch－Gordan係数は0である。そ乙

で、以後は、

　　　　　　　　ε＝（ピ、，ピ2，ピ），ゴ＝（ゴ，南，ゴ＋ん），ゴ’＝（ゴ’，ゐ’，〆＋ゐ’）

とし、

（・局　・（鶏プ）・（名ゴ）一2乏穿1加（コ膠）礁（の）瑞　　）（の）吻

の計算をもっぱら考える。

　ゴ’＝41，溌’二乏2の場合を考える。（1．6）より、

　　　　　　　　　　　乞ε・一ゴ　　（2召、）！　　　廻　　弛
　　　　　　　聯）一7（41一ゴ）！（61＋ゴ）！（1－」・）2（1＋の）2・

　　　　　　　騙（記）一餐（乏、＋篶諺一ん）！（・一ω）竿（・　）写

である。また、（1．7）より

　　　　　　　　　　乞一ゴー為一乏・＋乏2＋2乏　　　（召＋ゴ＋髭）！
　　瑞殉（8・一乏2）（の）一　2’　（ぞ一ゴ｛礎＋41一！2）1（ど一41＋42）1

　　　　　×（トの）準（・＋の）翠農轟｛（・一の）飴＋亀（・＋の）乏＋ε・一舛
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となる。これらを（L8）に代入して、

　　　　0（61，42，ε1召1，一62，6rぞ2）0（41，42，4；ゴ，充，ゴ＋為）

　　　　　（一1）｝ゑ＋ε・＋た（2ぞ＋1）

　　　　　　　　2乏＋ε1＋乏2＋1

　　　　　×　　　　　　　（召、一ゴ）！（ぞ、＋ゴ）！（召2一ゐ）！（ε2＋ゐ）1（4一ゴー喬）1（4＋4・一42）！（4－4・＋42）！

　　　　　×ム（・一の）葛一ゴ（・†の）婦嘉轟｛（・一¢）ε一晒（・＋の）4＋嫡｝面

を得る。

　ゴ＝亀，為＝一42とおく。部分積分により、

　　　　　10（4、，乏2，蝸，一乏2，乏工一召2）12

　　　　　　　　（一1）｝乏＋ゑ・一42（26＋1）

　　　　　　　2乏÷ε・＋研1（4－4、＋42〉！

　　　　　　　×君（・　）2亀di灘｛（・一¢）乏一　（・　）ゑ　亀擁

　　　　　　一2乏＋る＋砲＋、（1誓綴、＋乏、一4）！君（・　）2＆（・一¢）鞠コ慶

　　　　　　　　　　（2ε＋1）（2召・）！（2乏2）！

　　　　　　　（41＋乏2イ〉！（召1＋乏2＋君＋1）！

が得られる。（1．2）の下で、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26＋1）（26・）！（262）！
（L10）　　　0（4・，42，召1召、，一召2，乏r42）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（乏1＋召2一乏）！（ぞ1÷ぞ2＋4＋1）！

となる。

　これを（1。9）に代入すると、0（41，42，41ゴ，ゐ，ゴ＋ん）は実数である事が分かり、

　　　　0（6・，62，幻，ゐ，ゴ＋鳶）

　　　　　　（一1）一群41＋κ

　　　　　　2ε＋ε1＋ε2＋1

（1。11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　（24、）！（2召2）！（乏＋ゴ＋為）！
（L9）

　　　　　　　　　　　　（26＋1）（4＋ゴ＋ゐ）i（ε1＋42－4）！（乏1÷乏2＋4＋！）！
×
　　（召1一ゴ）1（ピ1＋ゴ）！（42一ん）！（42＋喬）！（召一ゴーえ）！（4＋61－42）！（4一召1＋42）！

×尤（・一の）ε・一ゴ（・＋¢）鰍嘉慕｛（・一の）晦亀（・＋z）鍋「砲｝⑳
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となる。4一ゴーゐ回部分積分をして、Leibniz則を用いると、

　　　　0（4・，乏2，乏；ゴ，為，ゴ＋k）

　　　　　一（一・）乏ユーゴ（2ε＋1）（召＋ゴ＋為）！（4＋発）！（乏・一ゴ）！（ぞ2｝κ）！（婦2一ぞ）！

（1ユ2）　　　　　（4・＋ゴ）1（42＋ゐ）！（4＋召r召2）！（ε一乏・÷召2）！（召・＋乏2＋召＋1）！

　　　　　　　　　1V1　　　　　　　×蕊5！（時些）1（皇諸弩（弩1謬謂＋。）！

を得る。ここで、

　　　　　　　　　M・＝max｛0，乏一42一ゴ｝，1V、＝血n｛4一ゴ議，乏・一ゴ｝

である。

　・P6・＋κ）（4、＿乏、）（灘）＝・P＆、超、）（升鳶）（コp）を用いて・（1・8）から（1・11）一（L12）を導いた計算と同様な

計算を行うと、

　　　　0（41，ε2，召1ゴ，為，ゴ＋ん）

　　　　　　（一1）一乏＋ε・輔

　　　　　　2ε÷ε1→・乏2＋1

（L13）

　　　　　　　　　　　（24＋1）（召＋ε、一42）！（41＋42－4）！（召1＋42＋4＋！）！

（1ユ4）

×
　　（6・一ゴ）！（4、＋ゴ）！（42一ん）！（乏2締）！（4”＋為）1（4一ゴーκ）！（ぞ一4・＋42）！

x君（・一∬）納・＋忽）あ一暢装轟｛（・一¢）鰍（・＋湿）酬｝伽

0（召1，42，幻，ん，ゴ＋ん）

　＝（一1）ぞ＋ε・柄Vて一

　　　　（乏1＋ε2－4）！（召一61＋ぞ2）！（4＋ぞ1－62）！
X
　　（41＋42＋4＋ユ）！（ε1一ン）！（41＋ゴ）！（ε2一ゐ）！（乏2＋ゐ）！

　N2　　（一1）s（4＋ぞ2一ゴー5）！（4、＋ゴ＋6）！
X蕊・（4ナ同！（4一召・＋乏2一蜘2＋ゴ＋嗣！

が得られる。ここで、

　　　　　　偽＝max｛0，乏2一召1一ゴーκ｝，1V2＝mi且｛乏一ゴーん，召紹・＋ε2｝

である。

　（1．8）において〆＝61，ゐ’＝42としても、0（41，ε2，41ブ，為，ゴ＋乃）の表示が求められる。その為に
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は、（L6）において窺＝ゴ＋為，％＝41一あとおく。その結果は、

　　　　0（41，ぞ2，ぞ；ゴ，ゐ，ゴ＋ゐ）

（2召＋1）（4＋ブ）！（4一トゐ）！（4－4・＋ぞ2）！（乏・＋42一召）！（2・＋乏2＋4＋1）！

（1．15）　　　　　（ぞエーゴ）！（42＋為）！（42摘）1（6＋ゴ柄）！（4＋4エー42）！

　　　　　　　　　4　　（一1）婦一5（4＋5）！（召2＋8一ゴ）！
　　　　　　　×5景（乏一5）！（8＋ゐ）1（5一ε、＋ε2）！（4、＋ε2＋5＋・）！

である。ここで、

　　　　　　　　　　　　　　　1V3＝max｛ゴ＋κ，乏1一乏2｝

である。

1．10　対称性

　（1，13）において、フを一ゴに、乃を一ゐに、詔を一穿に置き換えると、

（1．16〉　　0（2、，42，幻，海，ゴ＋ん）＝（一1）乏一乏・一乏20（4、，ぞ2，召；り，一ん，一ゴー為）

を得る。

　（1．11）において、（41，ゴ）と（42，為）を交換し、コp＝一穿と置くと、

（L17）　　　σ（召、，42，ε1ゴ，κ，ゴ＋κ）＝（一1）乏一乏・一420（ε2，4、，継，ゴ，ゴ＋発）

が得られる。

　（L11）において、

　　　　　　　　　　81一解る＋ゴ’＋為’，42－4i＋4るイ｝ゐ’，

　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　ゴ＝4i一ら＋ア『為’，ゐ＝4一偽一ゴ’＋発’

　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　2
と置くと、

（…8）　　σ（乏・・乏2，嬬ゴ＋κ）一σ（～・・ぞ2・乏I」・蕎！・一62）

を得る。ここで、

　　　　　　　　　　　一　41＋ε2＋ゴ＋ゐ　一　61＋亀一ゴー鳶
　　　　　　　　　　　41＝　　　　　，42＝　　　　　，
　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　一　ぞ1イ2＋ゴーκ　一　乏1－22一ゴ＋ゐ
　　　　　　　　　　　ゴ＝　　　　　　，ん＝　　　　　　，
　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　2
である。

　（1ユ1）を4一ゴーκ回部分積分し、

　　　　　　　　　　41一配iぞ，乏2－4’璃擢，4鴫，
　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　ゴ＝ぞノー4柄ノ＋ノ，裕＝ピ’一4一κ’＿ノ

　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　2
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と置くと、

　　　　　　　・（等充・6＋皇＋ん・ぞ2；召1－1一ゐ＋あ41－1一ん一μ・‘4

（1ユ9）

　　　　　　　　＋・）喚一傷薯σ（4・／2，乏1あ刷

が得られる。

　（1。18）と（L19）を組み合わせると、

（・鋤　・（ε麟圃＋・）亀一ゴ鷹・（4・謝一ゴー尾一ん）

となる．この関係式と（・．・6），（五・7）より、

　　　　　　・（聯；脚＋為）一（一・）ε一＆一V嘉・（卿・；瓦一ブー駕一ゴ）

（・鋤　　　一（一・）召　橿幕・（鍋・乏2；一槻一ゐ）

　　　　　　　　　　　　　　　　一（一・）碗＋髭儒・（偽召・1一ゴー駕駕一ゴ）

なる対称性が齢これをw蜘…号（嘉調を一

（L22）σ（乱一＋為）＋・岬痂（笠｝ゴ生ゐ）

で表す。すなわち、Wignerの3ゴ記号は、

　　　　　　（嘉島島）一（一・）“…豪・（九鳩町町一鞠）

で定義される。これは、1，2，3の巡回置換に対し不変であり、互換及び全てのmの符号の逆転に

対し、（一1）ゴ・÷ゴ2＋ゴ3だけ符号を替える。

1．11　差分版Rodriguesの公式

　α∈⊂に対し、
　　　　　　　　　　　　　　　　　α（π）＝　「（α＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（α一π＋1）

とおく。また、αに関する差分作用素△。を

　　　　　　　　　　　　　　　　△α∫（α）＝∫（α＋1）一∫（α）

で定義する。このとき、

　　　　　　　　　　　　　　　　　△αα（れ）＝πα（η一1），
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　　　　　　　　　　　蜘一藁醤！∫岡

が成立する。差分作用素ムゴを用いると、（1．12）は、

　　　　0（4、，42，幻，為，ゴ＋ん）

　　　　　一（一・）乏・一ε＋κ　　（26＋1）（ε÷ゴ＋κ）！（解2一ぞ）！

（123）　　　　　　（4一ゴーゐ）！（ε＋41一乏2）！（召一21＋ε2〉！（ぞ＋81＋乏2＋1）！

　　　　　　　×癬△州ll葺繹1≡lil｝

と書き表される。これは・Rod』riguesの公式（L7）の差分版である・実際」＋ん二矯，召1一ε2＝π

と置くと、（1．23）は、

　　　　　（一・）4・鰍σ（41，42，41ブ，瓦琳）（4＋ぞ・＋召2÷1）！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24＋1）（41＋召2－4）！
（124）

　　　　　一馬漂△野像1糊
となる。一方、（1。7）は、

　　　　　（一1）ゑ一甲一れ2鳳見（z）

（L25）

となる。

1．12　差分方程式

瑞れ（β）は、微分方程式

（圃農｛（・一z2）d亀窪（z）｝一肌2＋芒チm　瑞（z）一一御）瑞＠）

を満たす。従って、Clebsch－Gordan係数はこれに対応した差分方程式を満たすはずである。これ

を求める。以後、

　　　　　　o（4、，乏2，乏1ゴ，κ，ゴ＋ゐ）＝σ（ゴ，為），一＝R（P，9）

と略記する。

ClebscbGordan係数の定義は、

　　　　　　　　　　　　　　　　ε1十ε2
　　　　　　　　　　　　∫ゴ⑭んFΣo（ゴ，充）α∫＋κ

　　　　　　　　　　　　　　　　ε＝14ユー乏21
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である。

　　　　　　　　　　　　・一姻一〔騎）・一

とし、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　41十召2
　　　　　　　　　乃、（9（孟））∫ゴ叫、（9（カ））んκ一Σ0（ゴ，ん）T（9（オ））α1＋κ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乏＝1ε1一乏21

を諺で微分してオ＝0とおく。（L1）と

　　　　　　　　　　　　　　　∫ゴー論・

より、

　　　　　　　　d　　　　　　　一（41＋ゴ）♂・一ゴ÷1十（41一ゴ）〆・一ゴー1
　　　　　　　　厩乃・（9（孟））∫ゴ、＝。＝　2＿

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　＝喜（一R（ぞ・・ゴー1）∫ゴー・＋R（乏・の∫ゴ＋・）

となる。同様に、

　　　　　　　　d　　　　　　　　　1
　　　　　　　　評2（9（孟））ん尭＝を（一R（42・為一1）幅＋R（42・為）幅）

　　　　　　　　　　　　　　亡＝0

　　　　　　　　4　　　　4　　　1　　　　　　　　誘丁（9（オ））αmむ＝。＝｝（一R（ε・m－1）αm一・＋R（4窩）α　・）

となる。従って、

　　　　　　1　　　　　　巨（一R（召・・ゴー1）∫ゴー・＋R（4・・ゴ）∫ゴ＋・）⑭飯

　　　　　　　　　　1（・．27）　　＋弟⑭（一R（躰一1）んゐ一工＋R（42・為）幅）

　　　　　　　　ε1十ε2
　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　一Σ喜σ（ゴ・ん）（一R（幻＋κ一・）∫ゴ＋胴＋R（乏・ゴ＋κ）∫ゴ＋㌃＋・）

　　　　　　　　倒ε1一ε2i

を難

　　　　　　　　　　　　朔一麟）一

に対して同様の計算を行う。

　　　　　　π（ω（オ））拠（物S血1＋C・sl）匂軌（のC・sl＋乞sinl）い

であるので、
　　　　　　　d　　　　4＿η　　＿（乏＊十η）乞乏．＿η＋1　（乏宰一η）琶ε．＿π＿1
　　　　　　　一乃．（ω（オ））の寧　　　一　　　　の　　　十　　　　の
　　　　　　　dオ　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　カ＝0
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となる。これより、

　　　　　　　　　4　　　　　　　　（61十ゴ）¢〆1一升1十（ぞ1一ゴ）吻21一ゴー工
　　　　　　　　厩乃・（ω（オ））∫ゴ、＝。＝　2嗣翻

　　　　　　　　　　　　　　　　号（R（召・，ゴー1）∫ゴー・＋確・・ゴ）∫ゴ＋・）

となる。同様に、

　　　　　　　　　d　　　　　　　　　　乞
　　　　　　　　誰2（9（オ））編二百（R（62，ゐ一1）幅＋R（鯛飯＋・）

　　　　　　　　　　　　　　カ＝0

　　　　　　　　　4　　　　ε　　　茗
　　　　　　　　誘IT（9（オ））α勉　＝葛（R（ε・鵠一1）αm－1＋R（乏，吼）α鵠＋1）

　　　　　　　　　　　　　　古翠0
となる。従って、

　　　　　　琶　　　　　　5（R（4・・ゴー1）ち一1＋R（ε1・ゴ）∫ゴ＋1）⑭飯

　　　　　　　　　　琶
（・．28）　　＋ダゴ⑭（R（乏2・ゐ一1）飯一・＋R（鯛んκ＋・）

　　　　　　　一讐1・（淵輪＋胴）αゴ柄一、＋R（4ゴ殉砺＋κ＋、）

　　　　　　　　乏屋1乏1一乏21

を得る。

　（128）を冠倍して、（L27）に加えると、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　るナゼ　
（1・29）　R（乏・，ゴ）ノゴ＋、⑭h髭＋R（42，為）∫ゴ⑭hκ＋・一ΣR（召，ゴ＋κ）0（ゴ，為）α1＋角＋、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乏＝に1一乏21

となる。左辺は、

　　　　　　　　ゼユナゼ　
　　　　　　　　　Σ｛R（4・，ゴ）σ（ゴ＋・，ゐ）＋R（42，ん）0（ゴ，κ＋1）｝α1＋鳶＋、

　　　　　　　　ε判41一ε2『

である。ゆえに、

（1．30）　　　R（6，ゴ＋為）0（ゴ，発〉ニR（4、，ゴ）0（ゴ＋1，発）＋R（42，κ）0（ゴ，ん＋1）

を得る。

　（1．28）を冠倍して、その結果より（1．27）を減すると、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞユナゼ　
　　R（4・，ゴー・）ち一、鴎＋R（42，ゐ一1）ノゴ鱗一・一ΣE（4，ゴ＋ん一・）0（ゴ，為）α1＋ん一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乏＝1乏1－421

となる。左辺は、

　　　　　　　ぞユナゼ　
　　　　　　　Σ｛R（4・，ゴー・）σ（ゴー1，ゐ）＋R（ε2，ん一・）0（ゴ，κ一1）｝α1＋κ一1

　　　　　　飼21一乏21
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である。ゆえに、

（1，31）　　R（ぞ，ゴ＋ん一1）0（ゴ，ん）＝R（4、，ゴー1）0（ブー1，ん）÷R（ぞ2，ん一1）σ（ゴ，卜1）

を得る。

　（1．29）の両辺に一丁（g（君））一信丁（ω（君））」oを作用させると、

　　　　　　　R（乏・，ゴ）｛R（4・，ゴ）∫ゴ⑭爆＋R（42，κ一1）∫ゴ＋、⑭飯一・｝

　　　　　　　　　＋R（42，乃）｛R（4・，ゴー1）∫ゴー、⑭んκ＋・＋R（ぞ2，乃）ノゴ⑭喝

　　　　　　　　　　ε1十乏2
　　　　　　　　一ΣR（召，ゴ＋ゐ）20（ゴ，乃）α舞

　　　　　　　　　倒乏1一乏21

となる。左辺は、

　　　　　ピュナぞ　
　　　　　Σ｛（R（召・，ゴ）2＋R（ε2，発）2）0（ゴ，ん）＋R（召・，ゴ）R（召2，ゐ一1）0（ゴ＋・・ゐ一・）

　　　　倒乏1イ21

　　　　　　　　＋R（ε・，ゴー1）R（42，為）0（ゴー1，軒1）｝α知

である。従って、Clebsch－Gordan係数は差分方程式

　　　（R（4・，ゴ）2＋R（召2，ゐ）2－R（召，ゴ＋ゐ）2）σ（ゴ，為）

（1．32）

　　　　＋R（乏・，ゴ）R（召2，ん一1）0（ゴ＋1，ゐ一1） ＋R（ε・，ゴー1）R（42・為）0（ゴー1，κ＋1）＝0

を満たす事が分かる。

　（1．31）より、

　　　　　　R（召2，ん一1）0（ゴ＋1，ゐ一1）＝R（乏，ゴ＋ゐ）0（ゴ＋1，ゐ）一R（4・，ゴ）σ（ゴ，為）

となる。（L30）より、

　　　　　R（42，ん）0（ゴー1，為＋1）＝R（ε，ゴ＋ゐ一1）0（ゴー1，κ）一R（乏・，ゴー1）0（ゴ，為）

となる。これらを（L32）に代入すると、

　　　　｛一R（4、，ゴー1）2＋R（42，ゐ）2－R（召，ゴ＋ゐ）2｝0（ゴ，為）

　　　　　十R（ぞ1，ゴ）R（召，フ十為）σ（ゴ十1，為）十R（召1，ゴー1）R（召，ゴ十鳶一1）0（ゴー1，ゐ）＝0

となる。

　　　　　　　　　　D（ゴ，κ）＝R（4⊥，ゴ）0（ゴ十1，ゐ）一R（乏，ゴ十為〉0（ゴ，為）

とおくと、差分方程式は、

（1．33）　　R（召，ゴ＋ん）P（ゴ，κ）一R（召、，ゴー1）P（ゴー1，κ〉＝一R（62，κ）20（ゴ，為）

となる。
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　（1．30）より、

　　　　　R（乏、，ゴ）0（ゴ＋1，卜1）＝．R（乏，ゴ＋卜1）0（ゴ，ん一1）一R（42，ト1〉0（ゴ，鳶）

となる。（1．31）より、

　　　　　　R（4、，ブー1）σ（ゴー1，ゐ＋1）＝R（4，ゴ＋ん）σ（ゴ，軒1）一R（62，え）0（ブ，ゐ）

となる。これらを（L32）に代入すると、

　　　　｛R（4、，ゴ）2－R（乏2，ゐ一1）2－R（4，ゴ＋ゐ）2｝σ（ゴ，為）

　　　　　＋R（乏2，ト1）R（4，ゴ＋ゐ一1）σ（ゴ，卜1）＋R（42，為）R（乏，ゴ＋為）0（ゴ，ん＋1）＝0

となる。

　　　　　　　　　　E（ゴ，島）＝R（召2，ん）0（ゴ，鳶＋1）一R（乏，ゴ＋ゐ）0（ゴ，為）

とおくと、差分方程式は、

（1．34）　　R（召，ゴ締）E（ゴ，ゐ）～R（乏2，ゐ一1）E（ン，発一1）＝一R（4ユ，ゴ）2σ（ゴ，為）

となる。

注意1。2［11において、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（4一ゴ）！4
　　　　　　　　　　　　　　　　　姦「乏＋ゴ）！五2

なる量がHelfrich曲面の安定性の議論で現れた。ここで、4は、

　　　　　　　　　　　　　　　A砿島（¢）（壇（の））2面

で定義される量で、Clebsch－Gordan係数（の定数倍）である。姦は、差分化されたLegendreの

方程式

（・・35）　　　ムゴ（R（乏，ゴ）2ムゴ姦）一一R（名・）2姦＋⊥

を満たす。実際、

　　　　　　　　　　　　　　　壇＠）一乞〉響曝）

であるので、Clebsch－Gordan係数を用いれば、

　　　　　　　　　　　Al－2（乏＋ゴ）！o（鴇鍔撃4傭），

　　　　　　　　　　　　　　　　姦一2σ（4脚・ゴ・ゴ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　0（4，召，召10，0，0）

となる。従って、0（6，召，乏10，ゴ，ゴ）が差分化されたLegendre方程式（1、35）を満たす事を確かめれ

ばよい。0（乏，ε，ε；0，ゴ，ゴ）は、41・＝乏2＝4としたときのσ（0，ゴ）である。（1，34）において、これら

のパラメータ庫を代入したものが・（L35）である。
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　 直接の計算で、

　　R（ε、，ゴ）2＋R（42，乃）2－R（4，ゴ＋為）2＝R（召、，ゴー1）2＋R（42，卜1）2－R（4，ゴ＋尭一1）2

が成立する事が分かる。これを（L32）に代入すると、

　　　（R（4・，ゴー1）2＋R（召2，ゐ一1）2－R（6，ゴ＋卜1）2）σ（ゴ，ゐ）

（1．36）

　　　　＋R（召、，のR（42，為一1）σ（ゴ＋1，ゐ一1）＋R（乏・，ゴー1）R（42，ゐ）0（ゴー1，ん＋1）＝0

となる。（1．32）より（1。33），（1．34）を導いた方法と同様の計算をすると、差分方程式

（1．37）　R（4、，ゴ）か（ゴ，為）一R（ε，ゴ柄一1）か（ブー1，焉）＝一R（乏2，κ一1）2σ（ゴ，ん），

（1．38）　R（召2，ん）E（ゴ，ん）一R（召，ゴ＋ト1）か（ゴ，κ一1）＝一R（ぞ、，ゴー1）2σ（ゴ，κ）

が得られる。ここで、

　　　　　　　　　　D（ゴ，ん）＝R（4，ゴ十発）σ（ゴ十1，為）一R（乏1，ゴ）σ（ゴ，為），

　　　　　　　　　　E（ゴ，為）＝R（乏，ゴ＋発）σ（ゴ＋1，為）一R（召2，為）0（ゴ，κ）

である。

　（1．33），（1．34），（1．36），（1．37）は・（1．26）の差分版であるのだが・対応が見難いので・書き直して

みる。

（・鋤　璃傷β）（～）一277！（1壬輩1＋2）β諾｛（・一z）α＋7（・　）β＋7｝

とおく。これはJacobiの多項式で、礁孔（z）を用いると、

（・鋤　塔傷β）（z）一2　一m（髪≡需li鶴，鵠藷π（z）

と表される。ここで、

（1．41）　　　　　　αニm一η，β＝m＋π，7＝4一彿

である。Jacobiの多項式は、微分方程式

（・憩一z2）d2 ）（2）＋｛β一α一（　β＋2）2｝喋）（z）＋7（α＋β＋ツ＋・卿一・

を満たす。これは（1．26）と同値である。

　　　　　　　　　　　　　　　撃髭η（z）＝巧嬬物，耐π）（z）

とおくと、

（・鋤（・一22）d2 芽（z）＋2｛π一（鵠＋・）2｝4撃 （z）＋R（伽）2撃髭π（之〉一・

となる。そこで、

　　　　　　　¢編（ゴ）一2、睾告），lli葦1鵠△1－m僻1糊
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とおく。差分版Rodoriguesの公式（1．24）より、

　　　　　　　　　（一1）乏1一ゴ　　　（41一π十1）！
　　　　臨物（ゴ）＝
　　　　　　　　　　2乏噸　（2召＋1）（乏、一乏一η）！

　　　　　　　　　　　　　（4一η）！（召柳）！（乏、一ゴ）（η一m）
　　　　　　　　　　×（ぞ一鵬）！（緬川乏1＋ゴ）（η　）σ（4・・4・一π・4；」・耐・㎜）

である。42＝41一πと置くと、

　　　　　　　　（召⊥一ゴ）（π一π↓）＝（ぞ1一ゴ）（61一ゴー1）…（61一ゴーη十臓十1〉

　　　　　　　　　　　　　　　　（61一ゴ）（亀一ゴー1）（πハm）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ1一ゴーη＋鵬

　　　　　　　　　　　　　　　（41一ゴ）（召1一ゴー1）（η一m）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　42＋四一ゴ　　　｝

　　　　　　　　（乏1十ゴ）（π÷π乞）＝（召1一←ゴ）（41十ゴー1）…（乏1十ゴーπ一ηあ十1）

　　　　　　　　　　　　　　　（ぞ、＋ゴ＋1）（η＋肌）（乏、＋ゴーπ一吼＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乏1＋ゴ＋1

　　　　　　　　　　　　　　　（乏、＋ゴ＋1）（叶m）（42一鵬＋ゴ＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　召1＋ゴ＋1

であるので、

　　　　　　　（乏、一ゴ）（η一m）（召、一ゴー1）（η一肌）　（乏、一ゴ）（ε、＋ゴ＋1）

　　　　　　　（乏、＋ゴ）（η＋矯）　（召、＋ゴ＋1）（η＋m）（召2＋鵬一ゴ）（ぞ2一肌”＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　（召、一ゴー1）（η一m）　R（乏、，ゴ）2

（4・＋ゴ＋1）（叶m）3（42，m一ゴー1）2

となる。また、

（41一ゴ）（η一肌）＝（召1一ゴ）（乏1一ゴー1）…（召1一ゴーη十鵬十1）

　　　　　　　（41一ゴ）（ε1一∫一1）・・（乏1一ゴーπ十7π）

　　　　　　　　　　　　　41一ゴーπ十η乞

　　　　　　　（ε、一ゴ）（鳴一m＋1）

　　　　　　　　乏2＋鵬一ゴ　’

（ぞ、＋ゴ）（π轍）＝（召、＋ゴ）（ε、＋ゴー1）…（乏、＋ゴーη一鵬＋1）

　　　　　　＝（4、＋ゴ）（π＋凪）（4、＋ゴーπ一魁1）

　　　　　　ニ（4、＋ゴ）（叶m－1〉（乏2一吼＋ゴ＋1）
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であるので、

　　　　　　　　　　　　　　　　（ぞ1一ブ）（π『m＋1）　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　（乏、＋ゴ）（叶m－1）R（乏2，鵬づ一1）2

となる。従って、

　　　（4、一ゴー1）（η一m〉R（42，肌一ゴー1）2（4、一ゴ）（π一鵠）　1　（4、一ゴ）（”＋1）

　　　（召、＋ゴ＋1）（π＋肌）　・R（4、，ゴ）2　（ε、＋ゴ）（脆＋m）R（4、，ゴ）2（6、＋ゴ〉（物＋m－1）

を得る。これを用いると、

　　　　　　　　　　晦）・1綜1牒1△1一飢｛鴇睾1糊

　　　　　　　　　　　一綾葦1醤芸1△野｛lll睾1鍔｝，

　　　　　　　　　R（4・・鵬＋・）・綱il≡霧△多一m｛綱i鶉｝

　　　　　　　　　　一綾葦1牒；1△細｛lll甥ll；舞

　　　　　　　　　　　　　　　　（一1）’覗
が得られる。辺々の差をとって、　　　　　　を乗ずると、
　　　　　　　　　　　　　　　2乏｛叩一勉）l

　　　　　R（6、，ゴ）2¢権η（ゴ＋1）ヨ（62，恥ゴー1）2臨（ゴ）

　　　　　　一2，≦誹1鴇），綾…鍔；ll△1－m＋・｛1篶縄｝

（1．44）

　　　　　　一（一欝11茎（謡チ1）器講ll≡窓△1　・｛ll甥纂；舞

　　　　　　一一2（4覗＋1）¢御一、）η（ゴ）

灘
（・絢　R（駒一・）紹主1絡R（ε・・∫）糖lil⊇ll
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　　　　　　　　（ε、＋ゴ）（η＋m）　（乏ユ＋ゴ）（篇＋m－1）（62＋鵬一ゴ）（42一鵬＋ゴ＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　（乏1一ゴ）（η一m＋1）



の差分を計算する。左辺のp階差分は、

　　　　　　　　　　　ムヲ｛晦ゴー・〉2維撃1糊

　　　　　　　　　　　　＝聯一ゴーP一・）2△燕1些鍔笥

　　　　　　　　　　　　　　一2P（ゴー召＋P）△雪一1｛1篶書鍔｝

　　　　　　　　　　　　　　」P（P一・）△雪一2｛lli書鍔i識

となる。これを帰納法で示す。p＝0φときは正しい。pのとき正しいとする。積の差分公式

　　　　　　　　　　　ムゴ（∫（プ）9（プ））＝ノ（ゴ＋1）ムゴ9（ゴ）＋9（ゴ）ムゴ！（ブ）

を用いて、

　　　　　　　　△9＋・｛E（召2・8＋・）・綾主1書鵠｝

　　　　　　　　　一R（乏・・乏一ゴーP－2）2△9＋・｛ll蝦糊

　　　　　　　　　　　＋（ムゴ脚一ゴーP一・）2）△雪｛紹些鍔｝

　　　　　　　　　　　一助（ゴー召＋P＋1）鰐｛綾睾li塞；1｝

　　　　　　　　　　　一助（ムゴ（H＋P））ムヲー・｛器1主鍔塞；ll｝

　　　　　　　　　　　一P（P一・）鰐一・｛ll鍔些聲il；ll｝

となる。ここで、

　　　　　　　　　　　ムゴR（42，4一ゴーP－1）2＝一2（ゴー召＋P÷1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　ムゴ（ゴーε十P）＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　25



であるので、

　　　　　　　　　　△9＋1｛聯ゴー・馨1睾ll｝

　　　　　　　　　　　一R（4・・乏一ゴーP－2）2△雪＋1｛1綜鵠｝

　　　　　　　　　　　　　　一2ψ＋・）勧P＋・〉ムヲ｛絵さ1書糊

　　　　　　　　　　　　　　一ρψ＋1）△9－1｛繹鍔ll；ll｝

となる。また、（L45）の右辺のp階差分は、

　　　　　ムヲ｛晦）糖ll慕ll｝

　　　　　　　一R（召・・ゴ＋P）・△9｛隅1笥

　　　　　　　　　一2Pσ＋P）△9一・｛i篶嶺；ll｝一P（P一・）△9－2｛綾葺1笥

となる。実臨oのときは正しい。Pのとき しいとして’

　　　△卸1｛脚糖1農；ll｝

　　　　　一ムゴR（4・・ゴ＋P＋1）2ムヲ＋・｛1綜；ll｝

　　　　　　　＋（ムゴR（召・・ゴ＋P）・）△雪｛51芒1糊

　　　　　　　一2P（ゴ＋P＋・）△雪｛1霧il杢ll｝一2P△雪一1｛1綜；舞

　　　　　　　一Pψ一・）△9－1｛器1甥1嚢1｝

　　　　一R（召・・ゴ＋P＋・）・ムヨ＋・｛ill些1糊

　　　　　　　一2ψ＋・）伽＋1）△馨llll；ll｝一P（ρ＋1）ムヲー1｛lll書1糊
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となる。従って、（1。45）の両辺を6一働＋1回差分をとると、

　　　　　　　　R（ε・・吼＋2）・△1一一・｛ll幽縄｝

　　　　　　　　　一2（召一　・）（飾＋・）△1－m｛絵睾1糊

　　　　　　　　　一（召一鴉＋・）（召一m）△1－m一・｛ill睾1鍔｝

　　　　　　　　　　一R（晦＋ゴ＋・）・鰐一m＋・／ll芸鍔｝

　　　　　　　　　　　　一2（ぞ一圃（ゴー＋・）△1一櫓些鰐／

　　　　　　　　　　　一（レ鵬＋・）（2一肌）△1一肌一・｛ll芒1鍔／

となる．両辺に　（一・勉＋1（4・一ゴ）（π一　1）を掛ける．

　　　　　　　2働＋1（召一m＋1）！（乏、＋ゴ）（π柳一1）

　　　　　　（灸一ゴ）（π一m＋1）　　　R（ε1，ゴ）2　　（41一ゴー1）（η一m＋1）

　　　　　　（負÷ゴ）（叶嗣）』R（22，η一ゴー2）2（乏、＋ゴ＋1）（れ＋m一工）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（乏、一ゴー1）（覧～m）
　　　　　　　　　　　　　　＝R（召・，ゴ）（乏1＋ゴ＋1）（η柳）

　　　　　　　　　　　　　　一R（4・，ゴ）2R（42・叶・）・i綜1器≡1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（4、一ゴ）（η一m）
　　　　　　　　　　　　　　＝．R（42，隅一ゴー1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41十ゴ）（脆＋m）

　　　　　　　　　　　　　　一R（乏　＋・）2R（乏・・m一ゴ）鶴欝≡ll

に注意すると、

　　　R（4↓，ゴ）2¢1網）祝（ゴ＋1）＋（ゴー観＋1）R（4・，ゴ）2鴫η（ゴ＋1）

　　　　　　1　　　　　－zR（4⊥・ゴ）2R（乏2・窩一ゴー・）2¢1　・）π（ゴ＋・）

　　　　一R（召・，召覗＋ゴ＋1）2¢1個）η（ゴ）＋（ゴ＋2一鍛＋1）R（召2，鴉一ゴー1）2臨π（ゴ）

　　　　　　1　　　　　rzR（ε2・肌＋1）2R（42・m一ゴ）2¢1　・）π（ゴ）
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となる。ここで、（L44）を用いると、

　　　　　（ゴー斜1）R（召、，ゴ）2鴫π（ゴ＋1）一（ゴ＋ε一m＋1）R（42，椛一ゴー1）2¢髭η（ゴ）

　　　　　　＝（ゴ覗＋1）｛R（召・，ゴ）2鴫π（ゴ＋1）一R（乏2，肌一ゴー1）2¢段η（ゴ）｝

　　　　　　　　一4R（42，鵬一ゴー1）2¢乳π（ゴ）

　　　　　　＝一2（ブー鵠＋1）（4一魁ヱ）喘一、）η（ブ）一4E（！2，彿ガーヱ）2鴫π（ブ），

　　　　　R（4・，ゴ）2¢lm＋、）π（ゴ＋1）一R（ぞ2，㎜一ゴ）2¢lm＋⊥）π（ゴ）ニー2（召覗）鴫η（ゴ）

である。ゆえに、

　　　　　0－R（4・，ゴ）2¢編一、）鴨（ゴ＋1）

　　　　　　　　一｛2（ゴー肌＋1）（ε一鵠＋1）＋R（4・，召覗＋ゴ＋1）2｝¢1㎜一、）η（ゴ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一互｛2ε一（4一勉）｝R（乏2・吼一ゴー・）2¢島π（ゴ）

　　　　　　〒R（4・，ゴ）2¢lm一・）π（ゴ＋・）一｛R（ぞ・・ゴ）2－R（師一・）2｝¢1鵬一・）π（ゴ）

　　　　　　　　　ヱ　　　　　　　　ー芽（ε＋徊）R（42・m一ゴー・）2鴫れ（ゴ）

　　　　　　一R（乏・，ゴ）2ムゴ¢1鵠一、）れ（ゴ）＋R（伽一・）2¢翫一1）η（ゴ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一互（4柳）R（ε2・鵬一ゴー・）2¢島η（ゴ）

が成り立つ。よって、

　　　　　　　　　　R（4・，ゴ）2ムゴ¢編一1）π（ゴ）＋R（6，m一・）2¢翫一1）π（ゴ）

（L46）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一百（ピ＋鵬）R（ピ2・隅一ゴーヱ）補鴨（の

となる。

　（1．44）と（1。46）より、

　　　（E（4エ，ブ）2ムゴ＋E（4，窺一1）2）｛E（！ヱ，ブ）2鴫η（升ユ）一E（42，㎜一ブー⇒2略ηω｝

　　　　＝一R（乏，ル1）2R（乏2，鵬一ゴー1）2臨（ゴ）

となる。整理すると、

　　　　　　　　　ムゴ｛R（乏・，ゴ）2啄π（ゴ＋1）一R（42，m一ゴー1）2啄η（ゴ）｝

　　　　　　　　　　＋R（乏，m－1）2ムゴ臨（ゴ）＋R（乏，鵬一1）2¢搬η（ゴ）＝0
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という¢熊で閉じた漸化式が得られた。

　　　　　　R（4、，ゴ）2¢島η（ゴ）一R（召2，鵬一ト1）2¢島π（ゴ）

　　　　　　　＝R（4、，ゴ）2ムゴ鴫π（升1）＋（R（4・，ゴ）2－R（42，㎜づ一1）2）鴫η（ゴ）

であるので、

　　　　ムゴ｛R（ぞ、，ゴ）2鴫れ（ゴ＋1）一R（62，彿一ブー1）2鴫η（ゴ）｝

　　　　　＝R（2・，ゴ＋1）2△梯η（ン）＋｛ムゴR（ε・，ゴ）2｝ムゴ¢監η（ゴ）

　　　　　　　＋（R（4・，ゴ＋1）％R（42，徊一ゴー2）2）ムゴ鴫η（ゴ）

　　　　　　　＋｛ムゴ（R（2エ，ゴ〉2一即2，彿一ブー1）2）｝¢乳η（ゴ）

　　　　　ニR（ε・，ゴ＋1）2△鑑η（ゴ）

　　　　　　　＋（一2ゴ＋R（ぞ、，42）2－R（ゴ＋1，窩一ゴー2）2）ムゴ輪n（ゴ）

　　　　　　　一（ムゴR（ゴナη3一ブー1）2）¢髭π（ゴ）

　　　　　＝E（ε・，ゴ＋1）2△鑑η（ゴ）

　　　　　　　＋12｛曜、一（吼＋1）ゴ｝一π（％一1）＋鵠（窺一3）1ムゴ鴫（ゴ）一2鵠鴫η（ゴ）

となる。また、

　　　　　一π（π一1）＋鴉（吼一3）＋R（8，ル1）2；R（ピ，勉一1）2－R（鵬一1，％一1）2，

　　　　　　　　　　　　　　君（召，鵠一1）2－2吼＝E（召，㎜）2

であるので、漸化式は、

　　　　　　R（ε・，ゴ＋1）2△多¢髭η（ゴ）

（L47）　　＋［2｛鴫一（鵬＋1）ゴ｝＋R（4，m）2－R（肌一1，π一1）21ムゴ鴫η（ゴ）

　　　　　　　＋R（乏，鴉）2¢搬π（ゴ）ニo

となる。これが、（1．43）の差分版である。実際、Rodoriguesの公式（L25）とその差分版（1．24）を

見比べると、ぞ1→Ooのとき、

　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　　　　　　dP
　　　　　　　　　　　　　　　石～z・鯉△9～歴

という関係にある。従って、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　42
　　　　　　　　　　　　　R（4・・ゴ＋・）2△多一（・一22）譲・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　　　　［2｛η8・一（餅1）ゴ｝＋R（師）2－R（㎜一1・η一1）2］ムゴー2｛η一（窺＋・）β｝石

となる。ゆえに、（1、47）において、形式的にピ1→Ooとすると、（1．43）が得られる。
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2　微分方程式の解の漸近展開

　（1．47）を用いて、¢編（ゴ）の漸近展開を示す事がこのノートの目的であるが、その予備的考察と

して、この節では、対応する微分方程式（1．43）の実数解のある漸近展開を考察する。独立変数も

実数とするのでzの代わりにむを用いる。微分方程式

　　　　　　　　　　　42U　　　　　　　　　　　4秘
（2・・）　　（・一オ2）－（孟）＋2｛π一（鵬＋・）オ｝蕊（オ）＋R（伽）2％（孟）一〇

の実数解の漸近展開を考える。但し、

　　　　　　　　　　　　　・R（P，9〉＝〉繭

である。

　　　　　d
　以後、’＝厩とする。非自明な実数解％＝u（解，視，π）を考える。ε＞鵬とし、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　唯如）一F（・加7＋携鴛1π）／T％（R（1鵬）加）

とおく。これは、

　　　　　　｛R（ε，臨）2一オ2｝σ”（孟；4，m，π）

（22）

　　　　　　　＋2｛ηR（師Hm＋・）孟｝u’（解岬）＋R（伽）2”（孟14，綱＝・

の解で、

　　　　　　　　　　　　u（Olε，m，η）2＋（η’（014，禍，π））2＝1

を満たす。λニλ（4，m，％）∈Rを

（2，3）　　　　　”（0；4，窩，π）＝c・sλ，”’（0；4，m，π）＝siaλ

を満たす定数とする。

　仮に、

　　　　　　　　　　　　　唯伽）一慧畷澤）

が成り立ったとする。形式的に項別微分したものを（2．2）に代入すると、

　　　　　｛R（伽）・一孟2｝讐舞）

　　　　　　＋2｛ηR（師）一（剛書繋藷響）＋謡雛）一・
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を得る。の＿2（解，鵬，π）＝仇1（解，徊，π）≡0とおく。形式的に和の順序交換をすると、

　　　・一義［｛』R（翻餐辮）＋2餐蕩響）

　　　　　　　一睾（鵬＋叢讐叩）畷辮豊）］

．1慨瓢灘輪霧一晦・　・姻｝

となる。そこで、｛晦｝を

　　　　　　曜（孟14，窩，η1）十”為（君1乏，7π，π）

（2。4）

　　　　　　　＝オ2唯2（解，m，π）一2叫一、（解，m，η）＋2（鵠＋1）加た一2（解，皿，π）

（2．5）　　　　蝋Olε，㎜，π）ニδんoc・sλ，”た（0；ε，徊，η）ニδん・sinλ

を満たすものとして定義する。ここで、δはKroneckerのdeltaである。これより、賑は4には

依らない。以後、”κ（君17π，π）で表す。（2．4）一（2．5）の解は、

　　　蝋オ；禍，働）寓δκoCOS（オーλ）

（2、6）

　　　＋イsin（孟一7）｛72唯2（71鴨π）一2嘘・（τ1綱＋2（伽＋・）丁娠一2（一）｝47

で与えられる。部分積分によって、

　　　　　沌　　　　　　虚
　　　　　　　72”鑑一2（71m，π）sin（卜7）47

　　　　一一ズ｛27sin（オーγ）一τ2c・s（オー丁膵2（τ綱47

＝オ2”κ一2（蜘，π）

　　　　＋オ｛2sin（カー7）一47c・s（オー7）一72sin（亡一7）｝ηκ一2（71綱47

竃オ2”廊一2（御）＋イ｛一47c・s（オー7H72－2）sin（卜7）｝　2（7綱畝

イ啄・（7綱si夏（亡一τ）4τ一一ηκ一・（・綱s玉nオ＋かκ一・（γ綱c・s（む一）4丁

イ嘘2（一）sin（古一7）4γ一一オ｛si皿（古一7）一7C・S（オー7）｝η発一2（7綱d7

　　　　　　　　　　　　　　　一沌古｛τC・S（オー7）一sin（卜7）｝　2（τ；綱47
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が成り立つ。これらを（2．6）に代入すると、

　　　　　　”た（加，π）＝δ発。c・s（亡一λ）＋亡2”k－2（雑，π）＋2臓一、（Ol鵬，物）si虚

　　　　　　＋話虚［｛2（吼一・）τc・s（孟一7）一（72＋2㎜）sin（古一7）｝　2（τ；綱

　　　　　　　　　　　　　　　　　一2臓一、（丁；徊，π）c・s（孟一7）］47

を得る。特に、

　　　　　”0（オ1鴨，π）＝C・S（オーλ），

　　　　　砂・（御）一2π（c・sλsin孟一オη・（7一）c・s（卜7）d7）・

（2。7）　ηた（帥，π）＝む2ηκ一2（孟；m，η）

　　　　　　＋五　　　　　　　　君
　　　　　　　　［｛2（恥1）7c・s（卜7）一（72＋2四）sin（孟一τ）｝妙ん一2（τ1吼，π）

　　　　　　　　　　　　　　　　一2卿尻（7；m，π）c・s（卜7）］4τ　（ゐ≧2）

となる。これより、

　　　　　　　　　　1”。（オlm，π）［≦1，P、（虚；鵬，η）1≦21πK1＋1孟1）

が成り立つ。

　　　　02（古，四，π）＝1

　　　　　＋max｛12（m－1）γc・s（卜丁）一（τ2＋2肌）s圭n（孟一7）1＋12πc・s（卜7）1｝

　　　　　　171≦固

とおく。ηにのみ依存する定数01（η〉を十分大きくとると、為マ0，1に対し、

（Z8）一）1≦・・（π）
姜（1）（・＋1カ1）2（トゴ）｛・2（ち㎎物）（咄）｝ゴ
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が成り立つ。ゐ≧1に対し、乃まで上の不等式が正しいとする。（2．7）と02（オ，徊，π）の定義より、

i　 η）1轟譜％）1＋q躍）倉ん（僻）困卿鋼1）d7

≦餐睾（ん；1）（・＋iオ1ヂ（圃｛α（伽）（・＋1む1）｝ゴ

＋免（ち綱ズ1書艶）（・＋ザ僻・）｛馳舶＋棚

　　・潜（ゐ7・）σ・押鍋脚）σ・司血

千碧艶）（・＋醗ゴ）｛q（ち　咄）｝ゴ

＋q（卿）ズ甕饗（1）（・＋ザ侮ゴ）｛佛綱（・＋伽

と評価される。1γ1≦Idであれば、02（7，肌，η）≦σ2（む，皿，η）であるので、更に上から、

オ2

（1）（1＋周）2匹ゴ）｛・2（　・＋1司）｝ゴ

＋α（伽）ゴ且（・＋醗ゴ）器捗鷺饗（1）（・＋7）ゴ47

≦碧㌘（1）（・＋　1蜘）｛α（ち姻（・＋1孟1）｝ゴ

＋禽（鍔）！（1）（・＋固）2（トゴ）｛・・（ち鴨π）（・＋1古1）｝ゴ紅
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．と評価出来る・従って・

　　　1”亮÷1（孟；μ，〃）1

　　　2κ＋101（π）

≦壌鷺）（・＋1司魍）｛砺（ち綱（・＋国）｝ゴ

　　　　＋浅σまヱ）！（1）（・＋晒）｛α（一〉（榊｝…

≦（・＋　1鯉）＋剖（1）÷（ゴ丘、）／（岬齢ゴ）｛の（御）（・＋　1）｝・

　　　　　｛σ2（オ，m，π）（1＋1舌1）｝勘＋1

　　　　十　　　　　　　　（ゐ＋1）！

一（・＋固鯉）＋書麦（け1）（・＋1む1鯉ゴ）｛q（ち姻（・＋固）｝ゴ

　　　　　｛02（孟，彿，π）（1＋1古1）｝組

　　　　十　　　　　　　　（為＋1）！

一難（け1）（1＋1む1鰻ゴ）｛q（ち綱（・＋固）｝ゴ

となって、（2。8）はん＋1のときにも成立する事が分かる。

　従って、

　　　　　　慧i畿器）1≦伍＠）義（4量謝た玩（一讐書））

となる。Laguerreの多項式の母関数

　　　　　　　　　　　　加一即準）

の収束半径は・であるの 黙舞）は区間

　　　　　　　　　　　・一｛オ∈量Rlオ1〈學一・｝

上で広義一様かっ絶対収束する事が分かる。但し、1≠のとなるためには、2が大きくなくてはな

らない。収束先が砂（解，鵠，η）である事を示す。そのために、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぺ　　　　　　　　　　鞭（孟1伽）一咽　）一浅蟻器）
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とおく。（2．2），（2．3），（2，4），（2．5）から、之Kは、

　　　吸（ちε，鵬シη）十之κ（古1召，鵬，π）

　　　　　｛む2撫2（解，鵬，π）一2πR（乏，鵬）z盆一、（雑，π）＋2（吼＋1）幟一2（オ14，禍，η）｝

　　　　『　　　　　　　　R（召，m）2　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　zκ（Olぞ，鵬，π）＝廠（Olぞ，蹴，η）＝0

を満たす事が分かる。よって、

　　　　　βK（む脚）一R（乏撮）2（孟2之K－2（御）

　　　　　　＋ズ亡［｛2（㎜一・）7c・s（トア）一（丁2＋2飢〉sin（孟一τ）｝　2（τ加）

　　　　　　　　　一2πR（如）　・（γ；伽）c・s（オー丁）］dτ）

となる。孟∈∫とすると、ZKはある関数zに広義一様収束するので、上の式でκ→ooとすると、

　　　　　　　　（・一R（轟〉、＞（オ脚）

　　　　　　　　　一∠む［｛2（勉一・）7c・s（トア）一（72＋2㎜）sin（舌一ア）｝

　　　　　　　　　　　　一2ηR（4，窺）c・s（オー7）］2（714，m，π）47

なる関係式が得られる。Gronwanの補題によって、2…0が分かる。

　君∈1であるとき、

　　≦
i辮）1≦　）晶｛4繍㌦（一讐））

である。以後しばらく、

　　　・一一警），憲一驚屡，綱一義蘭一卿辱）

とおく。

　　　　　　　　　　　　　　　　め　　　　　　　　　
　　　　　Σ轟勘（の）一Σ西（¢）一ΣΨκLκ（劣）

　　　　　殉冨K十1　　　　　　　　　殆竃0　　　　　　　　κ翠0

　　　　　　　　　　　一∫（　）一書綜（偽・）一（嵩）！1鐸（　）
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となる。θはオ，2，蹴，ηに依存するが、0と1の間にある。古，m，ηが有界な範囲を動き、かつ、

4→Ooのとき、g→0となるので、

　　　　1i鶴pR（師）K＋・iZK（オ1勉π）i≦0・（η）2K藷）1古1）2（K＋エ）蕩藷（鉱・）

　　　　　＝2κ＋10、（π）（1＋iオ1）2（K＋1）LK＋、（の）

　　　　　一2K＋1・・（π）（・＋1孟1）2（K＋1）LK＋・（一〇21鴇1π））

が成り立っ。

　π＝0の場合は、より良い評価式が得られる。（2．7）より、”2ん＋1…0である事が分かる。そこ

での2んを改めて賑と書く事にする。このとき、

　　　　　　02（君，鵬，π）＝maxl2（ル1）7c・s（古一τ）一（72＋2鵬）sin（オー丁）i

　　　　　　　　　　　l71≦国

に対して、

　　　　　　　　　　㎞（御）1≦参（1）（q（御）1孟1）ゴ

である事が帰納的に証明できる。これより、

　　　　　　　慧1鷺1安1≦義（R（鑑P）㌦（一α（孟i争π））

が得られる・従っ 矯雛
　　　　　　　　　　　　　1＝｛オ∈IRIオ2＜R（召，m）2｝

なる区間で”（オ；4，肌，π）に広義一様絶対収束する事が分かる。誤差評価

h鶴pR（伽飾4…）一 i羅≦嘉（㌦（撫π））

も得られる。

3　Clebsch－Gordan係数の漸近展開

　Clebsch－Gordan係数σ（ε1，負一π，ε；ゴ，窺一ゴ，吼）を少し変形した¢義．（ゴ）が満たす差分方程式

　　　　｛R（ε・，鵬）2－R（ゴ＋1，㎜）2｝△1”（焔，召，皿，η）

（3。1）　＋［2｛曜r（鵬＋1）ゴ｝＋R（乏，鵬）2－R（吼一1，物一1）2］ムゴ”（ゴ；乏・，ε，㎜，η）

　　　　　＋R（乏，鵬）2”（ゴ14、，4，m，π）＝0
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を考える。ClebscbGordan係数の意味から、

　　　　　　　　　　　　団≦乏1，　iηあ一ゴ1≦41一π，　1η葛1≦ぞ

である。ここでは、

　　　　　　　　　　　　　0≦m≦8，　η≦召1，　7η≦ゴ≦4エ

で考える。

3．1　乏1ニ4，η＝0の場合

　差分方程式

　　　　R（4，ゴ＋1）2△3秘（ゴ）

　　　　　＋｛一2（m＋1）ゴ＋R（4，禍）2－R（m－1，一1）2｝ムゴ％（ゴ）＋R（召，m）2財（ゴ）一〇

の非自明実数解頭ゴ）＝畷ブ14，蹴）の漸近展開を考える。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　吻綱一｛％（陽綱2＋（ムゴ螂・㎜））2｝一㌔σ1師）

とおく。これは、

　　　　　　　｛R（乏，鴉）2－R（ゴ＋1，吼）2｝△多”（ゴ1伽）

（32）　　　＋｛一2（m＋1）ゴ＋R（乏，㎜）2－R（鵬一1，一1）2｝△痴1伽）

　　　　　　　　＋R（乏，彿）2り（ゴ14，鵬）＝o

の解で、

　　　　　　　　　　　　　”（螂，鶴）2＋（ムブ咽4，鵬））2－1

を　　）一
灘を醐こ代入すると・

　　　△極＋△蘇軌＝R（ゴ＋1，鵬）2△多”κ一・＋｛2（窺＋1）ゴ＋R（m－1，一1）2｝ムブ砂凪

となる。特に、鰯は乏に依らない。以後、uた（ゴ1椛）と書く。ムゴ織＝媒とおくと、

　　　　　　△・（畿）＋（1三’）（哉）

　　　　　　一（R（ゴ＋為吼）2ムゴωk一、＋｛2（鵬乳1）ゴ＋R（鵬一ち一1）2｝ωκ一1）

となる。右辺の第2行をδ勘（あm）とおく。

　　　　　　　　　　　　重一・一（1三1）一（1、1）
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とおくと、

　　　　　　　　（瑠）一重・一肌（淵）＋シ・一・一・（、，匙））

となる。

　　　　　　　　　朔一毒（濃牟端峯1）

であるので、

伽（ゴ）卦（鵬）血ゴー誓＋1π一㌃（鵬）si苧＋揖　ゴ｝馨一1π）

となる。Abe1変換により、

　　　　　　　　ゴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴーP－1　　　　　　　　ΣR（P＋・・鵬）2△Pω鳶一・（P）sin3π

　　　　　　　　P＝πみ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴー肌一1　　　　　　　　　一一R（皿＋・・鵬）2噸（叩）sin3π

　　　　　　　　　　一p蒙、卿←・（P）△p｛R（…）2sinゴ青Pπ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ンーm－1　　　　　　　　　＝一R（徊＋1，m）2ωκ一、（肌）sin　　π
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　　　－p蒙、　一・（P）△p｛　）2si且ゴ青Pπ／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴー鵬一1　　　　　　　　　一一R（肌＋・・吼）2ωた一・（柵）sin3π

　　　　　　　　　　　一・（吼＋・）△P｛R（　）2sinゴ青Pπ｝p＝m＋1

　　　　　　　　　　＋p蒙、…・ゆ）△多｛　・・窩）2sinゴー書＋1π｝

　　　　　　　　　　…・σ）△P｛制2sinゴ葦Pπ／p＝ゴー1
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　　　　　ゴ　　　　　　　Σ｛2（m＋1）P＋R（鵬一・，一・）2｝ω島一・（P）sinゴー馨一1π

　　　　P＝＝m

　　　　　　　ゴ　エ　　　　　ーΣ｛2（鮒）P＋R（皿一・，一・）2｝△P”殉一・ψ）sin4一’π

　　　　　　P＝πし

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴー徊一1　　　　　＝一｛2（彿＋1）況＋R（鵬一1，一1）2｝び尻（窩）sin　　π
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

　　　　　　－p蒙、”κ一・（p！△p［｛2（脇＋・）（P一・）＋R（肌一・・一・）2｝sinブ青Pπ］

となる。

　　　　　　　　　　　　　　蝋鶴）＝蝋鵬）＝o（乃≧1）

と

　　　　　　　　　△P｛R（　）2sinゴ看Pπ｝p＝ゴー1一一穿R（ゴー・，㎜）2

に注意すると、

　　　　　　　η・（ゴ）一潅（砂・（鵬）s血ゴー誓＋1π　・（徊）sinゴ看徊π）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　エ
　　　　　　　”廊（ゴ）ニR（ゴー・，m）2砂島一・（ゴ）＋ΣΦ（ゴ，伽）”発一・（P）（ゐ≧・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P＝鵠

となる。

　　　　　　　　　　　　　02（ゴlm）＝max　lΦ（ゴ，Pl肌）i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜≦P≦ゴー1

とおく。ゴ≧m十1に対し、

　　　　　　　　1　1≦書（1）（1）・・（ゴ；鵬）　・・鵬）　9）

を示す。明らかに為＝0のときは正しい。為のときに正しいとする。便宜上、0≦p≦m－1に対

し、砺（p）＝0とおく。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　エ
　　　　　　隔（ゴ）1≦R（ゴー1，m）21”勘（ゴ）i＋Σ02（ゴ1肌）1砂髭（P）l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P＝m

　　　　　　　　　≦義（1）（1）σ・σ湘ゴーLm）・（発＋・一・）

　　　　　　　　　　　　業・・（ゴlm）ゴ＋・（1）（1）R＠m）　・）
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となる。四≦p≦ゴー1のとき、R（p，窩）2≦R（ゴー1，吼）2に注意すると、

　　　　　　≦禽（1）（1）α（ブ；m）ゴR（ゴー馬m）・（・租畷）

　　　　　　　　　　　　＋雛（1）（1）・・（　）ゴ且R（ゴー勾m）・（・刃）

となる。更に、

　　　　　　　　　　　　義（1）一韓（1）一（，‘、）

を用いると、

　　隔σ）1≦禽（1）｛（1）α（ブ1勉脚一・・篇弄（嗣

　　　　　　　　　＋（9ヱ1）砺（ゴlm）ゴ刊R（ゴー・・m）2（κ畷）｝

　　　　　　＝R（ゴー1，m）2（発＋1）

　　　　　　　　　＋書｛（1）＋（9血1）｝（1）の（ゴ・鴉）・R（ゴー・・鵬）2（髭＋・一）

　　　　　　　　　＋（海葦1）σ2（　）取窩）2（為＋・）

　　　　　　一箋（為言1）（1）の（ゴ；鵬）ゴR（ゴーL飢）・（・＋・一・〉

となる。更に、

　　　　　　　　義（1）（1）α（　）　・，鵬）・（κ一・）

　　　　　　　　　一R（ゴー切）2灘）（1）（話蓼1盤）・）9

　　　　　　　　　＄R（ゴー璃）2離）σ2（寺！鵬F

　　　　　　　　　＝R（ゴー1，㎜）2南Lκ（一〇2（ゴ1鴉））

と評価される事から、

　　　　　　　　慧灘≦蕩（R欝））2㌦・（一・・（ゴ・m））
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と’なる。Laguerre多項式の母関数の収束半径は1である事から、上の級数は0≦ゴ≦8において

　る事が分かる・ゴー　き晦（鵬）一・（為≧1）であ一明らか i監器1

は収束する。

　次に、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　だ　　　　　　　　　　　蟹（ゴ1伽）鴫師）一羅濃舞

とおく。これは、

　　　　△多ZK＋ムゴzκ＋之K

　　　　　　　1　　　　－R（伽）2［E（ゴ伽）2△多敬一・＋｛2（酬）ブ＋E（陽一1・一1）2｝△祠・

　　　　　　　　　　　　zκ（7π！，η3）＝△〆K（惚テぞ，窩）＝o

を満たす。従って、

　　　　敬（綱一R（轟P（R（ゴー璃腕伽）＋揖Φ⑰　）卿））

となる。K→OQのとき・ZK（ゴ14，鵬）は・ある2（ゴ沼，m）に収束するので・上の式でK→ooと

すると、

　　　　　　（・一R箋誌鮮）轍師）一R（虚P義Φ（あP嚇1師）

となる事が分かる。差分版Gronwanの補題を用いると、z（ゴ／，鵬）…0が分かる。

　また、ゴ≧鶴＋1のとき、

　　　　陵伽）1≦素、1謡離i≦嘉、（R箋斎））㌦（一q（卿））

となる。以後しぱらく、

　　　・噸嚇一R鮮P，ノ剛一義蘭一即！幸）

とおく。

　　　　　　め　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　ΣずLた（¢）＝Σ紗㌦（の）一Σ⊃ΨんL為（の）

　　　　　κ富K十1　　　　　　　　　陀＝0　　　　　　　　髭＝0

　　　　　　　　　　　咽一暮藩・）一（許1），欝θΨ）

となる。θはゴ，4，mに依存するが、0と1の間にある。ゴ，鵬が有界な範囲を動き、かつ、ぞ→Oo

のとき、Ψ→0となるので、

　　　　　　騰pR（伽）・K＋・12K（ゴ；師）1≦Rσマ綜　1）1簿（亀・）

　　　　　＝R（卜1，勉）2（K＋1）取＋、（必）＝R（卜1，鵬）2（K＋1）Lκ＋、（一σ2（卿））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　41



が成り立つ。ゴ＝鵬のときは・2κ（m；4，脇）＝0（κ≧1）である。

定理3．1

　　L阪（ゴ1鵬〉1≦R（ゴー1，窩）2κ玩（一〇2（ゴ1鵬））が成立する。

暮器は　≦　いて”（ブ酬こ絶対収束する・

　3。任意に固定された」『∈IN＼｛1，…，肌一1｝に対し、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　だ　　　　　　　　　　　1i鵠P甜（師）　2”（ゴ；名m）浮齢

　　　　　　　　　　　　≦R（」一1，鵬）2（κ＋1）Lκ＋、（一〇2（■1鵠））

　　　が成り立っ。

3．2　41＝召であるが必ずしも％＝0ではない場合

　差分方程式

　　　　　R（ε，ゴ＋1）2△多％（ブ）

　　　　　　＋［2纏一（鵬＋1）ゴ｝一2（飢＋1）ゴ＋R（4，m）2－R（m－1，π一1）2］ムゴ％（ゴ）

　　　　　　＋R（ε，皿）2勉（ゴ）＝o

の非自明実数解娠ゴ）＝頭ゴ1乏，m，π）の漸近展開を考える。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ　　　　　　　”（ゴ1伽・π）一｛魁（晦・π）2＋（ムゴ嚇（・1師ラπ））2｝一奮％（ゴ14，綱

とおく。これは、

　　　　　　｛R（伽）2－R（ゴ＋1，鵬）2｝△多η（μ，皿，η）

（3・3）　　＋［2纏一（m＋1）ゴ｝＋R（4，鵬）2－R（鵠一1，π一1）21ムゴび（ゴ／，鵬，π）

　　　　　　　＋R（4，㎜）2⑳（μ，吼，π）＝o

の解で、

　　　　　　　　　　　　　㊨（吼1乏，肌，π）2＋（ムゴ砂（鵬；乏，飢，π））2－1

を満たす。

補題3。1正項数列｛伽｝を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た
　　　　　　　　　　　　　　　α・一・，α髭一Σαr一・αん一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7＝1
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　　　　　　ゆで定義する・Σακ押肺鴎のとき・

　　　　　　島＝0

　　　　　　　　　　　　　　量　惹＋ヱー』穿至

　　　　　　　　　　　　　　κ＝0

　　　　　　　　　1に絶対収束し、囮＞一のとき発散する。
　　　　　　　　　4

　　　　　　　　ん
証明。α殆1釧肝1＝Σ⊃砺＿1国ヂα尭＿71ω1勘呼÷1であるので、

　　　　　　　　ア＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　書卿囲一離卿隔＠岬≦（》1婿　）・

　　　　　　か　一無一・（［熱　）2

　　　　　　　　　　　　
となる。すなわち＿4κ＝Σα隆副κ＋1と置くと、

　　　　　　　　　　　㌃＝0

　　　　　　　　　　　　　　且薗一・≦AK一同≦峨

となる。｛。4κ｝は非減少列であるので、oOも許せば、孟。。＝1im。4κは存在する。上の不等式よ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K→oo
り、オ。。はg一同；ずの実根であるかocである。
　　　1団紘のとき瑠刺一〃2は正の実根を持つ・そのうち大きく齢方をαと置く・すなわ

ち・一1＋ である・1水αであるので、帥kαとなる。妬＜αと仮定す
ると、

　　　　　　　　　　　　　飯く国＋峨一、≦囮＋α2＝α

となる。従って、。4。。＝αを得る。

　　　11¢1＞互のとき・洲牛ツ2は実根を持たないので沼・・一。。である・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　整級数は、その収束域に内部では絶対収束し、収束域外では発散するので、Σ1偏の肝1の収束

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ＝0
域は・ である事が分かる・また・・≦吋のとき・

　　　　　　　　　　　　　　量α喬39掩＋・一1一辱

　　　　　　　　　　　　　　充＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1である事が上の議論より分かる。両辺の解析性より、これは、圖≦一のとき成立する。　　　□
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

命題3．14乏（乏＋1）≧8勉（肌＋1）＋1のとき、

　　　　　　　　　　召一R（師）一1＋義（諜鴇講染

が成立する。右辺は、絶対収束する。44（乏＋1）く8m（鵬＋1）＋1のとき、右辺は発散する。
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　　　　　　（2橘＋1）2　　　　　　　　　　　　1
証明・　一 4R（伽）2とおく・44（6＋1）≧8漁＋1）＋11よ1駆互と同値である・補題3・1

より、

　　　　慧（鵡講築一2R（師）鮎～一R（伽）（・一岡

が成立する。この収束は絶対収束である。

　　　　　　R（師）（・一腐一咽｛・一露｝

　　　　　　　　　　　　　　　一圭｛2R（伽）一22R（師）2＋（2鵬＋・）2／

　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　＝葛｛2R（4・鵬）一（24＋1）｝一R（師）詔一喜

である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
螂＋1）＜酬糾1）＋1のとき1よ1の1〉zであるので・級数は発散する・　　□

注意3．1命題3．1の証明に、補題3．1を用いたが、初めからこの補題に思い当たったのではない。

命題の主張は、次の様にして導いた。簡単のため、R（召，彿）＝R，R（m，0）＝m（鵬＋1）ニMとお

　　　　　　　　　　　　　oo　ε
く・R2一召（4＋・）謂に・卜Σ湯を形式的に代入すると・

　　　　　　　　　　　　　P＝一三

一ら＋（　＋鉦一｝3＋一義毒（鑑娠＋ら）

となる。R2，R，RO，R－1の係数を比較して、

　　　毘、＝1，24一、召。＋4一、＝0，2召一、乏、＋曙＋6。一M，2（乏一、ε2＋4。6・）÷乏・＝O

　　　Rとなる。一→1（4→Oo）を考慮すると、仁1＝1となる。これより、
　　　　4

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　4M十1
　　　　　　　　　　乏＿1＝1，40＝一741＝　　342ニ0　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　23

を得る。

　まず、2以上の偶数んに対し、砺＝0である事を帰納法で示す。P≧3を奇数とする。勘＝2，4，

　・，P－1に対し、4た＝0と仮定する。これは、P＝3の場合には正しい。4＿1，40の値より、

・一 勉＋ら一2一砺＋
　）＋ら一2伽＋讐　

となる。些≦p－1であるので、1から型までの各gに対し、σとp－gのどちらか一方
　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　牛
はp－1以下の偶数である。従って、帰納法の仮定からΣ49乏倉9＝0である事が分かる。ゆえ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＝1
に、砺＋1お0となる。
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　次にp＝脈は偶数とする。上で示した事から、

　　　P十1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2発十1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　為

　　0一Σ494p－9＋乏p一召一・ε2κ＋Σεσ42κ一9＋42κ＋・6一・一晦＋・＋D2P一・乏2κ一2噛

　　　9＝一1　　　　　　　　　　　　　　σ翠1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7＝1

すなわち、臨＋1ニbんとおくと、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぬ　　　　　　　　　　　　　　わF一圭Σ偏幅

　　　　　　　　　　　　　　　　　7零1
となる。特に、

　　　　　　　　　　　6・一蔀一蔀」4M2ヂ1）2，

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　（4M＋1）3
　　　　　　　　b2＝一喜（◎・b・＋δ・ゐ・）二一わ・bF一輪＝2エ・

となる。

　そこで、砺二（一ユ）島2－4κ一3（4M＋1）牌1嶋とおくと、

　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　　　（一・）κ2－4濫一3（4M＋・）海＋・α…1Σ（一・）同2－4圃一3（4M＋・）煽

　　　　　　　　　　　　　　　　7＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　×（一1）為｝72－4（為一7）一3（4M＋1）海一7＋1α卜7

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん
　　　　　　　　　　　　　　一（一・）κ2陶4尭一3（4M＋1）κ＋1ΣαT一・α厨

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7＝1
となる。また、

　　　　　　　　　　　　　　　23δ0　　23ε、
　　　　　　　　　　　　αo＝　　　　＝　　　　＝1
　　　　　　　　　　　　　　4M十1　　　4ハ4十1
である。よって、

　　　　　　乏一R一圭＋邑R無、一R－1＋量（『1）舞塩諾＋1α・

　　　　　　　　　　　κ＝0　　　　　　　　　　　κ＝0

となる。

　級数が絶対収束性すれば、これまでの形式的な計算はすべて正当化され、R2ニぞ。。（乏。。＋1）一M

が満たされる。すなわち、

　　　　　　　　　　　　　4（4十1）＝乏oo（40Q十1）

となる。これより、4。。＝召または、一4－1となる。班＝1としたので、後者はありえないβ　□

乏書轟と輌・）書鑛書）を形式的咽に代入すると・

　　　　　　　　　　　　　oo△2娠（ゴ1ぞ，鵠，π）
　　　｛R（伽）2－R（ゴ＋’・m）2｝浅フR（師）κ

　　　＋［2｛僕、轟一（一・）ゴ｝　勾π一・弄］＆△・欝π）

　　　＋毒△燕（ゴ1餐鵠（ゴ加）一・
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となる。ここで、

　　　　　菖凝鶏，義△綴辮π）一慧慧ら（皿）△叢講伽）

であるので、”＿2（ゴ14，㎜，π）≡航1（ゴ沼，吼，π）…0と置けば、

　　　　義R（己素）κ一2［△艶舟＋一一R（ゴ＋璃）2△舞2

　　　　　＋2馨1ら（鵬）ムゴ妬2一一｛2（m＋・）ゴ＋R（鴉一勾η一・）2｝△拶十軌

すなわち、形式的には、

　　　　　　△3隔÷ムゴ”髭＋”κ

　　　　　　＝R（ゴ＋1，m）2△多”ん一2＋｛2（鵬＋1）ゴ＋R（肌一1，η一1）2｝ムゴ砂κ一2

　　　　　　　　　　んユ　
　　　　　　　一2πΣ8p（鵬）ムゴ”κ一2－p

　　　　　　　　　P＝一1

となる。特に、隔は乏に依存しない。以後、”発（あm，π）と書く。右辺をb髭（ゴ；鴨，π）とおくと、

砂勘σ）卦（鵠）血ゴー誓＋1π　κ（m）ギπ＋慧ゐκ（9）sinゴ｝1－1π）

となる。Abe1変換により、

　　　ゴ　　
　　　ΣR（9＋・・m）2△1卿）sinゴー1←1π

　　　9＝7η

　　　　一一R（彿＋・，鴨）2ωκ一2（脇）sinゴー鵬一1π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

　　　　　2（吼＋・）△9｛姻2sin学π｝，＝肌＋、

　　　　＋蕊、　）△1｛　ち鵠）2sinゴー1＋1π｝＋穿Rσ一ち㎜）2…2（ゴ）

　　　　　》百　　　　　　　ゴー1
　　　一ヲσ一・・鵬）％κ一2（ゴ）＋ΣΦ・（ゴ・9蹴一2（9）

　　　　　　　　　　　　　　　9＝πし
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　　　　　ゴ　　
　　　　　Σ｛2（吼＋・）9＋R（帆π一・）2｝△9輔）si且ブー1－1π

　　　　9＝m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴー吼一1　　　　　＝一｛2（吼＋1）m÷R（m－1，η一1）2｝”淘一2（吼）sin　　π
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　ゴ　ユ　　　　　　ー9景、…2（9）△9［｛2（m＋・）（9一・）＋R（窩一・・η一・）2｝sinブ看9π］

　　　　　　ト　
　　　　　一ΣΦ2（ゴ，σ；肌，π）ηκ一2（9），

　　　　　　9＝鵠
　　　　ゴ　エトユ
　　　ー2ΣΣ4P（鵬）△9　2－P（9）s圭且ゴー1－1π

　　　　9＝mP＝一1

　　　－2慧砺（窩）｛Uκ一2－p（鵬）s並ゴー号』1π÷，鑑、…2－p（9）△9sinゴー1『2π｝

　　　　　ぬ　エ　　　　ゴ　エ
　　　ーΣ4P（飢）ΣΦ3（ゴ，姻”ん一2－p（9）

　　　　P零一1　　　　9＝π↓

となる。

　　　　　Φ（ゴ，9，Pl鵬，π）一■｛一2妬。（Φ1（ゴ，91鵬）＋Φ2（ゴ，9；飢，π））＋ηΦ3（ゴ，91疵）｝

　　　　　　　　　　　　語

と置くと、

　　　”・（ブ）一毒（”・（蹴）sinゴー誓＋1π＋△卿）si4π）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　トエゴ　ヱ
　　　”勘（ゴ）＝R（ゴー・，皿）％κ一2（ゴ）＋ΣΣ召ρ（鵬）軸，9，Pl飢，π）”鳶一p－2（9）（峻1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　P＝一19＝7冷

となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　娠（篤π）一混1鍛器）1・賑（掴π）〒拶葛取（蜘η）

とおく。Φ（ゴ，g，Pl椛，π）はpに関しては一様有界である。そこで、鵬＋1以上の自然数／に対し、

　　　02（誘鵬，π）ニmax｛iΦ（ゴ，α，P；鵬，η川吼≦9≦max｛0，卜1｝，0≦ゴ≦必P≧一1｝

とおく・また 、轟が絶　する　　きくとり・

　　　　　　　　　　　　　　　σ・（師）一．茎、辮
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とおく。m＋1≦ゴ≦」なるとき、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　臨嘲一臨　）一暑暢罪）1

　　　　　　≦R髭雛槍1審鐸）1

　　　　　　　＋騒綴）書慧慧鴇II編辮霧）1

　　　　　　≦R欝7嚇岡＋q（の譜（弊）シ圃

　　　　　　≦R箋（瀞）2賑一・（伽）＋㊦（の畏1鵠1師）」残一・（抑）

となる。よって、

　　　　　　　　一　　　一　　　R（」一1，m）2一
　　　　　　　　娠（のm，π）≦v6（ろ蹴，π）＋　　　　取一2（の飢，η）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R（4，鵬）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　02（」卿，％）03（4，肌）」一
　　　　　　　　　　　　　　　　十　　　　　　　　　　▽k＿1（の皿，η）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R（4，㎜）2

を得る。σ3（召，肌）＝0（6），R（召，鵬）2＝0（乏2）（乏→oO）に注意すると、ある乏．＝4．（Jl肌，π〉が存

在して、4≧ε、であれば、

　　　　　　　　　　一　　　R（」一1，m）2　02（のm，η）03（4，鵬）J
　　　　　　　　の＝％（のη葛，％）十　　　　　　¢十　　　　　　　　　の
　　　　　　　　　　　　　　　　R（ピ，飢）2　　　E（ε，窩）2

は、唯一つの正の根コp．＞妬（Jlm，η）を持っ事が分かる。▽k＿2（Jl吼，η）≦¢、，賑＿1（Jlm，π）≦コ6＊

とする。これらは、Kニ1のとき正しい。また、

　　　　一　　　一　　　R（J－1，鵬）2　σ2（必鵠，π）03（ぞ，m）」
　　　　娠（のηあ，π）≦妬（誘鵬，π）十　　　　　　の、十　　　　　　　　　簸＝の＊
　　　　　　　　　　　　　　　　　R（ぞ，鵠）2　　　R（4，鵬）2

となる・ゆえに・全てのκ∈1　レ残（綱≦　なる・すなわち・
罪）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
繍束する・ゴー　き駄（一π）一・（ゐ≧・）であるので明　 瑳鐸）

は絶対収束する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　敬（ゴ1伽）一吻；伽）一混鍛罪）
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とおく。これは、

　　　△9ZK＋ムゴZK＋2K

　　　　　　1　　　　－R（伽）2［R（ゴ＋1，m）2ムゴZK－2＋｛2（勉＋1）ゴ＋R（m－17π｝1）2｝ムゴZK－2

　　　　　一㎞骸轟曝坦・慧轟卸｝］・

　　　　　　　　　　　βκ（η31ぞ，鵠，π）：＝△〆κ（ηal4，魁，π）＝・0

を満たす。従って、

　　　　　　　　　　　　R（ゴー1，飢）2
　　　　　　ZK（ゴ16，鵬，η）＝　　　　zκ一2（ブ；ピ，四，π）
　　　　　　　　　　　　　R（ε，鵬）2

　　　　　　　　　　　　ゴー1　　　　　　　　　　2　　　　　　　＋撫（師）2黒（Φ・（綱＋Φ2（綱）　2（9加）

　　　　　　　　　　　　だ　　　　　　　ゴ　　　　　　　　　＋譲鵬）・譲轟黒Φ3⑰嚇・一・（91伽）

　　　　　　　薫粛購i舞　　ゴー1－1・

となる。K→Ooとすると、zκ（ゴ沼，m，η）はあるz（ゴ沼，鵬，π）に収束するので、上の式でκ→Oc

とすると、

　　　　（・一R黙ヂ）顯伽）一R（オ㎜P蕩Φ（あ9；伽》（9加）

となる事が分かる。差分版Gronwanの補題を用いると、z（ゴ；4，蹴，η）…≡0が分かる。

3・3　41≠2の場合

　差分方程式

　　　R（召・，ゴ＋1）2△知）

　　　　＋12｛πピr（魁1）ゴ｝一2（吼＋1）ゴ＋R（4，徊）2－R（m－1，η一1）2］ムゴu（ゴ）

　　　　＋R（乏，鵬）2u（ゴ）＝o

の非自明実数解頭ゴ）ニu（ゴ1召1，乏，肌，η）の漸近展開を考える。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　”（ゴ1召・・師・π）一｛％（・1召・・ε・綱2＋（ムゴ％（・1乏・・師・π））2｝㌔（ゴ1解叩）
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とおく。これは、（3．1）の解で、

　　　　　　　　　　ゆ；4・，4，鵬，π）2＋（ムゴ晦14、，ピ，鵬，π））2＝1

を満たす。

亀一 嬬と痴　　書驚舞π）を形式的　に代入すると

　　｛晦）2－R（鯛2｝患△多”辮紹）

　　　＋［2｛π蕊轟一（m＋・）ゴ｝一R（鵬一ちπ一・）・］慧△艦緩1警η）

　　　＋R（師）2慧ムゴ”喬（ゴ　熟暑離（ゴ　綱一・

となる。ここで、

　　　書、R課堪△唱緩1響）一義慧妬（鵬）ムゴ爺罐与伽）

であるので、u＿2（あ4，7π，π）≡玩1（ゴ沼，四，η）…0と置けば、

　　　　慧R（召1，荒）発一21△多”　（伽）2（ムゴ”勘一一2）一R（ゴ＋・，皿）2△多”島一2

　　　　　＋2π慧砺（鵬）△一一｛2（m＋・）ゴ　ちη一・）2｝△拶ト2ド

すなわち、形式的には、

　　　　　△多”んニーR（4，鵬）2（ムゴ”ゐ一2＋”喬一2）

　　　　　　　＋R（ブ＋1，陽）2△3”淘一2＋｛2（窩＋1）ゴ＋R（鵤一17π一1）2｝ムゴ”κ一2

　　　　　　　　　え　エ
　　　　　　　ー2ηΣ4p（勉）ムゴ”κ一2－p

　　　　　　　　　P＝一1

となる。特に・晦は41に依存しない。以後、砺（ゴ；ピ，m，π）と書く。右辺を6κ（ゴ16，飢，箆）とおくと、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　　
　　　　　　　　勿κ（ゴ）一蝋徊）＋（ゴ覗）蝋飢）＋Σ（ゴー9一・鳳9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＝＝πむ

となる。Abel変換により、

　　　　　ゴ　エ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　　
　　　　　Σ（ゴー9一・）△9”ん一2（9）＝一（ゴーm一・）”勘一2（鴉）＋Σ”髭一2（9），

　　　　　9＝7π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＝7π十1
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　　　ゴ　ユ
　　　ΣR（9＋・，鵠）2（ゴー9一・）△1砂廊一2（9）

　　9＝7π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　ユ
　　　＝一R（皿＋・，㎜）2（ゴ覗一・）△q”κ一2（徊）一Σ△9｛R（9，鵬）2（卜9）｝△9”κ一2（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＝π↓十1

　　　＝一R（m＋17脇）2（ゴ覗一・）”為一2（偶）＋△9｛R（9・鵬）2（ゴー9）｝19一腕＋1砂為一2（鵬）

　　　　　　ゴ　　
　　　　＋Σ砂南一2（9）△1｛E（9一・，四〉2（ゴー9＋・）｝

　　　　　9＝昭十2

　　　　『△9｛R（1・脇）2（ゴ｝9）場一・”島一2（ゴ）・

　　　　　トヱ
　　　　　Σ｛2（禍＋・）9＋R（肌一・，π一1）2｝（ゴー9－1）△9砂た一2（9）

　　　　　9＝m

　　　　　　ニー｛2（吼＋1）勉＋R（飢一1，π一1）2｝（ゴール1）”喬一2（鵬）

　　　　　　　　ゴ　　
　　　　　　一Σ△σ1｛2（m＋・）（9一・）＋R（鵬一1，η一1）2｝（ゴー9）1”殆一2（9），

　　　　　　　9＝m十1

　　　　　　　トユた　エ
　　　　　　　ΣΣ4P（椛）（ゴー9一・）△9”κ一2－p（9）

　　　　　　9＝3mP＝一1

　　　　　　　一一澤、砺（肌）｛（ゴーm一・）…2－p（鵠）＋，星、｝9）｝

となる。ここで、

　　　　　　　　　　△q｛R（9μ）2（ゴー9）｝19⇒一1一一R（ゴー・・肌）2

に注意すると、

　　　拶0（ゴ）＝σ0（肌）＋（ゴー吼）ω・（伽），

　　　　　　　　　　　　　　　　む　　ゴ　　
　　”産（ゴ）＝R（ゴー・，m）2”κ一2（ゴ）＋ΣΣεp（鵬）Φ（ゴ，9，P；ε，吼，η）”卜p－2（9）（κ≧1）

　　　　　　　　　　　　　　　P＝一19＝πし

と表される事が分かる。以後は、§2．2と同様にして、ε1がゴ，乏，肌，πに比べて十分大きいとき、

轟寄）は一π）1こ絶対収束する事が示される・
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4　具体例
　この節では、注意1．2で述べた｛姦｝の4→○○における漸近展開を具体的に計算する。これは・

¢80（ゴ）に関する計算に相当する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ
　　　　　　　　　　　　　　　姦一濠ん（葺・）発・

とおく疋1＝0とおくと形式的に、

　　　　　　　　　　　｛4（4＋・）一ガ｝姦一菖鵠譜鮮

となる。同様に％彗1＝0とおくと、

　　　　　　　　｛乏（乏＋・）一ゴ（ゴ±・）げ一菖媛睾1兼籍虹

となる。これらを・（135）に形式的に代入すると、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　二、卿葦・）隆［｛鵡一ゴ（担）％鱒

　　　　　　　　　　　　一畷＋、＋2ゴ2％急＋｛弔一ゴ（ゴー・）％孟一1｝1一・

を得る。そこで、｛媛｝を

　　　　　　　　｛窃編一ゴ（ゴ＋1）媛＋1｝

　　　　　　　　　　　　一吸＋、＋2ゴ2娠＋鶴一ゴ（ゴー・）媛一1｝一・

の解として定義する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　魂＝ムゴ媛　　　　　、

で媛を定義する。これらは、

　　　　　　　　　△肌（護）＋（1三1）（蕨）一（班左）

を満たす。ここで残は、

　　　　　　噛（ゴ＋斗）％髭＋1－2ゴ2噛（ゴー・）賜孟一1一ゴム多｛σ一・）駕髭一1｝

である。また、g2＝2，妨＝1である（111）ので、

　　　　　　　　　魂一｛1：llll：魂一｛『：㍊

となる。
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　行列Rを
　　　　　　　　　　　R一・一（1三1）F（1、1）

とすると、定数変化公式より、解は、

　　　　　　　　　（壕）一却（屡）＋韓鯉（遥1）

と表示される。ここで、

　　　　　　　一一潅（鼻隼ll茸1：1〕

であるので、Abel変換を用いて計算すると、

　　　　　　媛一包呈c・s誓＋ゴ（ゴー・）u孟一、

　　　　　　　　　　一講｛　（ゴも伽＋融（ゴ調噛

　　　　　　　　　　　　　　ゴー1
が得られる。ここで、ゴ＝0のとき、Σ…＝0と解釈する。特に、

　　　　　　　　　　　　　　P＝0

　　　　　　　　　　　　　　　略一2c・s誓

である。また、κ＞1のとき、

　　　　　媛一ゴ（ゴー・）噛一漸←曲（禦＋儲（ゴ訓噛

となる。従って、特に、次が得られる。

系4．1ゴ≧2に対して

　　　　　　礎一2…誓＋、諾＋、）（価・誓一鰐）＋・（〆）

が成立する。特に、4→Ooのとき、

　　　　　　　　　　　　　　　2＋0　（ゴ…0斑・d6），

　　　　　　　　　　　　　　　1－0　（ゴ≡1mod6），

　　　　　　　　　　　　　　一1－0　　　（ゴ……2　mod6），
　　　　　　　　　　　姦→
　　　　　　　　　　　　　　一2－0　（ゴ≡3mod6），

　　　　　　　　　　　　　　一1＋0　（ゴ≡4m・d6），

　　　　　　　　　　　　　　　1＋0　（ゴ≡5m・d6）

が成立する。
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小研究集会r曲線と曲面の非線型解析」

日程2004年12，月16目（木）一18目（土）

場所埼玉大学大宮ソニックシティカレッジ

　　〒330－8669　さいたま市大宮区桜木町、1－7－5

　　　　ソニックシテ才ビル5階

　　　（te1＆f蹴048－64界4323）

　　JR各線「大宮」駅西口下車徒歩3分
　　詳細は、h七七P＝／／㈱・sai七㎝a一じ・ac・jp／k◎h。／欲ea／satelli七e／iユde琴・h七

　　をご覧下さい。

　　　（埼玉大学のキャンパス内ではありませんのでご注意下さい。）

12月16日　（木）

14：00－14：50　　川久保哲（福岡大理）

　　　　　　　　3次元空間形内のKirchho鉦弾性棒

15：00－15：50 劔持勝衛（東北大理）

平均曲率を保っ周期的回転超曲面の変形にっいて

16こ0（｝一16：50 阪本邦夫（埼玉大理）

．法曲率テンソルに関する変分問題に付いて

12月17目（金）

10：00一：〔0：50 岡部真也（東北大理）

囲む面積が一定な平面弾性閉曲線の運動

11：0（｝一11：50 渡辺宏太郎（防衛大情報工）

弾性エネルギーの変分問題とラプラシアンの

固有値問題の関連について

（裏面に続く）



14：00－14：50

15：00－15：50

16：00－16：50

村井実（龍谷大理工）

回転数一般の場合の最小曲率エネルギー曲線方程式の

大域的解構造

高坂良史（室蘭工業大工）

1’inearized　stability　analysis　of

伍reephaseわ・undarym・tiQnbysurfaced臨si・n

長澤肚之（埼玉大理）

Helfrich変分問題の非軸対称解

12月18目・（土）

10：0（｝一10：50

11：00－11：50

立川篤（東京理科大理工）

恥rmonic　maps　into　Finsler　manifblds

坂元国望（広島大理）

CurvatureHowsandreaction－di鉦usionsystems

on　manifolds

尚、本研究集会は、

　・科学研究費補助金基盤研究C（2）15540195（研究代表者：長澤壮之）

　・21世紀総合研究機構研究プロジェクトAO4－52（研究代表者：長澤壮之）

の援助を受けております。


