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は　し　が　き

　平成15年度から平成17年度にかけて、科学研究費補助金（基盤研究（C））の交付を

受け、r結び目および絡み目の有限デーン手術」の研究を行った。

　デーン手術とは、主に、3次元球面内の結び目または絡み目を用いて、3次元多様体を

生成する方法である。任意の向き付け可能閉3次元多様体は3次元球面内の絡み目のデー

ン手術で得られることが知られている。この研究は、結び目に関してのデーン手術の特徴

付けを目標にしている。

　結び目は、トーラス結び目、サテライト結び目、双曲結び目の3種類に分類されること

が知られている。トーラス結び目とサテライト結び目のデーン手術はある程度特徴付けが

終わっており、双曲結び目の研究が中心課題となる。サーストンの研究により、双曲絡み

目のデーン手術で双曲多様体以外が得られる場合（例外手術と言う）は、非常に限られる

ことが知られている。特に、双曲結び目の場合は、各結び目に対しその数は有限になるた

め、その全てを数え上げることが問題となる。現在、モンテシーノス結び目に付いて、そ

の完全な理解を目指し研究を続けている。モンテシーノス結び目の例外的デーン手術のう

ち、可約な多様体が得られる場合は既に知られていて、さらに最近本質的トーラスが得ら

れる場合の分類がされたので、それ以外の場合である有限な基本群を持つ多様体が得られ

る場合と、ザイフェルト多様体が得られる場合について研究を行った。特に、有限な基本

群をもつ多様体が得られる場合の完全な分類を目標として研究を行ってきた。具体的には、

そのような例外デーン手術を持つ可能性がある結び目の系列は限られているのことが知ら

れているので、それらについて研究を行い、その一部について結果を得た。用いた方法は、

結び目の補空間の基本群のSL（2，C）への表現を用いるものである。しかし、その研究はまだ

途中段階であり、その完全な理解は今後の課題となる。また、その研究過程において、モ

ンテシーノス結び目の外部空問の本質的曲面と、その基本群のSL（2，C）への表現との関係に

関する結果を得た。

　この科学研究費補助金を得て、埼玉大学において「埼玉大学木曜セミナー」を開催する

ことが出来、多くの方に講演を頂いた。その講演のタイトルと、アブストラクトを掲載す

る。講演頂いた方に、この場を借りてお礼を申し上げます。

　最後に、3年間の研究期間、研究にご協力頂いた研究分担者の方々に、心よりお礼申し

上げます。
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研究経費により支援したセミナー

当研究経費を用いて、「埼玉大学木曜セミナー」の講演者の一部に対し、旅費、謝金等の支

給を行った。以下、埼玉大学木曜セミナーの講演タイトルとアブストラクトを挙げる。

平成15年度（2003年度）

講演者　：山田裕一氏（電気通信大）

タイトル：レンズ空問を生み出すある結び目族と平面曲線

日時　：2003年5月8日（木）午後3時～4時30分

アブストラクト　：　」．Berge氏は1990年頃に結び目のDehnsurgeryでレンズ空間

を生み出す例と構造を考察しました．その中のある族について，特異点とFramed　Link

の視点から考察すると，連分数，ユークリッド互除法，平面曲線など数学的に広がりのあ

る現象が見えてきます．

講演者　：新國亮氏（早稲田大）

タイトル　：境界空間グラフについて（新庄玲子氏（早大教育）との共同研究）

日時：2003年5月29日（木）午後3時～4時30分

アブストラクト　：境界絡み目の一般化として，グラフの3次元球面への境界空問埋め込み

というものを考えます．どんなグラフにも境界空間埋め込みが存在するとは限りません．

本講演では，まず境界空間埋め込みを持つグラフの特徴付けを行い，更に，境界空間埋め込

みの幾何的な性質に言及したいと思います．

講演者：大久保貴章氏（埼玉大）

タイトル　：CR　Einstein－Wby1構造（阪本邦夫先生（埼大理）との共同研究）

日時：2003年6月5日（木）午後3時～4時30分

アブストラクト：Einstein・WOy1構造は，Einstein構造の共形幾何への自然な一般化と考

えられます。私たちは今回，このEinstein・Wey1構造をCR多様体上で考えました。ただ，

CR多様体には，hyperdistribution上にしか自然に共形構造が入りません。本講演では，

このhyperdistributionの共形構造に関するEinstein・W6y1構造を，もともとあるCR

構造に逆らわずに定義し，そのような構造を持っ多様体の例もお話しできればと思います。

講演者：Yacoub　Ould　Mohamed　AbdeHahmane氏（日本学術振興会外国人特別研究員、

埼玉大滞在）

タイトル　：Kuiper・Kuo　Theorerm

日時：2003年6月19日（木）午後3時～4時30分



アブストラクト　：CO・sufEciency　problem，which　I　state　below　in　re＆1analytic　case，is

one　ofthe五mdamental　problem　in　singularity　theory　Consider　a　real　analytic　fUnction

with　Taylor　expansion

　　f（x）＝Hk（x）＋．．．，（x　in　Rn，Hi　homogeneous）

　　Find　the　smallest　integer　r　such　that　all　terms　of　degree＞＝r＋1can　be　omitted

without　e価cting　the　local　topologic段1picture　of£

　　This　problem　is　answered　by　N．Kuiper　and　T－C，Kuo　independently　at　the　end　of

60’s

　　Theorem．If　I　Grad　f（x）i＞＝I　x　I（r1），x　ne＆r　O，then　f　and　Hk＋＿。．＋Hr　are

topologically　equivalent．

　　I　am　going　to　talk＆bout　generaliz＆tion　of　this　theorem，which　are　described　by

weighted　Taylor　expansion　and　Taylor　expansion　related　with　Newton　filtr＆tion．

講演者　：石川昌治氏（東京工業大）

タイトル：平面曲線特異点とDivide

日時：2003年7月24日（木）午後1時30分～3時3時30分～5時

アブストラクト　：Divideとそのリンク及びファイバー束の構成法を平面曲線特異点のミ

ルナー束の立場から解説します．

講演者　：石川昌治氏（東京工業大）

タイトル：Divideから構成される3次元多様体の正オープンブック分解について

日時：2003年7月30日（水）午後1時30分～3時3時30分～5時

アブストラクト　：Stein　fillableな3次元多様体の内の任意の結び目に対し，それを

bindingに含む正オープンブック分解が構成できることをdivideを使って示します．

講演者：本田友美氏（埼玉大）

タイトル　：Acharacterization　ofnon・integrable　Pfa笛＆n　systems　fbr　contact　systems

日時：2003年10月2日（木）午後3時～4時30分

アブストラクト　：今回の講演の目的はDarboux　theoremを一般化することで、P魚fEan

systemの底空間をあるジェット空間に埋め込んで、与えられたsystemが接触式系あるい

は偏微分方程式（系）から得られるsystemと局所的には同じと見なせるための条件について、

考察した結果を述べたいと思います。

講演者　：鈴木正明氏（東京大）

タイトル：写像類群とマグナス表現

日時：2003年10月23日（木）午後4時～5時30分



アブストラクト　：曲面の写像類群は曲面の向きを保つ微分同相写像のイソトピー類全体と

して定義される。写像類群は、3次元多様体とHeegaard分解を使うと密接に関係するこ

とや、複素解析や代数幾何の研究対象でもあるリーマン面のモジュライ空間に関係するこ

となどから、トポロジーだけにはとどまららず、研究対象としての重要である。

この講演では、前半では写像類群の基本的な事実をサーベイ的に概観する。具体的には、

写像類群の表示や、重要な部分群であるトレリ群の構造について触れる。後半では、写像

類群の線形性問題に着目し、マグナス表現について話をする。

講演者：Goulwen　Fichou氏

タイトル　：Invari＆nts　fbr　the　blow・Nash　equivalence

日時：2003年10月30日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト　：W6present　an　application　ofmotivic　integration　to　the　study　ofreal

an＆lytic　function　germs。Via　the　construction　of　the　virtual　Poincar￥’e　polynomial　of

arc・symmetric　sets，we　define　zeta　functions　ofa　real　analytic　function　germ．They　are

invariants　fbr　the　blow・Nash　equiv＆1ence　ofNash　function　germs．The　key　ingredient　is

the　motivic　integr＆tion，a　theory　due　to　M。Kontsevich，and（leveloppe（l　essentially　by　J．

Denefand　E　LoeseL

講演者　：Juergen　Saa1氏（北海道大）

タイトル　：HOO－calculus　fbr　the　Stokes　oper＆tor　on　Lq・spaces

日時12003年11月20日（木）午後4時～5時30分

講演者　：本田友美氏（埼玉大）

タイトル　：二階偏微分方程式（系）の局所モデル

日時：2003年11月27日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト　：

まず，本講演で用いるDarbouxの定理の捉え方を「P魚ff系の局所モデルがJl（Rh，R）上の

接触系となるための必要十分条件を与えた定理」と解．釈します．前回，この定理を

Jr（Rh，Rq）に拡張した結果を与えましたが，今回はこの定理を応用して，局所モデルが二階

偏微分方程式（系）から得られるP魚ff系の場合についての性質，それから，このモデルを

P魚ff系の不変量で特徴付けた結果についてお話したいと思います．

講演者　1野口　明生氏（東京工業大）

タイトル：力学系ゼータ関数としてのアレクサンダー多項式

日時：2003年12月4日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト　：



結び目の不変量のアレクサンダー多項式は，ある特別な力学系ゼータ関数と見ることが出

来ます．そこでアレクサンダー多項式をゼータ関数として研究する手法が考えられるわけ

です．特にヴェイユ予想との類似を考えることは非常に有効でこれによって得られる性質

についてお話します．



平成16年度（2004年度）

講演者　：畠中英里氏（東京工業大）

タイトル：分岐被覆表示から得られる3次元多様体の不変量

日時：2004年5月20日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト　：任意の向きづけられた3次元閉多様体は，絡み目で分岐する3次元球面

の3重分岐被覆として表されることがわかっています．このことから，分岐集合である絡

み目を3次元多様体の一つの表示方法と見ることができます．この講演では，この表示方

法を使って得られるような3次元多様体の不変量を構成することを考えます．なお，分岐

被覆に関する基本的な知識から解説する予定です

講演者：鳥巣伊知郎氏（秋田大）

タイトル：stronglyn－triviallink　lこついて

日時：2004年7月1日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト　1近年、結び目および3次元多様体の有限型不変量の研究と密接に関係す

るものとしてstrongly　n－trivial　linkという絡み目のクラスが注目されている。strongly

n・trivial　linkの一般的な性質の解明はまだ始まったばかりのようであるが、例えば堤幸博

氏はこれがboundarylinkになることを示している。本講演ではstronglyn・triviallink　lこ

ついて講演者による切り貼りの3次元トポロジーを用いた研究を中心に解説する。

講演者　：Yacoub　Ould　MohamedAbderrahmane氏（日本学術振興会外国人特別研究員、

埼玉大滞在）

タイトル　：On　the　defbrmation　with　constant　Milnomumber　and　Newton　polyhedro

日時：2004年7月22日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト　：Although　p・constant　families　of　isolated　hypersur魚ce　singularities

have　been　studied　fbr　many　yea．rs，the　complete　answers　to　the　fbllowing　questions　are

still　not　known．

　　1．Is　any11・constant　defbrmation　topologically　trivia1？

　　2．Is＆nyp・constant　defbrmation　equimultiple？

Ybt，under　some＆ddition＆1assumptions，positive　answer　have　been　given。In　particula．葛

the　Le・Ramanujan　theorem　answers　positively　the五rst　question　fbr　all　dimension

except　the　families　ofisolate（l　surface　singularities．In　my　talk，I　want　to　give　a　positive

answer　fbr　families　non・degenerate　in　the　sense　ofKouchnirenko、

講演者　：市原一裕氏（大阪産業大）

タイトル　：Integralnon・hyperbolikesurgery



~E~ : 2004~l~8~I 5 ~(A~) ~Pf'~~" 4B~-5E~30~~ 

7 j;~ ~ ~ i~ h : It is conjectured that a hyperbolic knot admits at most ten exceptional 

(= non-hyperbolic) surgeries. In this talk, we will review the results about this 

conjecture, and report the recent result by the speaker which concerns integral 

non-hyperbolike surgeries on hyperbolic knots in the 3-sphere. 

~7~~~ : EEI~~ ~~~; (;E:;~~7~~) 

~7~r h)~ : ~~~~;/~~i~AEElx'~*"~~~~:~+~f~~)~~J~1~~:177~ 

~R~ : 2004~l~9~I 24 ~(~~) !pf'~~~4R~-5E~30~~ 

7 j;~ ~ ~ ~ h : First I would like to recall some basic facts from the theory on the 

classical hypergeometric functions after Gauss and the generalized hypergeometric 

functions after Pochhammer. It turns out that the period integrals for certain class of 

affine complete intersections are expressed by means of the Pochhammer's 

hypergeometric functions. This situation allows us to calculate concretely the 

monodromy of the period integrals around singular loci. In particular cases, the calculus 

of the monodromy representation can be applied to verify homological mirror symmetry 

hypothesis. As an example, we see that the projective space and a complete intersection 

proposed by Givental' are in mirror symmetric relation. 

~~~_~~~ : David Trotman ~~ (Mrseille, Universite' de Provence) 

~~rf h)~ : Normal cones ofregular stratified sets 

~R~ : 2004~~9 ~J 28 ~(~k) ~pfi'~~" 4~~-5~~30~> 

7 j;~ h ~ ~ ~ : With P. Orro the author showed in 2002 that the normal cones of 

generalised smooth Kuo-Verdier stratified sets possess good properties first obtained by 

Hironaka for analytic Whitney stratifications. We describe an example of a definable 

log-analytic Whitney stratified set without these properties, and recent related results 

of Ferrarotti, Fortuna and Wilson about approximating a set by its normal cone. 

~{~r~~ ,~fEE -1~i~~;~f~: (~2~;)~) 

~7 ~ h )~ : Whitney's umbrellas in stable perturbations of a map germ from (Rn, O)-

(R2n- 1, O) 

~R~ : 2004~lE 10 ~l 7 ~(~1~) ~pf='~~" 4~~-5R~30~~ 

Let f (Rn, O)- (Rp, O) be a COO map~germ. We are interested in 7j;~h~~h : 
whether the number of modulo 2 of stable singular points of having codimension n that 

appear near the origin in a generic perturbation of f is a topological invariant. In this 

paper we concentrate on investigating the problem when p is 2n-1, where stable 



singular　points　of　codimension　n　are　only　Whitney『s　umbrellas，and　give　a　positive

answer　to　the　problem．

講演者　：本田友美氏（埼玉大）

タイトル：SingularitiesofTruck－Trailers

日時：2004年10月14（木）午後4時～5時30分

アブストラクト　：長さrのGoursatstruct皿eとは，r＋2次元多様体上rank2の

distributionでブラケット積によってrankが1ずつ増えるdistributionの増加列が出

来るものを指す．Go皿sat　structureには特異点があり，r＝7まで分類可能である．一方

（r＋1）個のトレイラーを引っ張るトラックの運動において，それに付随するdistribution

はGo皿sat　structureと同一視できることが知られている．本講演では，トラック・トレイ

ラーの運動においてどのような状態が特異点になるのか分類法を与え，そこからわかる

Montgomery・Zhitomirskiiが得た分類法との相関関係を考察する．

講演者：柳井佳奈氏（お茶の水女子大）

タイトル：Relations　offbrm＆1dif色omorphisms（中居功先生（お茶大理）との共同研究）

日時：2004年11月4日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト：2つのdif驚oが互いに可換ならばその間に自明でないrelationはたくさ

んある．では，互いに非可換な2つのdiflboの間には自明でないre1＆tionがあるだろうか？

あるとしたらどのようなrelationか？この問題は，1991年にR．V　ChaconとA．T。Fomenko

によって定義されたリー積分の形式ベクトル場としてのテイラー展開の係数を計算するこ

とに帰着します，この講演では，リー積分の歴史的背景の解説（C＆mpbe11－BakerHausdor£f

の公式，自励系でない常微分方程式の解の表示）から始め，fbrmaldiflboのrelationについ

て得られたいくつかの結果を紹介したいと思います．

講演者：長瀬　正義氏（埼玉大）

タイトル：DiracのディラックとAtiyah－Singerのディラック

日時：2004年11月25日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト　：単なる一階の楕円型偏微分作用素にすぎないディラック作用素に幾何学

者は50年ほど注目し続けてきた。如何にもそれっぽいディラック作用素誕生物語。予備知

識不要。解析系の学生諸君も聞いてみませんか！

講演者：Aris　Daniilodis氏（UniversitatAutonom＆de　Barcelona）

タイトル：The　Morse・Sard　theorem　fbr　non－dif驚rentiable　locally　Lipschitz　fhnctions，

with　applic＆tions　to　subgradient　dyn＆mical　systems（joint　work　with　J．Bolte　and　A．

Lewis）

日時：2004年12月2日（木）午後4時～5時30分



7 j ;~ ~ ~ ~ h : In this talk, we use tools from nonsmooth analysis to study 

nondifferentiable locally Lipschitz continuous functions. In particular, using the notion 

of subdifferential, we extend the notion of "critical point" to the singular points of the 

function and we formulate nonsmooth versions of the Morse-Sard theorem and the 

Lojasiewicz gradient inequality, provided the graphs of functions are semialgebraic or 

subanalytic sets. We illustrate explicitely the case of convex functions, for which the 

convergence of maximal trajectories of the corresponding subgradient differential 

inclusion follows. This fact yields an explicit estimation for the rate of convergence of 

the steepest descent algorithm. 
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Foliations in pre-Poisson geometry 



~~~1 7~~L~ (2 O O 5~~L~) 

~~~_~~.~ : Carles Bivia-Ausina ~: (Universitat Politecnica de Valencia) 

~1 ~r h )~ : Lojasiewicz exponents at infinity and Newton polyhedra 
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7 j;~ h ~ ~ h : Given a real polynomial map F : Rn-Rn we show a method to give a 

lower bound for the ALojasiewicz exponent at infinity of F, denoted by L1(F), via 

Newton polyhedra and a suitable non-degeneracy condition imposed on F. The 

mentioned lower bound will be positive in some cases and it will reach the number L1(F) 

for a signi cant class of polynomial maps. One of the motivations of our task is that the 

condition L1(F) > o is equivalent to the properness of F, moreover by a result of 

Hadamard, if F is a proper local diffeomorphism then F is a global diffeomorphism. 

Then giving a positive lower bound for L1(F) forces the map F to be a diffeomorphism if 

the Jacobian determinant is non-zero everywhere. 

~(~~~_~~ : Nicolas Dutertre ~~ (Universite de Provence) 

~7 rf h )~ : Curvature integrals ofthe real Milnor fibre 
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~7~ h)~ : Absolute total curvature for polyhedral 2-knots 
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7 j;~ ~ ~ ~ ~ : In Milnor's paper[1], he defined the total curvature for polygonal 

closed curves in R~, and proved it can be estimated by the bridge number. 

Kuiper[2] defined the superbridge number and proved the total curvature can be 

estimated by the superbridge number. These estimates are the following. 

Theorem (Milnor, Kuiper) 

Let K be a classical knot, b(K) the bridge number and s(K) the superbridge number. 

Then 2nb(K) ~K (K) ~ 2HS(K) . 

We will define the absolute total curvature of polyhedral 2-knots, generalize the concept 

of the bridge number and the superbridge number and give similar estimates. 

Apo]yhedral2-knot K is a 2-sphere embedded in R4 with a finite cell complex structure 

such that any edges are line segments in R4, and that any faces are subsets of some 

2-dimensional Euclidian subspace in R4. 



The crookedness cr(K,u) of K is the number of connected components of critical points of 

the orthogonal projection K->Ru where u is a unit vector of R4. 

The minimal number of the crookedness and the maximal number of the crookedness of 

K are respectively defined to be b(K)=min*cr(K,u) and s(K)=max*cr(K,u), where u 

ranges over all the unit vectors of R4. 

Let clv;i be angles between ei and ei+1 measured on Ki Where ei and ei+1 are adjoint edges 

incident to a vertex v of K. 

The deL1cl~ncy at v, denoted by d+, is define to be d+=2n-~ctv;i and the ahsolute total 

curvature K(K) of K are defined to be K(K)=~+ I dv I . 

Main Theorem 

Let K be a polyhedral 2-knot with valency three at each vertex. Then 2llb(K)<K(K)< 

2n s(K) . 

The following Corollary can be proved by using Scharlemann's theorem[3] . 

Corollary 

Let K be a polyhedral 2-knot with valency three at each vertex. If K is nontrivial, K(K) is 

grater than or equal to 12H. 

To prove Main Theorem and Corollary, we will prove following Theorem A. 

Throrem A 

For any polyhedral 2-knot K with valency three at each vertex, the following equality 

for the Lebesgue integral holds: 

Js3cr(K,u)dV=11(S3)K(K)/2n, where dV is the volume form of S3 and p( ' ) is the volume of 

the subset of S3 

References 

[1] J. Milnor, On the total curvature of knots, Ann. ofMath. 52 (1950), 248--260. 

[2] N. H. Kuiper, A new knot invariant, Math. Ann. 278 (1987), 193--209. 
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日時：2005年5月12日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト　：自由群の自己同型群は曲面の写像類群と関連して、位相幾何学的にも

興味深い群である。講演では、特に、そのねじれ係数1次元（コ）ホモロジー群に関して得ら

れた結果を紹介したい。また、森田茂之先生による、写像類群の（コ）ホモロジー群につ

いての結果との関係についても述べる。講演では、一般的に、群の表示を用いて1次元の（コ）

ホモロジー群が計算できることなども述べたい。

講演者：石原　海氏（埼玉大学）

タイトル：Dehn　s皿geries　on　tunnel　number　one　links　yielding　the3・sphere

日時：2005年6月23日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト　：Gordon＆nd　Luecke　showed　that　knots　are　determined　by　their

complements。So　a　non－trivi段1Dehn　surgery　on　a　non・trivial　knot　does　not　yield　the

3・sphere．But　the　case　of　links　is　dif壬brent．Berge　constructed　some　examples　of

2・component　links　with　interesting　properties．

By　extending　Bergegs　method，we　construct　infinitely　many　mutu＆11y　distinct　examples

of　tunnel　number　one　links，such　that　their　components　are　non・trivia1，that　the

exteriors　do　not　contain　essential　annuli　and　non－trivial　Dehn　s皿geries　on　them　yield

the3－sphere．

講演者　：大久保貴章氏（埼玉大学）

タイトル：CR　Einstein・W6yl構造とcanonicalbundleの接続について

日時：2005年7月14日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト　：非退化CR多様体は，hyperdistribution上にLevi　fbrmと呼ばれる

エルミート形式の自然な共形類をもちます．したがって，古くからCR多様体上の幾何は，

通常のRiemann計量からなる共形類をもつ共形多様体上の幾何と対比されてみられてき

ています．共形幾何で，そうであるように，CR幾何においても，Levifbrmの選択に不変

である対象を研究することが有意義なのです．このような対象の1つであるCR

Einstein・W6yl構造について，講演者は存在問題を考え，そして1つの結果を得ましたの

で，それをお話します．この結果には，CR多様体上のcanonical　bundleの接続が深く関

係しており，そのことから，興味深い例をいくつか得ましたので，それも含めてお話した

いと思います．

講演者：新田洋平氏（埼玉大学）

タイトル：複素空問型に於ける複素部分多様体の法曲率テンソルに関する変分問題

日時：2005年12月1日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト：複素多様体から複素空間型へのKaehlerimmersionを変形することで，



法バンドルに於けるYangMills積分の変分問題を考察し，EulerLagrange方程式を与え

る．更に，EulerLagrange方程式を満たす複素射影空問内のコンパクトな複素超曲面は，

複素超平面とcomplexhyperquadricに限ることを示す．

尚，同内容の講演を12月19～21日に埼玉大学で行なわれる研究集会「曲線と曲面の非線

型解析」に於いても，発表する予定です．

講演者　：竹内　潔氏（筑波大学）

タイトル：位相的ラドン変換と射影双対性について（東京大学院生、松井優氏との共同研

究）

日時12005年12月15日（木）午後4時～5時30分

アブストラクト　：本講演では、代数幾何における射影双対性を代数解析的手法を用いて

調べるアプローチについてお話したい。D加群、交叉コホモロジーなどの発展を契機とし

て整備された、構成可能層の理論が証明に用いられる。この理論の概説とともに、時間が

許せば特異多様体の特性類理論との関係にも言及したい。

日時：2006年2月7日（火）午後4時～5時30分

講演者　：久保井啓成氏（埼玉大学）

タイトル：Classification　ofaltemating　links　with　tunnel　number　one

アブストラクト　：Altem＆ting　links　and　tunnel　number　one　links　have　studied　fbr　a

long　time．The　classification　of　unknotting　tunnels　fbr2・bridge　link　is　done　by

Adams・Raid　and　Kuhn，an（l　fbr2・bridge　knot　is　done　by　Kob＆y＆shi．

In　this　t＆lk，we　will　gave　a　classific＆tion　of　tunnel　number　one　altemating　links　and

their　unknotting　tunnels．This　is　an　extension　fbr　the　link　case　ofa　Lackenbゾs　theorem。

W6exten（l　Lackenby，s＆rgumets　to　prove　our　theorem．Main　ideas　used　here　are

theories　about　normal　s皿魚ces，Heegaard　splittings　and　Menasco’s　techni“ue．

講演者　：石原海氏（埼玉大学）

タイトル：On　hyperbolic　knots　with　two　small　Seifbrt　Hbered　Dehn　surgeries

アブストラクト　：Wb　construct　infinitely　many　examples　oftumel　mmber　one

hyperbolic　knots　which　have　two　successive　integral　slopes　ofsmall　Sei蝕tfibered　Dehn

surgenes・



研究成果

1．T＆ngle　sum　and　constructible　spheres／M．Hachimori＆nd：K．Shimok＆wa，

　」’．Knot　Theory　Rami丘cations13（2004）373－383．

2．Essentiallaminations　andbranched　su曲cesinthe　exteriorsoflinksIM．

　Brittenham，C．Hayashi，M．Hirasawa，T：Kobayashi　and　K．Shimokawa，

　Japan．」．Math．31（2005）25－96．

3．下川　航也　「最近のDehn　surgeryのいくつかの話題について」、研究集会

　　「結び目と多様体の幾何と代数II」報告集，2003年12月．

4．下川　航也　r解かれつつあるポアンカレ予想」、講演スライド

　本研究課題の理解のために有用であると思われるため収録した。）

（これは、



最近のDEHN　SURGERYのいくつかの話題について

下川航也

　　　　　　　　　　　　　　　1．INTRODUCTION

　この報告では、最近のDehnsurgeryのいくつかの話題を取りあえげ、紹介したいと思う。
今回の内容は、大きく分けると二つで、一つめが、hyperbolic　knotのexceptional　surgery

の特徴付けに関しての話題（§2）で、もう一つが、linkのDehn　surgeryについての話題（§3）

である。

　　　　　　　2．ExCEPTIONAL　SuRGERY　AND　BOuNDARY　SLOPEs

　この章では、hyperbolic　knotのexceptional　surgeryについて、それをどのように特徴

付けることが出来るか？という問題に対して、S3の場合についての一つのアプローチを紹

介する。（ここでは簡単のため、S3として話しをしているが、ほとんどはhomotopy　S3で
構わない。）まず、Dehn　surgeryの定義と記号の導入をする。

　κをS3のknotとし、E（κ）＝S3－intN（κ）でそのexteriorを表すとする。いま、prim－

itive　classッ∈H1（∂E（κ）；Z）を取る（つまり、他の元の整数倍でかけないもの）。m、4を

κのmeridianとlongitudeとし、ッがαm＋梶と表されているとする。このとき、ッに対
し7二号∈Qu結｝を対応させることを考え、それを5！opεと呼ぶことにする。knot　Kと
slope7が与えられると、κ（7）二El（κ）噛；（∂p2×｛。｝）（P2×S1）により、新しい3．manifold

が考えることが出来る。この操作をP餉η5u㎎ε7gと言う。linkの場合も同様に』考えるこ
とが出来る。ただし、linkの場合には、slopeの変わりに510pεroωと呼ばれるslopeの組
を取る必要がある。この章では、hyperbolic　knotのDehn　surgeryについて考える。

Definition2。1．κをS3のhyperbolic　knot（つまりS3一κに完備有限体積双曲構造が
入る）とするとき、κ（7）がnon－hyperbolicとなるとき、このDehnsurgeryをεzcθp伽ηαZ
5財㎎θ7ッといい、7をεのCεp拓0η認蕊opθとし・う。

　hyperbolic　knotのDehn　surgeryに関しては、まず、次の結果がある。

Theorem2．2（Thurston）．各⑳pε7わo伽κηoオに対し、θzcθp伽ηαZ5Zopθ5の数は有限で
ある。

　そうすると、問題は、この例外を調べることになる。つまり、

Problem2．3．ん卯ε7δo伽κηoオのεzcε卿oηα1甜四ε卿を特徴付けよ。

　となるわけだが、rどの様に特徴付けるか」も問題になって来る。その問題は、rどのよ
うなhyperbolicknotが、どのようなtypeのexceptionalsurgeryを持つか」、そして、rど
んなslopeがexceptional　slopeとなるか」、という（相互に関係した）2つの問題になるが、

ここでは、後者を考え、それに関しての一つの考察を行う。exceptional　surgeryの特徴付
けは、Kirbyの問題集［20］のProblem1．77、［3］、［13］、［14］、［24］などが詳しい。

　その問題について、次の問題を考えてみる。

Question2．4．5mα」仇卯εrδoz¢oκηoオのθ¢oθP伽ηα」510Pθは、実数直線上で、ある2つの

5εpα剛伽gε55ε襯α傭U吻Cθのδ0雛4α卿5Jopθの問に見つかるか9

　This　research　is　par七ially　supported　by　the　Japan　Society　for　the　Promotion　of　Science，Grant－in－Ai（i

£・rScienti丘cResearch（C）（2）1554006L
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　ただし、exceptional　slopeがboundaryslopeの場合は、命題は成立していると考えるこ
とにする。そのexteriorに境界に平行でないincompressible　closed　s皿faceを持たないと

き、knotを5mαllと言う。また、E（K）のessential　surfaceで、その境界の各成分のslope

が7となるものが存在するとき、7をκのわo槻4α卿sJopεという。knotのboundary　slope
の計算については、［19］、［181、［10］等がある。

2．1．Examples．Question2．4の答えがYosではないか、ということの状況証拠を挙げて

みる。（しかし、現在のところ、答えがY6sであるということの理論的根拠は無い。Noと
なるようなknotの存在の可能性も多いにありえることを注意しておく。）
　以下の表では、torをtoroidal　slope（κ（7）にessential　torusあり）、cycをcyclic　slope

（π1（κ（r））が有限巡回群）、且nを且nite　slope（π1（κ（7））が有限群で巡回群ではない）、Seifert

をSeifertslope（または、Sei£ertfiberingslope、Seifertfiberedslope。ここでは、π1（K（γ））

が無限群で、κ（7）がSeifert飾eredspaceの構造を持つとする。下の場合は、S2上のSeifert

丘beredspaceで、exceptional飾erが3本のものとなる。）、bdryをboundaryslopeとする。
　pretzel　knotとtwist　knotを例に取り、考察してみる。（125，section41参照。）

　まず、（一2，3，7）pretzel　knotについては、次を得る。

slopes 16 17 18 鉦 19 20

types tor
f
i
n cyc

tor cyc tor

TABLE　L　Exceptional　slopes　and　boundary　slopes　of　the（一2，3，7）pretzel

knot

　ただし、ここで、K（18）ニL（18，5）であり、κ（19）＝L（19，7）である。さらに、slope　O

はnon－strictboun（iaryslope（i．e，fibrationのfiberのboundryslope）であり、separating

surfaceのboundary　slopeではない・（［20，Problem1．77］他参照・）また、Kがhyperbolic

より、toroidalslopeは、boundaryslopeである。
　さらに、（一2，3，9）pretzelknotについて。

slopes 16 22 壁 23 24

types bdry
f
i
n
bdry

f
i
n
bdry

TABLE2，Exceptional　slopes　and　boundary　slopes　of　the（一2，3，9）pretzel

knot

また、（一2，3，η）pretzel　knot（η≠1，3，5，7，9）については、Seifert　slopeが存在する。

slopes 16 2η十4 2η十5 2η十6
η2＿η＿5

蛭
types bdry Seifert Sei£ert bdryF bdry

TABLE3．Exceptional　slopes　and　bounclary　slopes　of　the（一2，3，η）pretzel

knot（η≧11〉

slopes 2（η＋1）2 2η十4 2η十5 2η十6 10

types bdry Seifαt Seifαt bdry bdry

TABLE4。Exceptional　slopes　and　boundaryF　slopes　of　the（一2，3，η）pretzel

knot（η＜0）

次に、twist　knotκη（η≠0，1）について見てみる。
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slopes 一（4η＋2） 一4 一3 一2 一1 0
types bdry bdry Seifert Seifert Seifert bdry

TABLE5・Exceptional　slopes　and　boundary　slopes　ofκη（η≧2）

slopes 一4 一3 一2 一1 0 一4η
types bdry Seifert Seifert Seifert bdry bdry

TABLE6，Exceptional　slopes　an（i　boundary　slopes　of塩（η≦一1）

○く…，

2ηcrossings

FIGuRE1．The　twist　knot　Kη．

　と言うわけで、これらの例についてはQuestion2，4の答えはY6sである。Question2．4
の一般的な解答はまだ知られていない。

2．2．Known　results．次に、slopeのtypeを特定したときに、どのような範囲に収まる
かを考えてみる。

Theorem2．5（DunHeld［9］）．κを5㎜αZ仇gpε7δoZ¢cκηo孟とし、7をoΨo伽5Jopθとする。こ

のとき、開区間（7－1，7＋1）⊂Rに5εpαrα伽g側吻cεのわ側ηdα卿5Jopεあり。

　この定理を言い替えると、次のようになる。

Corollary2．6（Dunfield）．κを5mα」仇鯉θrわo伽κηo孟とし、7を卿痂c5Jopεとする。51

と52を3θ郷7傭ηgε55ε襯α」5ゆCεのわ0脱η4α卿5Jopθのうち、Q上で最小と最大のものと

する。このとき、51－1＜7＜52＋1である。

　このCorollaryは、最近Mattmanにより改良されている。

Theorem2．7（Mattman［29］）．κをS3の5mαJJ⑳pθ7わo伽κηoオとし、γを⑳傭c5Jopεと

する。81と52を5θ郷偶翻ηgθ55θ襯α」5蜘0εのわ0槻4α矧3Zopθのうち、Q上で最小と最大

のものとする。このとき、51一看≦7≦52＋巻である。

　証明は、Culler．Shalen　norm（後述）のfundamental　polygonの初等幾何的考察による。

　次に、finiteslopeについて。

Theorem2．8（Ishikawa－Mattman－Shimokawal25］）．κをS3の5mαJlん卯ε7δo伽んη06と

し、7を∫∫η伽5Jopεとする。51と52を5θp伽α伽gε55θ漉α」5蜘Cεのわ0槻4α卿5Zopεのう

ち、Q上で最小と最大のものとする。このとき、51－3≦7≦52＋3である。

　ここでは我々は、trace　function（後述）と呼ばれる関数の、ideal　point（後述）での極の次

数の計算を用いた。

　さて、hyperbolic　knotのexceptional　surgeryの予想で、これ以外の重要な問題を、こ

こでは2つだけ挙げておく。

Conjecture2．9（Gordon［20］）。κをS3のん鯉θ殆o伽κηo渉とし、砦をεzcθ卿oηα」5Jopεと

する。このとき、Id≦2で、1δ1二2のときはオ070掘砧
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Conjecture2．10（Goda－Teragaito［12］）。κをS3の勿pε殆o伽んη説とし、K（7）が」εη5

5pαcεであるとする。このとき、κは∫2bεrε“”孟で、2g（κ）＋8≦回≦4g（K）一1。

　　　　　　　　　　　　3．DEHN　SuRGERY　ON　LINKS

　ここではlinkのDehn　surgeryについて、いくつかの問題を挙げる。特に、ここでは次

の3つの問題を考える。

　（1）Boundary・slopes　of　links（Dehn　surgeries　yielding　essential　surfaces）

　（2）Dehn　surgery　on　links　in　S3yielding　S3

　（3）Exceptional　surgery　on　hyperbolic　links

3，1．Boundary　slopes　of　links．ここでは、1inkのboundary　slope　rowsについて考察

する。linkの場合には、essential　surfaceに対し、各∂E（κ）の成分でslopeが定まる。そ

れを並べたものを、ここではZh乱ng［38］の用語を用いてわo肌4α吻510pε7側と言うことに

する。linkのboundary　slope　rowについては、Hatcherの以下の結果がある。

Theorem3・1（Hatcher［17］）・伽κのδo槻4α795Jopεro鵬のなす空間の次元は、伽κの

comp侃θ耐の数より少ない。

　knotを一つ固定すると、そのboundary　slopeの数は有限個であったが、linkの場合に

は、無限個出てくる可能性がある。

　linkのboundarysloperowsについてはFloyd－Hatcher［111が2－bridgelinkのboundary
slope　rowsのなす空問の決定をしている。また、Zhang［38］はboundary　slope　rowsに沿っ

たDehn　surgeryの研究をしている。

3．1．1，0uJ♂ε7－3んα♂θη理論．ここでは、Culler－Shalen理論を用いると、いくつかの1inkの

boundary　slopeの計算が行えることを紹介する。Culler－Shalen理論は、［8］、［7］、［34］を

参照して欲しい。

　言葉を準備する。この章では、Mを3－mani£01dとする。π1（M）は有限表示群であると
し、そのS五2（C）への表現全体のなす空問をR（M）とかく。つまり、R（M）ニ1∫om（π1（M），

S玩（C））＝｛ρ：π1（M）→S五2（C）｝であり、これをrεp7ε5εη嬬ωηm7観gという。また、

SL2（C）への表現の指標全体の空問X（M）ニ｛Xρ：π1（M）→C｝をcんα7α伽7脇7乞吻とい
う。Culler－Shalen［8］により、charactervarietyは閉代数的集合であることが示されている。

　ッ∈π1（M）に対し、4：X（M）→Cを、Xρけ4（Xρ）ニtrace（ρ（ッ））で定義し、伽cε

九ηcオ¢oπという。X（M）内に（複素）曲線Xoを取る。（これは、既約な成分として取っても

良いし、2次元以上の既約な成分の代数的部分集合でも良い。）例えば、Mがhyperbolic
knot　exteriorの場合には、Thurstonにより、discrete　faithful　representationの指標を含

む既約な成分は、曲線となる。（［7］参照。）Xoに対し、滑らかな射影的曲線で、Xと双

有理同値なものをXoとする。Mの¢4εαZ　po編とは、Xoの元で、Xoから来ていないも
のとする。（つまり、ideal　point全体の空問をZで書くことにすると、（大雑把に書くと）

Z＝Xo－Xoとなる。）

Theorem3．2（Culler．Shalen［8］）．Mの乞4θαJpo乞財から、M内のε55ε漉α」8εpαr傭ηg5鋤7一

血oεを構成できる。

　逆に、essential　surfaceは、ideal　pointから構成できるのだろうか？それに関しては、

次の問いがある。

Question3．3（Cooper－Long［61，Schanuel－Zhang［33］）。⑳pεめo伽κηo孟のε撹碗07のε55εη一

渉弼5θpα剛伽g5U吻Cεの60冠煽α79510pεは、乞4θαJpO傭から構成されるε55θ航αZ5θpα7傭％g

側巾cεのものか9
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　この問いに関しては、“hyperbolic　knotのexterior”という条件は大事である。それ以
外については、Motegi［32］によりgraphmanifbldのessentialtorus、Boyer．Zhang［4］によ

りhyperbolic3－manifold内のclosed　surface、Schanuel－Zhang［33］により境界がtorusの

irreducible3－mani£oldのessential　surfaceのboundary　slopeで、それぞれideal　pointから

得られないものが存在することが示されている。

　ここでは用いないが、Culler．Shalen　normの定義も見ておく。ここでは∂Mはtorusとす
る。まず、ッ∈π1（∂M）望H1（∂ハ41Z）に対し、写像A＝巧一4：又o→CP1を考える。この

とき、ッの0捌εγ一Sんα1θηηo㎜1剛を◎∈H1（∂ル∫IZ）に対し、1國1＝degあ＝Σ）の∈zH劣（A）

で定義し、それをH1（∂M；R）に拡張したもの、とする。ここで、H、（あ）は、ideal　point

zでのAの極の次数とする。

Theorem3・4（Culler－Shalen［7］）・II・Ilは丑1（∂MrlIR）上のη07mである。

　cyclic　slopeや且nite　slopeについては、そのnormが小さくなる、ということを用いて、

それらについての研究がされている。

3．1．2．陥伽んεα4伽κのδo肌dαr”Jopε70ωについて．linkの場合についても、Culler－

Shalenの手法でWhitehead　linkのboundary　slope　rowが計算されている。Whitehead
linkは2－bridge　linkであるので、Floyd－Hatcher［11］の方法で、boundary　slope　rowを計

算することが出来る。（計算結果は、［23］を参照。）以下の結果は、Culler－Shalen理論（を

拡張したもの）を用いて計算すると、それと一致する、というものである。

FIGuRE2．Whitehead　link

Theorem3．5（Lash［23］）・陥伽んεα4伽κの全てのδo槻4α7”Jopε70ωは、伽κgro柳の

S五2（C）への表現の退化から構成できる。

Theorem3．6（Kishi［21］）。陥伽舵α4伽κの全てのわo槻4α795Jopε70ωは、乞4θαZ6θ伽舵伽α

dεoompO5痂0ηで与えられた⑳pθ7わo伽5オ7鋤C加7εの退化から構成できる。

　linkの場合は、X（M）（や、hyperbolicの場合のdiscrete　faithful　representationの指標を

含む既約な成分）の次元が1ではないので、“ideal　point”をとることが難しくなる。その

ために、例えば、うまい曲線を持ってくることや、曲線のideal　pointに依らずにtreeへ
の作用を構成する等の工夫が必要になって来る。
　尚、Lashの手法は、Cooper［5］による手法の具体的な計算であり、Kishiによる結果は、

knotの場合のY6shida［371による手法を、1inkの場合に拡張し計算したものである。

3．2．DehnsurgeryonlinksinS3yieldingS3．S3のnon－trivialknotのnon－trivial
Dehn　surgeryではS3を作ることは出来ないことが、Gordon－Lueckeによって示されて
いる。

Theorem3．7（The　knot　complement　theorem　by　Gordon－Luecke［161）．KをS3のηoπ．
孟7循α♂κπoオとする。このとき、κ（7）望S3とすると、7二岩（緬り弼3u四ε7“）である。

　しかし1inkについては、non－trivial　surgeryでS3に帰って来る場合がある。よってそ
れを特徴付けよ、と言うのが問題となる。
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3。2．1．E澱mpJε5．例を挙げる。まずは、“trivia1”な例から。

Example3．8（twist　type）．Fゆ7ε3の2－compoηε財」乞醜をL＝K1u　K2とする。ただ

し、κ1は掴U¢αZκη0孟compO％財とする。K1で5Jopθ器、K2で5Jopε駕でP餉η鉗四ε卿

して得られる3－mα曜bl4を、L（器駕）と書くことにする。このとき、p∈Zに対して、

ゐ（』許，去）望S3となる・

　これは、κ1に沿って、まず5JopθぞLのP餉η5ψgε卿をすると、K1（千）望S3であり、

さらに、κ2のP餉η5ugε7Ψによる像がK1（千）において加偏α猛η0オとなるからである。

FIGuRE3。Trivial　type

Example3．9（Berge［2］）．瓦g郡ε4の2－compo％財伽んを五＝κ1u　K2とする。ただし、

K1は41、K2は942とする。このとき、ゐは⑳pθ殖oJ乞cJ伽んであり、κ1とK2は⑳pε760伽
κηo孟である・ここで、五（呈，垂）磐L（｝，釜）盤五（奏，呈）盤S3・

FIGuRE4．Example　of　Berge

　また、Teragaito［35］により、次の条件を満たす例が具体的に挙げられている。（ここで

は定義は省略する。）“五＝κ1∪…∪塩⊂S3はnon－splitlinkで、各componentκは
hyperbolic　knotであり、さらに、孟（L）＝η一1である。このとき、整数71，…，7ηが存在

し、L（71，…，7η）望S3”。また、Kawauchiによるimitationtheoryにより、そのような例

が構成されることが知られている。

3．2．2．Somθc肱rα伽勉傭oη5α煽rε5伽醜oη5，ここでは、いくつかの場合についてなさ

れている特徴付けを紹介する。

Theorem3．10（Ochiail26］）．L⊂S3をηoη一爾”弼2一伽4gd乞醜とする。整数71と72に
対し、五（71，72）望S3とすると、五は（2，2p）一む07u3伽κである。

Theorem3．11（Mangum－S幅nford［27］）』＝κ1U　Kπ⊂S3をHTB伽κ（んomolog乞cα鞠
加”弼かつβ7槻漉αη）とし、ある7r驚（乞二1，…，η，g乞≠0）に対し、双71，…，7π）製S3

とすると、Lは翻u弼伽κである。
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Theorem3。12（Matsud＆Ozawa－Shimokawa［30］）。L＝κ1∪κ2⊂S3をηoη．5碗plθ2－
compoηε財伽κ（i．e．E（K）にessentialtorusあり）とする。T⊂E（L）をessentialtorus

とし、E（五）二橘uT筋，κ⊂妬，［κ］＝OinE1（1鴎；Z）とする。ある7乞＝驚（乞＝

1，2，g乞≠0）に対し、双71，72）望S3とすると、Lはtwist　typeである。

　因みに、Figure3はこの定理の仮定を満たしている。
　次は、slopeにつく制限について。

Theorem3。13（Gordon［15］）．L⊂S3をη一compo％財Z乞硫とし、各compo麗偏はηoη．
オr襯α」κηoオで、さらに各2－compoηε財5u臨噛はooαz弼（あるcompo％耐が他のcom－
pOηε財の加伽！α7ηε¢gんわ07加04の境界にη0η一mε7葡0ηα」に載らない）とする。このとき、

双71，…，7π）望S3となる5Jopε（71，…，7η）の数は、η！（38）η一1以下。

Theorem3・14（Mayrand［31］）・五＝κ1U　K2⊂S3を2－60mpo配濡gεη碗c伽κ（¢．ε．

瓦はηoη一伽u弼で、E（L）に2つの境界を結ぶθ55εη孟弼αηη漁5なし。）とし、7乞＝驚

（乞＝1，2，g乞≠0）に対し双71，72）望S3とする。さらに、5％㎎ε瑠のco偶εも五（71，γ2）で

gεη碑oと仮定する。このとき」；1または2に対し、△（％，μ乞）＜10（わ（告）2｝4）（ここでμ乞

はκ1のmθ7掘脇η）

3．3．Exceptionalsurgeryonhyperbolic　links．ここでは、hyperboliclinkのexcep－
tional　surgeryの特徴付けを考える。

Theorem3．15（Thurston，s　hyperbolic　surgery　theorem，See　Theorem　E5．1in［1］）』を

cJo5ε4碗εη励1ε3－mαη加」4の⑳pθ7ω伽♂¢醜とする。このとき、Lの各compo％η孟に対

し、有限個のηを除くと、L（71，…，7η）は勾pε7δo伽。

　よって、やはり問題は、その例外の場合の特徴付けとなる。linkの場合には、この特徴
付けはそれほど進んでいない。Martelli－Petronio［28］は、3－componentからなるchain　link

（Figure5）について完全な解答を与えている。その系として、Whiteheadlinkのexceptional

surgeryの特徴付けも得られる。

FIGuRE5．3－component　chain　link

　また、Lackenbyは、alternating　linkについての次の結果を得ている。

Theorem3。16（Lackenby［22］）。S3の伽κ五が、coη％o捗θ4p7禰ε醗ε肌α伽g4乞αg7α肌p

を持つとする。そのとき、lg¢1＞孟（差p）（乞＝1，…，η）に対し、双恥…，驚）は」77ε4uo乞漉

かつαオo醜4α」であり、Sθ癖7オ勲θrεd3郷oθの構造を持たず、π1（L（塩…，驚））は乞頑η伽

？〃0毎⑳Pθ7boZ乞ogro塑である。

　ここで孟（K，P）は、Pから計算されるある自然数である。

　また、Thurstonは、S3のhyperboliclinkのDehns皿geryを研究すれば、3．manifold全
体を研究することになることも示している。

Theorem3．17（Thurston，SeeTheoremE．7．10in［1］）。任意のclo5ε40舵η励Zθ3覗αη勾bJ4

は、S3のん卯θ7わo鷹伽κの．0餉η5脱御ε瑠で得られる。
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　ここで、imitation　theoryを用いると、そのhnkを各sublinkもhyperbolicという条件
を付けて取れることを、堤氏によって指摘して頂いた。よって、あるnon－hyperbolic3－

mani£01dが、そのような1inkのsurgeryでどの位得られるかを調べることは、興味深い問
題である。また、上の定理は、3－mani£oldの分類を行うためには、hyperbolic　structureの

退化の様子を調べれば良い、ということも言っている。
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