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1．緒論

現在,さまざまな種類の複合材料が開発され，それ

らは先端的な航空宇宙機の機体材料から自動車のボ

ディにいたるまで幅広く利用されている．複合材料の

強度は，一般に，母材と介在物の境界面の性質に強く

依存する．そのため，境界面の応力集中を明らかにす

ることは複合材料の強度設計上，非常に重要である．

このため，介在物問題に関しては，半無限板の解析

(1)-(4)，楕円介在物を有する帯板の引張りの解析(5)，

接触面の分離を考慮した解析(6)-(8)，三次元弾性理論

に基づく解析(9)~(13)，接触面のすべりを考慮した解

析(14)-(15)，体積力法に基づく解析(16)など数多くの
研究がなされてきた．

これらの介在物問題の研究の多くは，介在物と母材

が完全密着である場合を扱っている．しかしながら，

実際の材料中の介在物は母材に完全に密着しているの

ではなく，すべりやはく離を有することもある．この

ため，界面でのすぺりやはく離を考慮した介在物の応

力状態を調べることも重要な課題である．さて，介在

物問題を解析する願こは,一般に境界面の変位を求め
ることが必要となる．しかしながら，よく知られてい

､､.Ⅲ

るＡｉｒｙの応力関数を用し､て介在物に関する平面問題

を解析するときには,応力関数･積分を行って変位を
求める必要があり，この計算が煩雑であるその一方，

Papkovich-Neuber型の変位調和関数(17)を用いれば，

応力と変位が同時に計算されるために，介在物問題を

解析する場合には変位調和関数を用いることが好都合
である．

そこで本研究では，介在物が境界面において母材に

完全密着する場合およびすべりを有する場合の双方を

考え，この条件のもとで，円形介在物を有する帯板が

－軸引張りを受ける際の応力集中現象をPapkovich‐
Neuber型の変位調和関数を用いて解析する．さらに，
介在物近傍の応力状態を明らかにして強度設計のため
の基礎資料を提示する．

。’
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２．解析法

図１に示すように座標系を定め，介在物中心０点よ

り帯板側面までの距離を１として，全ての長さの基準

とする．また，０点を座標原点として直角座標(､,y）
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（iii)無限遠方ｒ＝｡｡で

ワリーPC，既＝0，巧y＝0（７）

ここで，介在物の変位および応力などをEr150,ケ,.!…

などと表わし，介在物に関係する物理量には，添字一

を付すこととする．

はじめに，Ｏを原点に，変位関数ＰＣ,Ｐ,に次の調
和関数を与える．

一

→

一2,0
→

一

‐一

一

ZDO←
←

←

Ｆｉｇ．１Coordinatesystem

m'三二鞍戦半…
変位関数ロより導かれる変位および応力成分は，

鷺:北

と極座標(Ｍ)を使用すれば，両座標間には，

＄＝ｒｃｏｓＯ１ｙ＝ｒｓｉｎＯ (1)

の関係があり，帯板側面は＄＝±1,介在物境界面は

「＝αで表わされる．

本研究では，以下に示すpapcovich-Neuberの変位

関数Ｐ｡,Ｐ，を用いる.、直角座標における変位成分を
表すと以下のようになる(ﾕ7)．

，G側｡=急(鯵｡…,１－ＭＭ
…（２）

，．,,=急い…Ｊ
ここに，皿毎,Ｄｙはｚ,ｙ方向の変位成分，Ｇは横弾性係

数,〃をポアソン比として，脇＝(３－")/(1＋'')(平面

応力),侭＝３－４"(平面ひずみ)である．また,変位関

数Ｗ,Ｐ１は調和関数であり▽2p,＝０，▽2p2＝Ｏで
ある．式（２）を極座標で示せば，以下のようになる・

卿=鶚…｡，鶚-…惨！
（３）

２．鋤`=+鶚+c･學,鶚+臓圖…
円形介在物を有する無限長帯板が無限遠方でg軸

方向にｐ･の引張り荷重を受ける場合の解を得るには，
以下のような境界条件を満足する解を導けばよい.

（i)帯板側面毎＝±1で

りＰＣの引張荷重を帯板に対してｙ軸方向に作用させ

Ⅱ等)曰=;(旱－．６．２，）
■（響L←;@m２，
（莞ルー;('－．.鬮"）Ⅱ

（器ルー;('十･･．２，）
（苦)…=;｡､”

物の横弾性係数をＣ,ポアゾン比をＤ]ポアソン比，に

.境界条件(i)!(ii),(iii)を満たすために,母材側(r＞α）

､l:二:三:)H三曇j1f;:;響’
（11）’

(4)(恥ルー±,＝(庇ルー士'＝0

(ii)介在物面ｒ＝ｑで

（a)完全密着介在物の場合

（u,.》=｡＝(Ⅱルー｡,(Ｕルーロー(５０ﾙｰ。

（酢)r=｡＝(ゲル=｡!(n.0)r=｡＝(弁ルー｡

（b)すぺり介在物の場合

（urﾙｰ｡＝(面｢ﾙｰ｡，（ｏｒﾙｰ｡＝(庁ルー｡，

（万ルー｡＝(秀0泥｡＝０

(5)

(6)

－２５－
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四に繭!:二三iw（
纏慧息簔|:１Ｗ銭|墨:INE鱸驚

菫弧鴬TMA}Ｍ'川

婁二芒腕勤肥Ⅲ”

､に'二IIWIi:壷二:::w１ﾄﾞﾙ，
介在物側(r＜Q)に関しては，円形領域で正則な次の

､l:二:鑿二二:二…．
ここで,AmlBmlInA及び沙1()１Ｍ'2(入)は，それ
ぞれ境界条件より決定される未定係数および未知関数

計算を簡略化するため，変位関数[11］を次のよう

［､]'{P｡=-Ｍ.log『 （14）

皿に鬘重鑿価，
なお、変位関数[､]，pll]より得られる応力は，無

限遠方ですべて零となっているので,境界条件(iii)は

はじめに，帯板側面における境界条件(i)を満足さ

せるために，円柱座標と直角座標のもとでの調和関数

掌二宮'二二二鯛｜
（エ＞O）

(姜)_FrAl川北…い’
灘(半凸`h半…）

+三(ii蓋二rivA…+(学寺川)為
獺洲`－１…ﾊｰ．

（21）

〒(筈)－Fr艸興lmM…Ｍ）
×(旱麺hﾊｰﾊ…）

-菫{i示#二ｍＡ…÷(旱十A)論
,Mwl｡…薑,

（22）

次に，式(21)，（22)をフーリエ逆変換して未知関数を

掌灘二二二:鯛’
(囮＜o）

（16）
●

割Ｐ
ｆ

を用いて変位関数F1]を座標変換すると，

口■に罫:二:二Ⅷ
(ｆｂｒｚ＞O）

(17）

Ｌ
ｔ

■
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銅'い,窯装綺鵲)!(午）
（2〃＋2m)(2冗十2ｍ＋1）

xIh7B+2,-1- ２

求めると

Ⅷ昨急論入…!:孟蒜E二二
＋急為入…,篝孟潟）脚 川嗣+…）

懸叫2凉鶚蒜筈鵠-,,1ﾑ…
'w=2…鶚鍔||”!{…趣

＋(2"十2m+2山叶…-Mh繩+…｝
（29）

である．式（29）中のjA,Ｍｋは，Howlandの稲分と

呼ばれ，

州昨急履詩人…証両
２

＋菫i二:１７A…器蒜
(24）

となる．

式(23Ｍ24)が成立すれば，帯板側面の境界条件式
(4）は，未知係数ＡｍＩＢｍの値に無関係に満足される．

次に，円孔面における境界条件式(ii)を満足させる

ために，直角座標と極座標のもとでの調和関数の変
換式 M二iM:窯:’ (30）

で定義される積分である.

そこで,変位関数[J]'0[I],[111.],Pv]より変位と変
位と応力を求め，介在物境界面の境界条件式(ii)を満

足させると，例えば(a)の完全密着介在物の場合には

..…昨菫鴇…“
（25）

。。（”)2,,+’・

…｡.ｗ=雲T扇房FrTc･鬮(2嗣十'１，

α

恥
一
押
抑
初
０

．
、
－
ノ
十
，
１
ノ
か

｛》》璋叶》｝》》
ノ
ー
Ｉ
一
十
一
十
十
一
十
．
一

を用いて，変位関数、を座標変換すると

P向|:二::;:二二:::刑， (26）

となる．ここで，

町=ﾉ(~竺器＝凸
ﾊｰﾊﾞ.｡豐鍔`ハ

(27）

であり，式（23），（24）を代入すれば

ＯＣ ｃｑ

ａｎ＝工mInAm＋EmIIA
m＝0 ｍ＝１

．０ ．．

β,,＝EmIII爾A､＋zm'ＶＡ
ｍ＝0 ｍ＝１

となる．ここで

"峠2鰄十鶚蒜:L1,1{…-オ
ー(2,十2m)'…+M…-,｝

(28）

(等)--二[-為へ‐
瀦鶉-(叶宇)為

(繩-竿）

－２７－
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-2鰯･…・繍一(鰯一等)｡…凡-』
‐(禰十ヂル弧
++{2鰯･州鰄+(狐-竿派h-larⅢ

帯(叶苧ﾙ…島)l…
=-;･in２，

（32）

解を得ることができる．すべての変位および応力は，

変位関数ロ~ⅢV]より導かれる各成分の一次結合に
よって得られる．

３．数値計算

ポアソン比をツーヮー0.3とし，横弾性係数比

ｒ＝0,0.5,1.0｢2.0,ＣＯおよび介在物半径α＝０．１～０．８

の場合について数値計算を行なった．また，本研究で

は平面応力問題として考え，に＝(３－")/(1＋"),尺＝
(３－Ｄ)/(1千，)とした．

すべての無限級数の収束は良好であるが，介在物

半径αが大きくなるにつれて次第に収束が悪くなる．

そこで，母材と介在物の境界面での境界条件の精度

が0.1％以下になるように,Ａ､,Ｂ",ﾉLuハをそれぞ
れ３２項用いて連立一次方程式を解いた．この結果，

Ｏ≦α≦0.8,0≦ｒ≦ＣＯの範囲で，界面での境界条

件が上述の精度で満足されることを確認した．以下，

完全密着介在物の場合とすパリ介在物の場合とに分け

て数値解析結果を述べる．

３．１完全密藩介在物の場合図２は，介在物の

半径αを0.2i0.6とし，剛性比ｒを0,0.5,2.0,ＣＯと

変化させたときの，境界面の母材FM応カヶ,の分布を示
したものである．ｒの値が大きくなるにつれ,､応力の

最大値が低下していくのがわかる．また，ｒ＝０～２．０

のときは点Ａ,Ａ'(,＝0,汀)で応力が最大となるのに

対して，ｒ＝｡｡のときは０＝９０゜で最大値をとって

いる．

図３は，境界面の介在物側応力５０の分布である．

ｒ＞１．０の場合に応力集中を生じ，ｒ＝ＣＯのとき最

大値をとる．

図４は，介在物半径をα＝0.2,0.6と一定にし，ｒを

パラメータとして，⑩軸上の応力殉および５Ｊとｚと
の関係を図示したものである．境界面の母材側におい

て，ｒ＝０～１．０のときに最大値をとり，ｒ＝１．ｏ～｡。

のときに最小値をとる．また，介在物側の応力はほぼ

･一定値をとる．

図５は，境界面の０＝0゜における母材側応力

(”ルーＧ１０=ｏを示したものである．ｒの値が大きくな

るにつれて応力集中係数の値が小さくなっていくのが

わかる．

図６は，図５と同様に介在物側の(５０ルー･’0=０をｒ
をパラメータとして示したものである．．ｒの値が大き

くなるにつれて応力集中係数の値が大きくなっていく

のがわかる．

３．ｚすべり介在物の場合図７は，境界面の母

材側応力叩の分布を示したものである．αやｒは図

(妾)…=睾十学芸-“・

÷二[竺鶚旦船Ｍ１鶚恥
＋(､+半)鶚…(2鰯-11.…．､
÷(鰍一手ルー１Ｗ`Ｍ
＋(〃－１)(21Ｊ＋1)Ｑ２､川－２”(212-1)ｑ２ｎ－２Ｉｎ

－(鰯=苧ルー'１．…氏-1

-位-11(鰊…|…ﾊ
ｰｰ鵠・・圏2,

（33）

(苦)_薑≦|竺芸告旦朏梺恥
十(箙十手)鶚圏繍-2繩(2鯛-1)‘…“
-(鰯一宇ルー'１｡…叩
一〃(2冗十1)Ｑ２郷βh＋2,(2ｍ－１)Q2n-2In．

+(鰄一学)(2"-1)｡…a-』

川…咽Ｉ｡…-;…
（34）

を得る．ここで，ｒ＝ＣＶＧであり，ｒ＝０は円孔，
ｒ＝ＣＯは剛介在物，ｒ＝１は介在物のない帯板を表

す．すべり介在物の場合も，境界条件式（６）に基づ

いて同様な式が得られる．

α",Ａは,式(28)によってＡｍ,Ｂｍで表わされてい

るので，これを式（31）～（34）に代入すればＡ冗,Ｂｎ

に関する無限連立一次方程式が得られる．そして，こ

の連立一次方程式を解いて係数ＡｍＢ几を決定すれば，

'１

●

｣P‘
ｒ

⑰『一ｗｐ
ｄ

－２８－
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２と同様である．図２と同様に介在物が母材の応力集

中を緩和している様子がわかるが，完全密着条件下で

の結果と比べると緩和の程度は低い．

図８は，境界面の介在物側応力庁０の分布である．

８＝９０°で最大となり，その値はｒが大きい程大きい．

図９は，ｚ軸上の応力殉および殉の分布を図示
したものである６介在物半径をα＝0.2,0.6とし，ｒ

をパラメータとして示した．完全密着条件下の結果と

は異なり，介在物内では曲線的に変化し，境界面では

圧縮応力となる．一方，母材側では，ｒが大きくなる

と応力集中現象が緩和されるが，完全密着条件ほどの

緩和効果は得られない

図１０は，境界面の０＝０゜における母材側応力

(ケル=｡β=ｏを示したものである．ｒが大きくなるに
つれて応力集中係数は小さくなるが，図９と同様，完

全密着の場合に比べて応力集中が緩和される程度は小

さい．

図11は，図１０と同様に介在物側の(ケルー｡β=oを
ｒをパラメータとして示したものである．それらの応

力値は全体的に小さいが，圧縮応力になっていること

がわかる．

４部繩一ｍ‐‐‐Ⅲ‐‐‐‐ｌｌｌＩｌＩＩＩ０８ｌ■ｎＩｎ０ＩＩＩＩｌＩｌＩ９６沙□。◆ｒ０Ｉ０Ｉｆ６０８８ＪＩＰＩＩｌ０ＩＩＰ１匹

４．結論

一個の円形介在物を有する帯板が一軸引張りを受け

る問題を二次元弾性理論に基づいて厳密に解析する手

法を示すとともに，数値計算によって介在物が弾性母

材に及ぼす影響や介在物の接着条件による応力分布の

相違などを明らかにした．得られた結果を要約すると

以下のようになる．
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（１）介在物の母材に対する剛性比ｒは，応力の

分布および大きさに大きく影響を及ぼす．

（２）最大応力は『＝Ｍ＝ｏで生じ，介在物が
母材より柔らかい場合（ｒ＜1）には界面の母材側に，

介在物が母材より硬い場合（ｒ＞１）には界面の介在

物側に生ずる．

（３）介在物を挿入することで応力集中は著しく緩

和される．ｒかつ介在物半径αが大きいほどその効

果は著しいまた，その緩和の効果は，完全密着介在

物の場合がすぺり介在物の場合に比べて大きい．

最後に，著者らの一連の研究に対して常に励ましを

与えて下さっている上野誠茨城高専名誉教授に対し，

記して謝意を表します．
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