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1．緒論

近年，繊維強化プラスチック(FRP)，繊維強化金

属(ＭＭＣ)，傾斜機能材料(FGM),セラミックスなど
種貨の先端複合材料が開発され，様々な用途に用いら

れるようになった.このような複合材料の強度は介在

物の大きさ，弾性定数，形状，作用する荷重の種類な

どに大きく依存することが知られている．したがって，

界面における応力集中現象を明らかにすることは，複

合材料の強度を考える上で非常に重要であり，これま

でに多くの研究(1)~('4)がなされてきた．

これらの介在物問題の研究の多くは，介在物と母材

が完全密着である場合を扱っている．しかしながら，

実際の材料中の介在物は母材に完全に密着しているの

ではなく，すべりやはく離を有することもある．この

ため，界面でのすべりやはく離を考慮した介在物の応

力状態を調べることも重要な課題である．さて，介在

物問題を解析する際には，一般に境界面の変位を求め

ることが必要となる．しかしながら，よく知られてい

るＡｉｒｙの応力関数を用いて介在物に関する平面問題

を解析するときには，応力関数の積分を行って変位を

求める必要があり，この計算が煩雑である．その一方，

PapkovichPNeuber型の変位調和関数(9)を用いれば，

応力と変位が同時に計算されるために，介在物問題を

解析する場F合には変位調和関数を用いることが好都合

である．

そこで本研究では，介在物が境界面において母材に

完全密着する場合およびすべりを有する場合の双方

を考え，この条件のもとで，円形介在物を有する帯板

が面内の曲げモーメントを受ける際の応力集中現象を

PaPkoviCh-Neuber型の変位調和関数を用いて解析す

る．さらに，介在物近傍の応力状態を明らかにして強

度設計のための資料を提示する．

、２．解析法

図１に示すように座標系を定め，介在物中心０点

より帯板両面までの距離を１として，全ての長さをこ

れを基準としてとるものとする．また，０点を座標原

点として直角座標いy)と極座標(『,0)を使用すれば，
両座標間には，
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の関係があり，帯板両面は幻＝±１，介在物境界面は

r＝αで表わされる．
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となる．ここに，府は曲げ勾配を表し，ルー3｣Ｗ２で

ある．

したがって，以下のような境界条件を満足する解を

導けば．円形介在物を有する帯板が無限遠方で曲げ

モーメント班を受ける場合の解が得られる．

（i)帯板側面垂＝士1で

（グルー士,＝(端ルー±,＝ｏ （７）
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FiglOoordinatesystem (ii)介在物面ｒ＝αで

（a)完全密着介在物の場合
本研究では，Papcovich-Neuberの変位関数ｐｍｐ１
を用いる．この変位関数に基づいて直角座標における

変位成分を表すと，以下のようになる('5)．

…急(Pb+…１－(蝿+'ルュ
（２）

ロ･鋤,=烏い…Ｊ
ここに，ｕ曇,Ｄｙは紐,ｙ方向の変位成分，Ｇは横弾性係
数,しをポアソン比として，応＝(３－〃)/(1＋")(平面

応力),脇＝３－４"(平面ひずみ)である．また，変位関
数ＰＣ,ｐ１は調和関数であり▽2p,＝0,▽2p2＝Ｏで
ある．式（２）を極座標で示せば，以下のようになる．

恥=鶚+『．｡｡,鶚-…岬辿 （３）

’.v`=鶚十・.鬮，鶚十臓圖…』
まず,介在物がない帯板に面内曲げモーメントＭ

を作用させた場合を考えると，この解は次の変位関数

によって与えられる．

'’1:二二議'鱒ニニア…
（４）

変位関数ロより導かれる変位および応力成分を極
座標および直角座標表示すると，

（urﾙｰ｡＝(匝小=｡,(Ｕルー｡＝(ﾜﾙｰ。

（②ﾙｰ｡＝(＆),=｡,(n.ルー｡＝(７１Fルー。

（b)すぺり介在物の場合

（u『ﾙｰ｡＝(征ルー感，（”ﾙｰ｡＝(けr),=｡，

（かルー｡＝(弓ルー｡＝Ｏ

(iii)無限遠方ｒ＝｡｡で

(8)

(9)

(10）びむ＝０，吋＝ルェ，７左ツー0

そこで,境界条件(i),(ii),(iii)を満たすために,母材

ﾛ|:二鬘こず⑪
､l:二Iil二IMjw二t:蓋１１伽

mlwｺﾞ謎Ⅲ
ここで,Am,Bm,八郷風および沙,(入),VJ2い)は,そ

剛=肖應７２((膝-2).｡国,-…,｝
2.,,=評((…)｡…in3`｝
｡=ｻﾙ洲…-…,）
。．=;M……３，）
扉`=差(．…m３，）

〆

(5)

2c,,=診(侭+'１曇，難熟郡Ｉ (6)
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式(16)，（17)にフーリエ逆変換をほどこし,未知関数
を求めると，

`俳菫論入輌蓋綜芸
＋急(2烏１１A…`誌三;)(蝿）

州昨勇論獅…;=2ハ
＋急,2焉豐n1A…詰監芸姜仰）

なお，変位関数[11],ｍより得られる応力は，無

限遠方ですべて零となっているので,境界条件(iii)は
自動的に満足されている．

はじめに，帯板側面における境界条件(i)を満足さ
せるために，極座標と直角座標のもとでの調和関数の

関係式

掌二惠||::二二二二二小
掌黛'二二ｺ:::ニル

了

乃・

‘
ワ

式(18),(19)が成立すれば,帯板両面の境界条件式

次に，円孔面における境界条件式(ii)を満足させる

｡｡（”)”

｡..h人…入,壽焉耐.。｡z獺，
。。（Ａｒ)2ｎ+，（20）

…..”=焉石両｡゜圏(2"十Ｍ
を用いて，変位関数UII]を座標変換すると

皿に:;::二餅

(14）

を用いて変位関数四を座標変換すると，

､に：鱒二二!:二Ｍ
（f、垂＞0）

阿仁露lぎこ'二二:"Ⅷ
（fbr鯵く0）～

（15）

帯墓烏蓋ＩＤ鬘駕:鵜lji塁iLl藷灘ご露:!
±(ぞ)…=ﾉ1.Ｗい)…Ｍ）
×(半圖､hﾙﾊ…）■

+{菖箭八鬮叫茎(字十A)両竺而
×ｗ〒，}e-1cosMA=ｏ

ｒ(16）

(苧)…=ﾉ(~A2[一山い)9..h入+１MA）
×(旱鋤入-入｡､h入）。

÷{急論w+菫(旱七A)iﾗ;等豐可
入…}e-1smM=０

（17）

となる．ここで，

。-ﾉrM鵲詩`ハ
ルーノ1.Mﾒ鵲斜`｜

であり，式（18），（19）を代入すれば

α"＝Ｚ､'憾A､＋Ｅ銅''応Ｂｍ
ｍ＝０ｍ＝１

－βh＝ZmIIMm＋=､ⅣＡ
ｍ＝０ ｍ＝１

と)上眉る．ここで、

癩､-2團鯛豈籍猯'十川{艫Ⅱ…純
一(2嗣十2…)J…+2-Mh癒十…｝

(22）

(23）

－１２３－
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＋;(…+2)Ｍ…小(2川， （27）

=-;．，((臓十2)｡…in3,）

(孔F(皇』｡+等Bl-…,.)…

+菫(2㈹鶚刊A､干雫鰐脇
＋(凧+')鍔…)B…+2鰍(2凧+1Ｍ-１
＋何(2冗一侭)βhq2n-1＋(､＋1)(2犯一1)凡+la2n+’

－２伽(2,＋1)Ino2n-1-n(2,-虎)Dna2"-1

-(肝1脚')Ｍ…}｡..(2凧+'１，
=-;｡(．｡｡,-c･鋤

（28）

(子)_＝(晶劉｡+等圀l-Ma･)｡趣,
＋量{2(緬呈砦十')小+雫鰐恥

冗＝１

＋("±'):諾;"+2)a､+L-2"(2鯏十')・御.…
＿ね(2,,-侭)β,p2n-1-(氾十1)(2"＋1)βh+,Ｑ２､+’

＋2汎(2河＋1)八,uc2n-L＋､(2初一馬)Dno2n~’

＋(緬十ｌｗ１Ｍ願料},ｉｎＩｗ
=-$．(･in,…，）

（29）

を得る．ここで，ｒ＝Ｇ/Ｇであり，ｒ＝０は円孔，
ｒ＝ＣＯは剛体介在物，ｒ＝１は介在物のない帯板を

表す.すべり介在物の場合も，境界条件式(9)に基づ

いて同様な式が得られる．

α",瓜は,式(23)によってＡｍ,Ｂｍで表わされてい
るので，これを式（26）～（29）に代入すればＡｎＩＢｎ

に関する無限連立一次方程式が得られる．そして，こ

の連立一吹方程式を解いて係数Ａｎ,Ｂ”を決定すれば，

解を得ることができる．すべての変位および応力は，

変位関数ローＵＶ]より導かれる各成分の一次結合に
よって得られる

ａ数値計算

ポアソン比をツーワー0.3とし，横弾性係数比ｒ＝

0,0.1,0.5,1.0,2.0,｡◎および介在物半径α＝０．０～０．８
の場合について数値計算を行なった．また，本研究で

は平面応力問題として考え，臆＝(３－１')/(1＋"),元＝

（３－〃)/(1＋,)とした．

皿=2…鵲箭鍔-,)か鰯-1）
ｘｂｎ+2m_１－(2冗十2ｍ＋1）

×(2卿十2m)ら…､+,｝
（24）

噸昨ii鵲識器)1恥+…
繩IvF…鰐蒜:L111{鋤…-Ⅲ

＋(2狐+2m)L…十Mh…-,｝
である．式（24）中のJk1MAは，Howlandの稲分と

呼ばれ，

宮|:窯:｝ (25）

で定義される積分である．

そこで，変位関数[U,Pl],FII亨HIV]より変位と応
力を求めロ介在物境界面の境界条件式(ii)を満足させ

ると，例えば(a)の完全密着介在物の場合には

(竿)~｡－{麦』｡+署臼+;(鰯-Ｗ
十十叶会(扇-Ｗ}…０

+二[-鶚４－鶚叶:鶚誌21圖桝
＋(2,+１Ｍ+;(2"-Ｍm｡，Ⅷ
＋;(2,-脇+2)卿…
‐+((2沁十')Ｍ坪;(2mm-属)囿癩｡鋺
十;(2施一廠十2)国…｡…}]｡｡.(2楓十,)，
=-;`劇化-2)…-…,）

（26）

”『｜》〃＃
且
刊
一
”
蒔
帆

》》》》》》
７
２
一
一
十
か

恥
丁
詐
寧
裏
恥
誹
汀
計
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－
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すべての無限級数の収束は良好であるが，介在物半

径αが大きくなるにつれて次第に収束が悪くなる．そ

こで，応力値の精度が有効数字３けた以上になるよう

に，α＝0.6以下ではＡ､,Ｂ､,Ⅱ、、几をそれぞれ１５

項，α＝０．８ではそれぞれ40項用いて連立一次方程式

を解いた．以下，完全密着介在物の場合とすべり介在

物の場合とに分けて数値解析結果を述べる．

３．１完全密着介在物の場合図２は，介在物の

半径αを0.2,0.6とし，剛性比ｒを0,0.5,2.0,ＣＯと

変化させたときの，境界面の母材側応力叩の分布を

示したものである．０＝0.,180゜の位圃の応力の大き

さがｒの増大とともに低下し，介在物が母材の応力

集中を緩和している様子がわかる．特に，介在物半径

が大きい場合にその緩和の程度は著しくなる…

図３は，境界面の介在物側応力庁０の分布である．

ｒ＞１．０の場合に応力集中を生じ，ｒ＝ＣＯのとき最

大値をとる．

図４は，遍軸上の応力殉および殉の分布を図示
したものである．介在物半径をα＝0.2,0.6とし，ｒ

をパラメータとして示した．介在物内では，介在物半

径，横弾性係数比にかかわらずほぼ直線的に増加して
，：

いることがわかる．一方，母材側では，ｒ＜１．ｏにお

いて境界面で応力集中現象を生じ，帯板側面に近づく

につれ殉＝A画のグラフに漸近する様子が示されて
いる．ｒ＞1.0としたときの母材側では，応力集中現

象は見られず，介在物挿入により応力集中が著しく緩

和されることがわかる．

図５は，境界面ｒ＝αの０＝０．における母材側応

力(ﾜﾙｰ･’8=、を示したものである．ｒ＞1.0では介
在物半径の増大とともに緩やかに増加するのに対し，

ｒ＜１．ｏでは半径の増加とともに著しく増加する．特

に，ｒ＝ＣＯではほぼ一定の値をとることがわかる．

図６は，図５と同様に介在物側の(5ルー｡,0=oをｒ
をパラメータとして示したものである．図５とは逆に，

ｒが大きい程高い値を示す．特に，ｒ＝ＣＯのときに

α＝0.68近傍で最大値をとっている．

３.２すべり介在物の場合図７は，境界面の母

材側応力”の分布を示したものである．αやｒは図

２と同様である．図２と同様に介在物が母材の応力集

中を緩和している様子が示されているが，完全密着条

件下での結果と比べると緩和の程度は低い.

図８は，境界面の介在物側応力列の分布である．

０＝60.,120゜付近で最大となり，その値はｒが大き

い程大きいが，母材側の⑰の最大値よりは小さい．

図９は，廼軸上の応力殉,殉の分布を図示したも
のである．介在物半径を｡【＝0.2,0.6とし，ｒをバラ

ミ。

ｊ

"

0

Fig.２VariationsofstressDOontheinterfacewith

O(Perfectbonding）

０

Fig.３Variation8ofstress庁Oontheinterfacewith■Ｇ

８(Perfectbonding）

メータとして示した．完全密藩条件下での結果とは違

い，介在物内では曲線的に変化し，境界面では圧縮応

力となる．一方，母材側では，ｒを大きくすることで

応力集中現象が緩和されるがｊ完全密着条件での結果

ほど大きな効果は得られない．

図１０は，境界面ｒ＝αの０＝0゜における母材側応

力(ヶ0),=｡β=・を示したものである．剛体介在物を挿
入すると，円孔のときと比べて３０~４０％程応力集中

が緩和されることがわかる

図11は,図１０と同様に介在物側の応力(け8)｢=α１０=ｏ
をｒをパラメータとして示したものである．完全密

着条件の結果とは逆にげｏは圧縮応力となっている．

－１２５－
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Cu

Fig.６Ｖaｴiationgofstress(けルー・ｏｎ趣-aDdswith

mclusionradiu8q(Perfbctbondmg）
Fig.４Variations。f8tresses殉ａｎｄ殉ｏｎ忠ax1B

With諺(Pemfbctbonding）

3．

エ

２

可Ⅲ亀二へのｂ）

0．

０

ａ

Fig.７VariationofぴOontheinterfacewithO（

SUdinginteEface）
Fig.５Variationsofstres8(ケルー･’0=oonz-axis

withmclusionradiusα(Pe正fbctbonding）
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４．鰭論

一個の円形介在物を有する帯板が面内曲げモーメン

トを受ける問題を二次元弾性理論に基づいて厳密に解

析する手法を示すとともに，数値計算によって介在物

が弾性母材に及ぼす影響や介在物の接着条件による応

力分布の相違などを明らかにした．得られた結果を要

約すると以下のようになる．

（１）介在物の母材に対する剛性比ｒは，応力の

分布および大きさに大きく影響を及ぼす．

（２）介在物を挿入することで応力集中は著しく緩

和される．ｒかつ介在物半径Ｃｌが大きいほどその効

果は著しい．また，その緩和の効果は，完全密着介在

物の場合がすべり介在物の場合に比べて大きい．

最後に，著者らの一連の研究に対して常に励ましを
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