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The paper presents an axisymmetric solution for the stresses and displaements in an elastic thick

plate containing an oblate spheroidal inclusion under axisymmetric bending around the z axis. The

related spherical cavity and inclusion problems were solved by Tsuchida et al. in 1975. by using

Papcovich-Neuber displacement potentials. We extended the method to spheroidal inclusion prob-

lem.
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1.は　じ　め　に

近年, FRP,繊維強化金属(MMC),セラミックス,

傾斜機能材料などの新材料が開発され,さまざまな用

途に用いられている.このような複合材料の強度は介

在物の大きさ,弾性係数形状,作用する荷重の種類

などに大きく依存する.したがって,この応力集中の

現象を解明することは,機械,構造物の残度設計上,

非常に重要な課題となっている.

介在物を有する弾性体の問題は, Goodier(1)(1933),

Edwards(2サ(1951) , Eshelby<3)(1957) , FoxM> (1960) ,

Mura(5)(1971), AsaroとBarnett(6)(1975)等,多くの

研究者によって研究されてきた.厚板内に球か,ある

いは球状介在物が存在し,種々の荷重を受ける問題に

ついては, 1959年LingがMichellの重調和関数を用

いて,球かを有する厚板の二軸一様引張問題(7)を解析

したのを始めとし,球かあるいは球状介在物を有する

厚板の軸対称問題(9)非軸対称問遺ならびに偏心球か

を有する厚板の問題等が解析され,設計上有用な結果
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が導かれてきた.だ円体状空か,介在物の問題も1949

年SadowskyとSternberg<9iが回転だ円体状空かを

もつ無限体の-軸引張りを解析したのを始めとして,

その後多くの研究者によって解析されている.球か,

球状介在物を有する厚板の軸対称曲げの問題(10)(ll)に

ついて1975年土田らによりPapcovich-Neuberの変

位関数を用いて解析されてきた.また著者らは偏平回

転だ円体状空かあるいは介在物を有する円柱(12)半無

限体(13)厚板", 2個の偏平回転だ円体状空かを有す

る無限体(15)について解析してきた.

本研究は,厚坂内に偏平回転だ円体状介在物が存在

し,無限遠方において,軸対称曲げ荷重を受ける問題

を三次元弾性論に基いて厳密に解析したものである.

解析においては, Papcovich-Neuberの変位関数

・。, <p3を用い,回転だ円体調和関数および円柱調和関

数を与え,異なる座標系で表された解を互いに座標変

換することによって,介在物境界面の境界条件と厚坂

上下面の境界条件を同時に満足させた.さらに,理論

解に基づいて数値計算を行い,介在物近傍の応力分布

ならびに最大応力に及ぼす介在物の大きさ,形状比お

よび剛性率比による影響を明らかにした.
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2.解　析　方　法

図1に示すように,板厚の半分を単位長さとし,す

べての長さの基準にとり,偏平回転だ円体状介在物の

長軌短軸の長さおよび焦点問距離をそれぞれ2a,

26,2cとし,母材および介在物の横弾性係数をそれぞ

れG,Gまた,ポアソン比をリ,VJとする.偏平回転

だ円体状介在物の中心0を座標原点として円柱座標

(r,0,z)と偏平回転だ円体座標(α,β, γ)を用いれば,

両座標の間には次のような関係がある.

r-ccoshαsinβ-cin

♂-γ (1)

z-c sinh ff cos β-C勿

ここでS-sinhα, f-coshα,ヴ-COSβ, 7]-sinβ

である.

本研究では,軸対称の場合　Papcovich-Neuberあ

るいはBoussinesqの変位関数として二つの調和関数

(p。, Pa)を用いる.

2Gux-孟(<po+Z(p3)

2Guy-音(<po+Z<Pz)　　　- ( 2 )

2Guz-孟(po+ zps) -4(1 - 1/)?>3
ここで, Gは横弾性係数, i/はポアソン比である.

偏平回転だ円体状介在物の境界面で完全接着であると

すれば,境界条件は以下のようになる.

(i)厚板上下面,Z-±1において

(*).-± -(r2r),=±1-0・蝣-・・　　　　　-(3)

(ii)介在物境界面α-aoにおいて

(ua)a=a。-(ua)a=<!<,, ¥Uβ).-..- ff,.ォ

㌧　　し　　㌧　　㌧　　㌧

M

Fig. 1 Coordinate system

(<7ォ)ォ=ササ-(庁ォォ=ォ., U,β.-..-　fa,).

-　4

(iii　無限遠方γ-∞において

ox-oy-kz, oz-r.rj,-Ziォ-Zii-0---　( 5 )

ここでk-3/2Mであり, "I"の記号は介在物に関す

る諸量を表す.

そこで,境界条件(i), (ii), (iii)を満足する解を

導くために,母材額域および介在物領域の変位関数

<po, 9sに次のような調和関数を与える.

母材領域(α>a。)において

[I]

・p0-一語kc3ヴ(2?V-3?2?2)

・3- -品c¥ieヴ!- rv)
(6

<p。-k ∑ Amglm+l(()P2m+i(ヴ)
m-o

(7)

<pa-k∑Bm<j2m(」)P2m(甲)
ebi;

・po-kiMfiJodr)sinh(Az)dA
J。

J。柚(A)UAr)cosh(Az)dA

介在物領域(αくao)において

・p。-k ∑ A-nヵ!n+l(|)P2n+l(j?)
n-Q

<P3-k ∑ Bnpzn{」)P2n( v)
。=l

蝣　9

ここでAm,Bm,An,Bn, MX),少iWは境界条件により

決定される未定係数および未知関数であり, Pn(甲)は

n次のルジャンドル関数であり, pn(ど),<?サ(!)はn次

の第一種および第二種変形ルジャンドル関数であり

qn(」)-i"+lQnUs), ♪ (」)-(-i)"A(」), MAr)はn

次の第一種ベッセル関数である.

変位関数[ I ]より導かれる変位および応力を偏平回

転だ円体座標で表すと以下のようになる.

∴ --品【(?-!+レ」2)ps(v)
+{(4v-1)」2+l-ォ/m?

欝-了詳伝[{」2+(e-Dv}p;(ヮ)
+(3ぎ`2-レ(2|2+3)}3Pi'(ヴ)]

姦- -c3f一品ft(?)+(‡E2・孟)fl(7)

-(‡f2・孟)Hv)¥

石粉-^p &**>+(‡EZ・昔Mヮ)

i(‡E2尋lfl(ヮ))
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号- cfP.(〟)

蒜-C3ぞ2(孟ォ(?)+孟E2・志)

・ォ(?)+ ‡針孟)K(ヴ))
-　10

また,直角座標では

2Gux尋請kzx, 2Guy尋詩kyz

2Guz-一品{(l- v)(x2+y2)十2wr2}
oi-Oy-kz Gz-Txu-Tyz-Tzx-V

- (ll)

と*s-v、.

また,変位関数[I仕[Ill]より与えられる応力は無

限遠方ですべて,零となっている.したがって,無限

遠方における境界条件(iii)は自動的に満足される.

まず,厚板上下面における境界条件(i )を満足させ

633

るために,偏平回転だ円体調和関数と円柱調和関数と

の関係式

1n(」)Pn(ヮ)-cl UAr)MAc)e-^dA (z>0)

Qn{」)Pn{ヮ)-トl)"cj"M*r)jnUc)eAzd^

を用いて変位関数[II]をベッセル関数を含む積分形で

表すと

甲0- kゑAmLのMAr)ji- (Ac)e-Azd1

3-」ゑB,J。 "MAr)j2m(Ac)e-"蝣蝣dX

となる.

変位関数I], [H*], [III]から各応力成分を求め,

厚板上面の境界条件(i)を満足させる,また, 2<0に

ついても関係式(12)を用いて変換し,同様にして厚板

下面の境界条件を満足させると

・(晋-r^¥<l>U)sinhA+UX)ttcoshA-2(

zァiJ。Lトのsinh/l}+ゑc¥AmJ2m+l(Ac)+‡Bm

・(A+2-2u)hm(Ac)]e-i¥uAr)dA-0

(音)Z± -r 「 </>,(A) cosh A+ <h(A){(,l-2v) cosh A-A sinh A}+真c¥Amjzm+¥{^c)+lBm

・(A+l-2v)j2m(Ac)}e-i¥MAr)dA-0

四grai

ここで,式(14), (15)にHankelの逆変換を施し,未知関数¢w,¢'.(A)を求めると次のようになる.

U*)- ∑ c{AJ2n+l{Ac)fi(fi+BmhMc)m)}, (feU)- ∑ c{AmhnMc)fU)+Bmhm{te)fM))
m=0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m=0

- 16

ここで

/iW
3-4y-2/1-e~　　′つ、.4(1-*)(1-2リ)-2A2

smh 2A-2A A(sinh 2A-2A)

3-4v+2A+e-

A (sinh 2A-2A)

-　17

である.

次に介在物境界面における境界条件(ii)を満足させるために,円柱調和関数と偏平回転だ円体調和関数との関係

式

/。(/lr) cosh (Az) - ∑ (4n+ l)jn(Ac)p2n(S)P2n(ヴ)
n=O

J。iAr) sinh {Az)- ∑ (4n+3)MAc)カ'2サ+l(?)P2a+l(ヴ)
〃=0

を用いて変位関数Illを書き改めると

?0- k ∑ &fcサ+l(f)P2サ+l(ヮ)
F7BI

3-k ∑ βnカ蝣.n(S)P2n(ヮ)
・.・=L,1

となる.
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・蝣n - c(4ォ+3)ゑ{Am」"fi(A)J2*Mc)hサMc)初+ B,,」-MA)jUAc)hnMc)dA}

βn- c(4w + l)ゑAJJ。 翰AMA)j2mMc)J2n(Ac)dA + BmfJ'Afi(X)J2Mc)hn(Ac)dA]

蝣　20

そこで,変位関数I], [I仕[Ill*], [IV]より変位と応力成分を求め,介在物境界面の境界条件式(ii)を満足さ

せると,次のようになる.

(i)変位(ue)ォ~a,-(ua)a=aより

ゑkAIAn+k-Bn+kB2jBn+i+kalα蝣n+knftn+knβn・14(, kAiAn+ kBIBn+ k-Bn+l) ¥p2n+l(ヮ)

-試す(fo2-1+リS)A(?)+{(4リーDlo2+l-l>}pl(甲)]
(ii)変位(uβ)。=。。-(mβ)a=aaより

2
n=。LユAn+lBユBn+IbiBu-VIH-la¥αvi+tfllfin-¥-If12Sn+1--享(uIAn+LIBn+lalBn+l)¥PL+l(;n+1)]lヮ)

15(Cl^) [{fo2+(^-1)^P3'(?)+{3(go2+l)-レ(2fサ2+3)碑(り)]

(iii)応力(ff。)a=(I。-(,Oa)a　より

n-o¥-SMAn-1十sA2An+SAzAn+i+sBIBn-1+sB2Bn+sb3.Bb+1+sBiBn+2+saαn-1+saα'n-^-Sa3CXn+l-¥-Spiβn-1

+sf.βn+Sβ。βn+l+Sββn+2-¥SAIAn-1+sAiAn+sAzAn+l+sBIBn-1+sBiBn+smBn+l

BiBn+l)¥Pin+¥¥ワ)-&&[孟A(?)+‡&+孟)p,(ヮト(‡8+富N?)蝣(23)

(iv)応力(Taβ)a=a。¥Faβ)a=a。より

?][tAIAn-1+tA2An+tA3An+l+tBIBn-1+tB2BH+tBsBn+l+tB4Bn+2+ta
tt=。αn-1+ta%α'n-¥-tazOtn+l^tp;βull
+tnβn+tβ。βn+l+tfβ-{tAIAn-1十tAiAn+tA3An+i+tBIBn-1+tBiBn^tBiBn+¥

・tt岳-蝣)}Pin+,(i)--c3si[孟H(?)+孟&+孟)H(*)+(‡&+孟)p;(i)}-・・・(24)

ここで

kAl-Q2iHrl(」o),kB¥-悪評{sodUsoト(3-4v)g2n(So)},kB2-鴬晋{蝣fo<?2サ+2(6>)

-(3-4i/)?2n+2(|。)}

・/ll--02n+l(?d),Ibi--Jす票市02B(」o)(2ォー3+4i/),Ib2--c糸to,+2(<?o)(2ォ+6-4y)

(2ォ+l)(2n)

(4w+l)(4サー1)

(4サ+5)(4n+l)

{ 2サーl)<l2n-i(S。)-&qiサーi(g。)- 」SQ&-i(&)}

[{(4n+5X4n+l)&+(8n2+12n+3)}」fai'サ+1(」t>)-2(4n2+6n+l)

× Eoq昌a+,(|。)+(2n+2)(2ォ+l)ォ2n+,(f。)l

(2w+3)(2w+2

(4w+7)(4w+5
{ 」Iq昌'サ+3(|。) + |。ォ昌nUl。) + (2n +i)q2nUS。)}

c(2n+l)(2n)(2n-1)

(4サ+l)(4w-1)(4サー3)

c(2ォ+l)

(4ォ+5)(4w+1)(4m-1)

[tt-Ste昌n-2(」。)+{SZ-2(l- v) 」。}qin-2(」。ト2(ォーl)(l-2v)f。?2n-2(l。)]

[{(4サ+5)(4ォーl)f。2+3(4ォ2+4ォーl)}ai。2?2',(&)

-|(4w2+4ォー2)f。2+2(l- y){(4ォ+5)(4w-1)|。+3(4w2+4w-i)} f。2k2'サ(f。)

-2n{Un2+2n-3)(1-2v)-2レ(4サ+5)(4w-1)f。2}e。<?2,(f。)l

Sbs
2c(サ+l)

(4w+7)(4w+5)(4rc+l)
[{(4w+7)(4M+l)f。2+3(4M2+8w+2)}f。!。2<?2;+2(&)

-¥(4n2+8n+l)sS+2(l- i'){(4n+7)(4n+l)」S+3(4n2+8n+2)}

× I。2k昌n+2(S。)+(2n+3){(4n2+10n+3)(l-2u)-2レ(4n十7)(4w+l)e。2}|。<?2a+2(&)]
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SB4 =
c(2w+4)(2m+3)(2w+2)
(4ォ+9)(4w+7)(4サ+5)

iォ--

tA2= -

tA3= -

4ォ(ォーl)

(4サ+l)(4ォーl)

1

(4w+5)(4w+l)

(2ォ+5)(2w+

(4w+7)(4w+

c(2n)(2n-1)

となる.

K"O

[|。」fai'nUi。)+{&-2(1- u) 」l)q昌サ+4(a)+(2ォ+5)(l-2i/)|。ftサ+4(|。)]

tin-Ago)

ォ4n十5)(4ォ+l)|02+4ォ(2サ+3)}<&,+i(a,)-(4n+5)(4サ+l)|。to,+i(|。)]

gin+ziStt)

(4サ+l)(4w-1)(4w-3)

C

(4ォ+5)(4サ+l)(4w-1)

[2(2-リーn)」。q昌a-2(!。)+2(ォーl)(l-21/)<72n-2(f。)]

[{(1-2レ-2ォ)(4サ+5)(4w-1)&2-6w(4m2+4m-2)+2(1-v)

×(4n2+(,n-i)}ftォ昌-do)+{4(i- u)n(4n+5)(4n-l)iS+6(l-2u)n{An'l+An-2)}q2n{^)}

/ォ.< =

(4m+7)(4m+5)(4w+1)
{(2ォ+4-2i/)(4w+7)(4ォ+l)S2+3(4ォ2+8ォ+l)(2ォ+3)

+2(l- W(4w2+6w-1)}f。tfW&)-{2(l- >/)(2w+3)(4ォ+7)(4M+l)f。2+3(l-2v)

×(2w+3)(4w2+8w+l)WaCf。)]

/b.I-
c(2n+4)(2n+3)

(4n+9)(4n+7)(4n+5)
[(2レー2サー7)&<?妄nUS。)+(2n+5)(l-2u)g2nUi。)]

'SB

ここで,」0-sinhao,"′"はそれぞれの変数による

微分を表す.r-G/Gは,介在物と母体の剛性率比を

表し,r-Oは空かを,r-∞は剛体介在物を表す.

また,kal,kβ1,kβlauI,β1,In,sat,sfj,tat,tβ蝣j(i-l

-3,;-1-4)はそれぞれ&41,ksi,ks2,IaI,IbI,Ib2,SAi,

sBj,tAi,tmに含まれる第二種変形ルジャンドル関数

<?サ(」>)を第一種ルジャンドル関数カサ(f。)に置き換え

たものである.同様にkaukm,kl,Km,Kp2,㍍1)t$2,gal,
Sォ,tai,fォ(z-l-3,;-1-4)も?サ(f。)を」サ(」>)に

置き換え,レをL,Tに置き換えたものである.

βの値に無関係に境界条件を満足させるために,式

(21)-(24)をそれぞれPzサM),Hサ+i(ヴ)の各係数を

等値すれば,An,Bn,An,Bnに関する無限連立一次方

程式が得られる.これらをAn,Bn,An,Bnについて

解けば,本間題の解は,完全に求められる.

そして,全体の変位および応力各成分は,母材では

[I],[I仕[Ill*]を重ね合わせ,介在物では[IV]を用

いて得られる.

3.数値計算および考察

母材と介在物ポアソン比v-i7-0.3として計算を

行った.剛性率比r-G/G,形状比s-b/aおよび介

在物の大きさbを変えて計算した.計算にあたって

は,式(19)のαの,βガに含まれる積分値が必要となる

が,これはシンプソン則によって数値積分を行って求

めた.すべての無限級数の収束は良好であるが,介在

物が大きくなるとともに次第に悪くなるのでAn,

Bn,An,Bnを15項とって連立方程式を解いた.特に

*.」は漸化式で計算するとn-30までしか計算でき

介在物が軟らかい場合および硬い場合の代表とし

て,剛性率比Ilにそれぞれ0.5, 2を選び,形状比S-

-b/a-0.5として計算した.

なお,数値計算にあたっては,埼玉大学情報処理セ

ンターのHITACS-820を使用した.

応力の対称性を考慮して,板の上半分(p-00-90-)

について考える　　　>,orは　3-90-に対して逆対称

で, ㍍βは対称の分布をする.

まず,介在物境界面上の応力分布を図2-5に示す.

介在物境界面ではβの代わりに球座標のpを用いた.

介在物境界面においては, pはβとtanq>-ajbtanβ

の関係がある.

図2は母材側の応力Opの分布である.介在物が軟

らかい場合, apは<p-0-で引張応力の極大値をとり,

?>-80-付近で引張応力から圧縮応力へ変化する.引

張応力場に圧縮応力が生じるのは注目すべき現象であ

る.介在物の大きさが大きいほど,すなわち介在物が

自由平面に近づくほど,応力が大きくなる　5-90-

では♂β-0となる.介在物が硬い場合,板の上半分の

6pは常に引張応力を示す.介在物の大きさによる影

響は,軟らかい場合と同様にp-0で最も大きく, p-

900で零となり,短半軸∂が大きいほど応力は増加す

る.

図3は介在物側の応力OIpの分布である.介在物が

軟らかい場合, 0-βはォ?-0-で引張応力の極大値をと

り　0-83。付近で引張応力から圧縮応力へ変化する.

介在物が硬い場合,板の上半分のOJpは常に引張応力

を示す.介在物の大きさが大きいほど応力は大きくな

る.図2, 3より,介在物が軟らかい場合は母材側に応
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Fig.2　Variation of ♂β with め at the spheroidal

interface ( s -bla-0.5)

Fig.3　Variation of of with ¢ at the spheroidal

interface ( s -ft/a-0.5)

Fig.4　Variation of ♂r with ¢ at the spheroidal

interface (s -b/a-0.5)

-108-

600　や120。　180-

Fig.5　Variation of庁y With め at the spheroidal

interface (s -ba-0.5)
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Fig.6　Variation of a,β, 61β,or, on with z

along the y-axis (s -b/a-0.5)
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偏平回転だ円体状介在物を有する厚板の軸対称曲げ

Fig.8　Variation of Maximum of ffβ,庁r ofB Point

nth b (首-6/a-0.5

力集中が生じ,逆に介在物が硬い場合は介在物側に応

力集中が生じる.図4は母材側の応力♂7の分布であ

る. r-0.5, 2.0のいずれの場合においても,板の上

半分の6,は常に引張応力である.介在物が軟らかい

場合, 67の値は大きくなる.

図5は介在物側の応力61,の分布である. r-0.5,

2.0のいずれの場合においても,板の上半分の6-7は

常に引張応力である.図4と逆に介在物が硬い場合,

房7が大きくなる.

図6にZ軸上の応力(oβ),-.-(<T7 9サ., (♂β)ダ=0-

KOrlr　の分布を示す.母材側の応力については,介

在物が軟らかい場合,最大引張応力は板表面に生じ

る.板表面の応力および介在物境界面の応力は介在物

が大きくなると大きくなる.介在物が硬い場合,板表

面での応力および介在物境界面での応力は介在物のな

い場合の<3x-kzに対して軟らかい場合と対称に分布

している.板表面の応力は介在物が大きくなると小さ

くなる.介在物側の応力はZ-0(O点)で零となり,

介在物が大きくなるつれて直線的に増加する.母材側

とは逆に介在物が硬い場合のはうが応力値は大きい.

以上の結果より最大引張応力は母材側のB点(0, 0,

b)および厚板表面のD点(0, 0, 1)に生じ,介在物側

の最大引張応力はB点(0, 0, b)に生ずる,図7, 8に

これらの分布を示す.

図7は,短半軸bに対して母材側のD点およびB

点の最大引張応力を示したものでこある. B点の最大引

張応力はあが大きくなると大きくなる.板表面D点
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の最大引張応力は,介在物が軟らかい場合, ∂が大き

くなると大きくなり,逆に介在物が硬い場合, bが大

きくなると小さくなる.

図8は,介在物側のB点の最大引張応力を示したも

のである.最大引張応力はbが0.6までは直線的に

増加するが, 6-0.8では直線からずれる.

4.結　　　吉

本研究は, 1個の偏平回転だ円体状介在物を有する

厚板が無限遠方で二軸一様曲げ荷重を受ける軸対称問

題を三次元弾性論に基づいて,厳密に解析したもので

ある.得られた結果を要約すると以下のようになる.

(1)母材における最大引張応力は介在物に最も近

い厚板表面に生じる.引張応力の極大値は介在物境界

面上に生じ,介在物が軟らかい場合(r<i)には母材

側に,逆に硬い場合(r>i)には,介在物側に生じる.

介在物が硬い場合には,介在物に応力が分担されるた

め母材側の応力集中は緩和される.

(2)介在物境界面における応力分布は,厚板の2

-0の面に対して逆対称であり,中立面で零となる.

板の上半分では引張応力,下半分では圧縮応力を生じ

る.特に,介在物が軟らかい場合(r<i)には・>-80-

、900で圧縮応力を生じる.

(3) z軸上の母材側の応力は,ほぼ直線的に増加

する.介在物側では直線的に増加している.
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