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The Estimation of the Strength of Beams

Structured by Scrapped Paper

Hideyuki OHTAKI

Nowadays our society demands the manufactured goods which are effective to reclaim, because

natural resources are tendency to deccrease. So we should not noly reinvestigate the materials of

goods, but also originate a new design method and a product system. Then we have investigated the

srtucturing method and the strength about the beams whose material are scrapped paper. When the

beam by scrapped paper is loaded, the deformation is large and moreover the cross section dose not

mentaine flat. Therefore we cannot apply the traditional `theory of elasticity'to the analysis and

estimation of the deformation and strength. In this paper, we propose a new estimation method by

analyzing the swelling caused when the papercraft beam is bended.

Key Words: Papercraft, Beams, Deformation, Swelling, Principle of Vertual Works, Limit
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1.ま　え　が　さ

紙で製作したI形断面はり等の柱体に負荷が作用す

る場合,金属製の場合と異なって大変形をきたす.そ

れゆえ,微小変形および変形後の断面平面保持という

仮定に立脚する材料力学は適用できない.新たなる強

度評価法の提案,確立が望まれる次第である.

ここで,ちなみに,「「形断面はりについて,単純曲

げ時の変形状況を観察してみると,図l(a)に示した

ようにウェブ部は平面を保持せず,ふくらんだ状態と

なる.他の断面形状,負荷形態の場合でも同様な現象

を得ることは周知である.そこで,このふくらみを生

じる限界を幾何学的にモデル化し,それに対して力学

的な解析を与え得れば,紙製柱体の変形強度の評価を

果たし得るものと考えられる.

そこで,本報では,上記の現象が薄肉断面はりの塑

性座屈(l)に相通じるものがあるとの知見を得,その適

用化を図った.

2.紙製柱体の変形解析

2・1紙の折り曲げ部の特性　　図l(a)の例でも

*原稿受付1997年1月27日,

'l正員,埼玉大学工学部(◎ 338-0825滴和市下大久保255)

わかるように,ふくらみの稜郡,谷部は曲率を持って

連続しているが,ここでは,モデル化のためその部分

で折り曲げを生じ,不連続となっているとみなす.

そこで,まず,紙の折り曲げ部の特性について検討

(a) Swelling near the丘xed end

( b) The state connecting with straight line along the crest

Fig. 1 Deformation of 「「 shaped beam
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してみる.折り曲げ部の特性を把握するため,三点曲

げ試験を行った場合,金属では,負荷部(折り曲げ部と

なる)以外にも材料の流軌加工硬化を引き起こし,読

験片全体がある曲率をもって変形する.これに対し,

紙は,複雑に交絡した線経の結合が緩んだり,切断し

たりして空げきを生じ,変形が進む.しかし,この空

げきは,負荷部以外にはほとんど観察されず,負荷部

の曲率だけが大きくなる.他の箇所は依然として直線

状を維持したままの状態となる.上記の現象を勘案す

ると,紙の折り曲げ部は,自由に回転できる関節で置

き換えたような変形形態を呈する.この現象は,まさ

しく,塑性学での塑性関節に該当するといえる.

したがって,紙に折り曲げを生じる限界の曲げモー

メントは,

Mo- Ortf

or :繊維同士の結合が緩み,空げき率が急増する

時点の応力

h:肉厚

で表示してもよい.ただし, Orは紙質,製造法等によ

って異なるが,三点曲げ試験結果からも推察できる.

ちなみに,市販の厚板紙(厚さ10mm,再生軌短冊

状に切断)について,負荷部(折り曲げ部)における負

荷～たわみおよび負荷～空げき率の関係を求め,図2

に示した.負荷～たわみ曲線を見てみると,ある一定

負荷に達した後は,その負荷下でたわみが増加し,弾

塑性材料の特性に類似した挙動を示す.この負荷に至
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Fig, 2　Relation with an opening, deformation and load
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Fig. 3　Geometrical treatise of a swelling



1324 紙　製　は　り　の　変　形　韓　度　の　評　価

ると,折り目も明確に目視できるようになる.空げき

率(観察表面単位面積当たりに占める空げきの割合)

ち,この負荷に至った後,急増する.この負荷より,

折り曲げを生じる限界の曲げモーメントが求まるの

で, ♂rは上式より逆算できる.

2・2　紙製はりの変形解析　　一端が壁に剛接され

た片持ちぼり先端部に負荷が作用した場合,固定端近

傍には,ふくらみを生じる.ふくらみの陵部を直線で

結び,その線上では明確な折れ曲りを生じているもの

(関節となっている)として,幾何学的なモデル化を図

った.図Kb)は図l(a)に対して適用した結果で,

まさしく,薄肉断面はりの塑性座屈における運動学的

メカニズム(1)に該当する.

このようにして,紙製はりの変形状態も運動学的メ

カニズムとして表現でき得るので,これに対し,仮想

仕事の原理,ひいては塑性学でいう上界定理を適用し

て解析てみた.

さて,はり先端に作用する荷重Pにより,はりが図

3に示したように0だけ回転したものとする. Pに

よりなされた仕事Wf,は,

wt re　-(11ヴ)d}Pd8

L:はりの長さ

d:ウェブ部の高さ

ヴ:図示の寸法(実際の変形状況を観察した上で

決定する値.薄板紙ではワニ1とみなしうる)

これを固定端での曲げモーメント〟を用いて書き改

めると

Wp
L- 1-り)d

MdB　　　　　　　　　・1

ここで,式(1)に仮想仕事の定理を適用すると

〟
dWp

L-1-ワ)d dB
2

3. ∩形断面はりの固定端近傍に

おける変形

一端が,壁に剛接された片持ぼりを対象とする.曲

げのみを生じる負荷方向二とおりについて考えると,

運動学的メカニズムは,図1をも参照すると,図3,図

4のようになる.この道動学的メカニズムの形態は,

断面寸法が変化しても変わらない.以下,上記に対し

て,式(2)を適用して解析する.

(a)図3の場合

上界定理に従えば, Wpは図中に示した関節部に沿

っての内力のなした回転変形仕事l略i (-関節を生じ

させるためのモーメントMox角変位量a)x関節の長

さLp)の総和に等しい.すなわち

④関節ODに沿って内力のなした仕事wpl ;

Wpx-盈(β+ γ)-Mo
⑤関節OEに沿って内力のなした仕事wp2 ¥

Wp2 -
・V

cosU+f) ・sin '岩IMo
(9関節OCに沿って内力のなした仕事Wpi

sinβ

cosこと~D cos(k+x)
WM-二空二・sin ' Mo

⑥関節BJに沿って内力のなした仕事WpI

Wpi-b-0-Mo

ただしここで,角関節の発生方向を示す角度x,x,I

は,幾何学的な関係より,

tan x-一圭二月
・V

tan Jr-1

tan(x+?)-
1-(11ヴ)辛

で表される.

また,関節部の高さを決定するβ, γは変形時のQ

点の移動を検討し,

・4-(2ヴーl)fl)2+l-(ま)2

{l-4-(2ヴー1)0

1+i-(2ヴーIie) +(ih>

2 1+- -(2ヴーi)4

IL写
e　　　(2ヴ D4+1

e,I:図示の寸法

となる.

上式と式(2)とより,曲げモーメントが求まるが,

想定した運動学的メカニズムが運動学的に十分である

ためには,この曲げモーメントを最小とする必要があ

る.そのためには,崩壊領域を想定する変数刺の値

を変化させ,条件を満足する値を抽出する必要があ

る.この値は,断面の幾何学的寸法に影響を受ける.

(b)図4の場合

各関節に沿って内力のなす仕事は,前述と同様にし

て

@OQに沿って内力のなした仕事Wpi ¥

Wpi- (甲d-b)2+{b-(l-〟)dY

×(α+β蝣Mo

⑤ODに沿って内力のなした仕事Wp,
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Fig. 4　Geometrical treatise of a swelling
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wp2-伸二『二両午蘭・sin '票・ Mo
㊤ocに沿って内力のなした仕事wpi

Wp,-A(l-ワ)df+{vdf -sin-
sin α

cos(a:十x)

⑥cQに沿って内力のなした仕事wpi ¥

wpi-√訂・ b.
sin

/・sin β

√訂・b
1-tan x

1+tan a:

+sin-i/-sinff
sT-b蝣Mo

@QDに沿って内力のなした仕事WK

W,s-√訂・b・
sin

/・sinβ

JT- b玉畿譜

・sin-1貨君〕 ・ Mo
①cDに沿って内力のなした仕事Wp(

Wts-2-*-[sin雪誓
--sin-1 H.工.・・・:')巨・-

⑧DIに沿って内力のなした仕事wpl¥

恥蝣-C- 0-cos-1 1-‡0・ワ#*・

⑥cKに沿って内力のなした仕事wM

Wpi-C-cos-i(1寸8・符・受蝣Mo
①cJに沿って内力のなした仕事WK

Wpサ-/2~-b¥2 sirr吉

1- 1-÷0サ受)) Mo
ョJDに沿って内力のなした仕事l略.0 ;

Wpw-!官・b・ 2 sin-

、 IjA

Mo

㊤JMに沿って内力のなした仕事Wpu ¥

恥l-2(c-6)-cos-1(1寸o・ヴ・老蝣Mo
ここで,関節の方向を示す角度E,〟,Eは幾何学的条

件よワ

tan x=上二辺
り

1-(1-ヴ)音

関節の高さを決定する角度α,βはQ点の移動を検討

し

0.1

rad

(a) ThecaseofFig.3

c7d-2.U

d!k--M

3.U

0.3　　　　　　　　　　　0.0
1

e rad

(b) ThecaseofFig.4

Fig. 5　Relation with the deformed angle ♂ andbending

moment MM*
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tan(z+x)

/　　　β

e tan(;r+tf)

e tanu+x)
/　　　β

e tan(x+K)

e tan(.r+x)

(招-1w>-ォーワ　・tanf

e,f.図示の寸法

図3の場合にも述べたように, d/b等崩壊頚城を規

定する諸変数の値は,式(2)より算出される曲げモー

メントを最小とするように決められるが, cd, dh等

の幾何学的な諸寸法に影響を受ける.

図5は上記に従って,変形状態を解析した結果を示

したものである.ただしMo*は,図中にも示したよう

にはりが断面を平面保持(ウェブ部には折れ曲りを生

じない)したまま,変形するとした場合の曲げモーメ

ントである.また,甲の値は,対象が薄紙であるので,

ワニ1と選んだ. Ocまでは,ウェブ部に折れ曲りを生

じることなく変形が進行するが,この値に至るとウェ

ブ部に折れ曲りを生じ,以後は,それ以前より小さな

負荷で回転変形が進む.さて,図5を見てみると,幾

何学的な寸法あるいは負荷の加わり方によって,折れ

1327

曲りを生じる限界の回転角β。の大きさが異なること

がわかる.図3の場合は,フランジ幅b/ウェブ高さd

の等しいはりでは,ウェブ部高さd/肉厚hの値が小

さいほどOcは大きくなる.一方,図4の場合は, eld

等の値にかかわらず, Ocの値は極めて大きい.したが

って,折れ曲りを生ずる以前に,ウェブ部A点の繊維

同士の結合力が限界に達し破壊する恐れが強いことも

わかる.以上のようにして,紙製柱体の場合は,負荷

状況に対応していかなる断面形状のものを選択すべき

か把握できるようになった.

4.ま　　と　　め

紙製構造体に負荷が加わった場合は,大変形をきた

し,従来の材料力学では対処できない.しかし,その

変形状態を観察してみると,あたかも塑性学で言う塑

性座屈の形態を示している.そこで,変形状況を運動

学的メカニズムに対応させた形でモデル化し,これに

仮想仕事の原理に基づく力学的解析を加えた.これに

より,紙製構造体の幾何学的諸寸法が,変形状態等に

いかなる影響を与えるか把握することができるように

なった.
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