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一様引張りを受ける突合わせ接合板の界面端部特異応力場の

材料組合せ依存性*

荒　居　善　雄*1,土田　栄一郎*1

Dependence of Stress Singular Fields on Material Combination

of Butt-Jointed Plates Subjected Uniform Tension

Yoshio ARAI and Eiichiro TSUCHIDA

The near-tip stress fields around an interface edge of butt-jointed plates subjected uniform

tension are analyzed by finite element method. Based on the result the dependence of the singular

stress fields around the interlace edge on the material combination is discussed. The relation between

the exponent of the stress singularity and its intensity is investigated. The uniqueness of the intensity

of singular stress丘elds for Dundurs's parameters is also studied. The equations which is useful for

materials selection of joint concerning with the stress singularity are newly developed.
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1.緒　　　言

代表的な負荷形式,接合板形状比について異材接合

板の界面端特異応力場を明らかにすることは,特異応

力場を用いた接合強度予測方法の確立のために重要で

ある. Mizunoらは十分に長い接合板の特異性の強さ

の幅依存性を与えている(1). Munzらは界面垂直方向

に長い接合材の特異性の強さと特異性の指数の関係を

調べ,特異性の強さは材料組合せで決まることに注目

し,特異性の強さを特異性の指数の多項式で示し

た(2>. Heinzelmannらは接合材形状比が特異性の強

さに及ぼす影響を調べ(3)特異性の強さを形状比と特

異性の指数の関数として近似する式を表した.しか

し, Dundursが指摘したように,外力を受ける接合板

の応力場は二つの材料パラメータ,すなわちDundurs

のパラメータ, α,βで一意的に定まる(4ト(7)特異性の

強さを特異性の指数のみで表すことはあくまでも近似

であり,良い近似を与える材料組合せの範囲は限られ

ている.

そこで,本研究では,広範囲な材料組合せについて,
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矩形平板同士の突合わせ接合界面端部の弾性特異応力

場を計算し,特異性の強さとDundursのパラメータ,

α, βの関係を定量的に明らかにし,材料組合せから特

異応力場の強さを計算する近似式を提案した.さら

に,材料組合せの変更による界面端部に作用する応力

場の増減を,特異性の強さと指数の関係図上で表示す

る方法を考察した.

2.解　析　方　法

2・1解析モデルおよび特異性の強さの定義　　図

1に示すような, 2材料の高さが等しい直角の角同士

の接合端を持つ接合矩形板モデルを考える.中間層厚

さは考えず,弾性板同士の完全接合状態の界面を取扱

ラ.負荷はy-±Lにおける一様引張りoy-i>ォ, Txy

-0とする.

γ-0において界面端近傍の応力場は次式で表され

る.

・rs-/fei(ガFStid; M)　　蝣(1)
ここで,下添字Ijはrr,　およびrOを取り,上添

字mは材料1ではI,材料2ではIIを取る. ,Lは固

有値, klは特異性の強さ, Dは接合板の特性長さであ

り,図1の形状の場合,幅の1/2, W, (高さが幅より
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も大きい場合)または高さの1/2, L, (幅が高さより

も大きい場合)を用いる　FSAO; AdはFemn(d-O:

/*! -1となるように定義する(2)

βとして幅の半分肝を用いる場合の特異性の強さ

を特に記号Klで表す.

/ yul~lF苫¥(d; A)-　　　-(2)

同様に, Dとして高さLを用いる場合の特異性の

強さを特に記号Kl'で表す.

-m jy-n-2-¥　T?m(a. i¥　　　　　-(3)

KlとKl'の間には次の関係がある.

Kl,-kA wl
(4)

KlはL/Wの増加に伴い増加し,L/W≧2.0の場合

に一定値KHに収束する(3)18)同様にKiはL/Wの

減少に伴い増加し,L/W呈o.1の場合に一定値Kl'に

収束する<3)<8>固有値Mi-1,2,-)は次式の根であ

る.

A2(A2-1)α+2A*sin2|晋I-A2

-M晋¥-A2β+siir
io.(普)cos2(普)-0

-(5)

α,βはDundursのパラメータで次式で定義され

る(4)

汁
A A A A p0

0

E…J

nG Ⅹ

L

Envn L
,
2W

サ t t 詛pォ

Fig. 1 Jointed dissimilar plates

rU'+D-U-'+i)
ru'+i +*"+i

ruLD-UlL1)
ru+i +*"+i

(6)

(7)

ここで　r-G"/G¥ GlとGIIは材料1, 2の横弾性係

敬, xmは,平面歪の場合3-4i/",平面応力の場合,

(3-レm)/(l+W),レmは材料mのポアソン比である.

2・2　材料組合せ　　材料組合せは,以下の五とお

りについて検討した.

(1)同一ポアソン比で縦弾性係数の異なる場合

レ‖-〟-0.001,0.05,0.1,0.15,0.2,0.3,0.35,0.4,

0.45,0.499のそれぞれについて, E"!」'-1.5,2,3,5,

10,20,50,100とした.

(2)ポアソン比が異なり,縦弾性係数も異なる場
_∠ゝ

"J

レ-0.499一足として,レ'-0.001,0.1,0.2,0.3,

0.4のそれぞれについて　Eu/」'-1.5,2,3,5,10,20,

50,100とした.

(3)材料2が剛体の場合

レ-0.001,0.05,0.1,0.2,0.3,0.4,0.499とした.

(4)同一の特異性の指数l-/tlとなる場合

式(5)を用いて, (α,β)の組合せを計算した. 1-A,

-0.05,0.15,0.25について, Dundursのパラメータ

αを0.1ずつ変化させて対応するβを与えるV,〟ll,

E"/E'を,式(6), (7)を用いて計算した.

(5)同一のDundursパラメータとなる場合

α-0.8, β-0,0.1,0.2,0.3,0.35について,対応す

る　",EnIElを,式(6), (7)を用いて計算した.

(6) Dundursパラメータα,βの内,一方を一定

として,他方を変化させる場合

α-0.1,0.2,0.33,0.5,0.66,0.8,0.9,0.96,1.0とし

てβを変化させた場合と, β--0.2,-0.1,0.0,0.1,

0.2,0.3,0.4としてαを変化させた場合を計算した.

図2の四角印は以上の材料組合せをDundursパラ

メータ線図上に示したもので,特異性を有する材料組

合せの大部分を含んでいることがわかる.

2・3　特異応力場パラメータの計算方法　　式(1)

において, (<7fle)e=。の有限要素解とr/Dの関係につい

て,最小二乗法により両対数直線近似してklと),を

算出した.近似範囲は, L W-2.0の場合5.0×io-

≦r/W<1.0×10"3, L/W-0.1の場合5.0×10" ≦

r/W≦1.0×10"4とした.有限要素解析には8節点ア

イソパラメトリック平面ひずみ要素を用いた.モデル

全体の要素分割例を図3に,界面端部近傍の拡大を図

4に示す. 0<rD≦O.KOはLまたはWの小さい

ほう)においては,次式に従って半径方向要素寸法を
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決定し, 60分割した.

・i-岩,2-1,2,・・・60　　　　-(8)

ここで, uは半径分割におけるi番めの要素の半径

方向寸法, //」>-10-　とした.周方向には均等に40

分割した.全要素数は3000(L/W-2.0の場合)また

は4600(L/W-0.1の場合),全節点数は9179(L/W

-2.0の場合)または14119は/W-0.1の場合)であ

る.数値計算は,汎用有限要素解析プログラムABA-

QUSを用いて行った(9)

材料1をCu,材料2をSi3N4とした場合について,

L/W-2の形状で, 0<r/D宝o.1における半径方向の

要素分割数が特異応力場パラメータの計算結果に及ぼ

す影響を表1に示す.特異性の指数の理論値は, 1

-^-0.085203である. 0.1Z)を50分割以上で, 1

-^-0.0852, Kjp。-0.805に収束していると考えら

-1-0.8-0.6-0.4-0.2 0　0.20.4 0.60.8 1

α

Fig. 2　Range of Dur】durs's parameter for materia一

combinations

Fig. 3　Overall mesh division (L/W-2)
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れる.以下では, 60分割を標準とする.

また, L/W-2の形状で,弾性係数の組合せが異な

り, Dundursパラメータが等しい四とおりの材料組合

せについて計算した特異応力場パラメータを比較して

表2に示す. Dundursが指摘したように,縦弾性係数

比やポアソン比の比が異なりDundursパラメータが

等しい場合,特異性の指数1-Mと特異性の強さ

Kjpoはそれぞれ同じ値となる(4)が,本研究の有限要

素鰹も, 0.2%以内の誤差で同じ値となっている.

3.解　析　結　果

3・1特異性の強さと指数の関係　　図5は特異性

の指数1-/*1をDundursパラメータ線図上に示した

もので,突合わせ接合板(図1参照,直角の角同士の接

合端)の場合,特異性を有する材料組合せ[(α-1)/4≦

Table 1 Numerical convergence of singularity

parameters

Numberofdivision Ki/po 1-Ai

30　　　　　　0.8764　0.07637

35　　　　　　0.8000　0.08584

40　　　　　　0.8008　0.08571

50　　　　　　0.8050　0.08519

60　　　　　　0.8050　0.08519

Table 2　Comparison of stress singularity parameters

with different material combinations having

same Dundurs parameters

En/E'　〝/　II　α　β　1-人1度`1/p.

10.374　　0.41　0.2027　0.8　　0.1　0.2585　0.5690

8.525　　　0.435　0.4817　0.8　　0.1　0.2585　0.5690

1.9396　　0.31　0.042　　0.8　　0.2　　0.2085　0.6249

S.1019　　0.35　0.4583　0,　0.2　0.2085　0.6249

9.2437　　0.19　　0.1000　0.8　　0.3　　0.1345　0.7202

7.2000　　0.25　　0.499　　0.8　　0.3　　0.1345　0.7201

9.0909　　　0.1　　0.001　0.8　0.35　0.0801　0.8097

7.033　　　0.18　　0.494　0.8　0.35　0.0801　0.8097

Fig. 4　Near edge mesh division
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βく0.5α,0≦α≦1]の特異性の指数は実数である.

十分に細長形状のL/W-2について,特異性の強さ

KJ　と特異性の指数1-/1,の関係を図6に示す.四

角印が本研究の有限要素観『Munz et.al.』の実線

は文献(2)の結果である.本研究の有限要素解によれ

ば,同一の特異性の指数l-/llに対して特異性の強さ

Kjp。が最大0.1程度の幅を有する.この幅を有しな

がら,全体としては, 1-/1,の増加に伴いKjp。は一様

に減少する.

Munzらは文献(2)において, Kjfi。と1-Aiの関

係として,次式を示し, Kjp。と1-/1!の間に一義的な

関係があると述べている.

#,/A,-l-2.89(l-AO+llAd-Ad2

0　　0.2　　0.4　　0.6　　0.8
α

Fig,5　Eigen value contours in Dundurs's parameter

diagram
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Fig.6　Relation between K¥ and 1-Al(L/W-2)

-51.9(1-^i)3+135.7(l-/li)4

-135.8(1-^i)5　　　　　　　　　　-(9)

実線で示す文献(2)の関係は, 1-A,の増加に伴う

KJp。の全体的な減少の状態をよく表している.しか

し,本研究の有限要素解によれば,式(9)を用いて1

lAlからKJpoを定量的に評価する際には,最大9%

の評価誤差を含む.

十分に横長形状のL W-0.1について,特異性の強

さKUp。と特異性の指数1-/*1の関係を図7に示す.

十分に横長形状(L/lV-0.1)の場合,前述の細長形状

(L/W-2)の場合と同様に,同一の1-Alに対して

Kl!p。が最大0.1程度の幅を有する.細長形状の場合

と異なる特徴として, 1-A,の増加に伴うk;/p。の減

少は一様でなく, l-,1i>0.3においてほぼ一定の

Kllp。となる点があげられる.図中のPresent result

の実線は有限要素解のKUihと1-Alの関係全体を次

式に示すように最小二乗法により5次式に近似したも

のである.本近似式と有限要素解の差は最大6%程度

m*m

ォ/*。-l-3.28(l-/li)+14.51(l-A)2

-38.23(l-A)3+41.01(l-/li)<

+3.36(l-/li)5　　　　　　　　　　-(10)

Heinzelmannらは文献(3)において, 0く!-/!,<

0.13の範囲でKilp。-Kilp。 [式(9)]を示した.ま

た,図中の「Heinzelmann et. al.」の実線は文献(3)

の結果であり,文献(3)において取扱われている材料

組合せの範囲(0<l-/*iく0.13)のみ実線でプロット

した.この範囲内で文献(3)の結果は本研究の有限要

1

0.9

0,8

⊂)
'ml

:ユ0・7
1b4

0.6

0.5

0,4

0　0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

L-)、l

Fig. 7　Relation between K{ and 1-M(L/W-0.1)
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素解の最小二乗近似結果とはぼ一致している.しか

し,現実的な材料組合せにおいても0.13<l-/*i<0.4

となる場合は考えられる.この場合,式(9)を0.13<

l-/li<0.4に拡張して適用すると,図7中の破線とな

り,本研究の有限要素解との差が大きくなり,爵Ip。-

KJp。は良い近似ではない.

十分に細長形状のL W-2と十分に横長形状の

L W-0.1について,同一の特異性の指数1-^1とな

るα,βの組合せにおける特異性の強さKi/p。, K;/p。
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とαの関係を図8に示す.同一の1-Aiとなるα,β

の組合せにおいて, Kjfaの最小値を与えるα,βの組

合せは,形状比によらずα,βの最小値,すなわち, β

-(α-1)/4を満足するα,β(図2のいちばん下の実

線)である.これは,特異性の強さと指数の関係図(図

6)において,同一の1-Alに対するKJp。の下限の材

料組合せが, β-(α-1)/4を満足するa, βで表される

ことを意味する.同一の特異性の指数1-^1となる材

料組合せ(0.05≦1-^1≦0.25)において, Dundursパ

ラメータ, α,の変化に伴う特異性の強さKi/p。, Kllp。

の変化は,最大9%程度である.同一の特異性の指数

について,十分に細長形状の場合と十分に横長形状の

場合の特異性の強さを比較すれば,横長形状のほうが

常に大きく,その差は,特異性の指数の増加に伴い増

'Jll-i-ら.

十分に細長形状のL/W-2と十分に横長形状の

L/W-0.1について,同一の特異性の指数1-Aとな

るα,βの組合せにおける特異性の強さKjp。, Kilp。

とβの関係を図9に示す. 1-^i-0.05の場合,特異

性の強さとαの関係と比較してβの変化に伴う特異

性の強さの変化は緩やかである.

3・2　特異性の強さとDundursパラメ-夕の関係

十分に細長形状のL W-2と十分に横長形状の

L/W-Q.1について,それぞれの特異性の強さKjp。

およびKi/P。とDundursパラメータαの関係を比較

して図10に示す. KJt。はαの増加に伴い一様に減

少する. β--0.2,-0.1,0.4の場合, Kilfi。はαの増

1

0.9

C? 0.8
i2

m
,. 0.7
C)
(こ.

1諒0.6

0.5

0.4

0.2　　0.4　　0.6　　0i

α

Fig. 10　Comparison of intensity-α relation for aspect

ratio (constant β)
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加に伴い一様に減少するが, β-0.0,0.1,0.2,0.3の

場合, k;/p。はαの増加に伴い減少し,極小値をとり,

再び増加する.それぞれの特異性の強さK/P。および

k;/p。が0.8以上の場合,同一のαに対して, Kjp。と

k;/p。は近い値となる.しかし, K/p。およびKi/p。が

0.8以下の場合,両者の差はαの増加に伴い増加す

る.

十分に繍長形状のL W-2と十分に横長形状の

L/W-0.1について,それぞれの特異性の強さKJp。

およびKih　とDundursパラメータβの関係を比較

して図11に示す. KxIpsとKi/P。はβの増加に伴い

一様に増加する.それぞれの特異性の強さKJpoおよ

びk;/P。が0.8以上の場合,同一のβに対して, KJi>。

とK(/p。は近い値となる.しかし, K/P。およびKlip,

が0.8以下の場合,両者の差はβの減少に伴い増加す

る.

十分に細長形状のL/W-2と十分横長形状のL/W

-0.1について, Kjp。およびK{/p。とα,βの関係を

αについて二次式で, βについて三次式で仮定し,両

者の積の関数形を用い,その係数をKjp。および

Kl/P。とα, βの有限要素解析結果から最小二乗法を用

いて近似し,次の二つの式を得た.

tfi//>。-1.0+1.005β+6.652β +15.i　β3

-0.566ff-2.079αβ-17.387αβ !-1.859ffβ3

-0.4　　-0.2

β

Fig. ll Comparison of intensity-β relation for aspect

ratio (constant a)

-0.000 631α +2.035α2β+5.052α2β2

-2.561a2β3

K(/p。-1.0+1.093β+8.906β:+21J　β3

-0.670^-3.070αβ-23.499αβ2-ll. 124aβ3

十0.279ff2+2.887α2β+8.611α2β2

十0.181(12β3

近似式(ll), (12)は, 0.06くα≦1.0, (αll)/4くβ<

0.5αの範囲で,有限要素解を5%以内の精度で表す.

3・3　材料組合せと界面端部近傍応力場の評価

界面に作用する垂直応力成分伽はβ-0, ㍗-0に

おいて次式で表される.

(のβ)--*>u)　　　　　　・(13)

ここで, kuDは,それぞれ十分に細長形状の場合

にKu W,十分に横長形状の場合にKi,L,とする.

ある材料組合せから材料組合せを変更する場合を想

定する.現在の材料組合せについて, kl/か1-Al線図

上に一点が定まる(例えば,図13の点A).界面上の

界面端から距離r-戸D離れた位置における垂直応力

成分は次式で表される.

{oee)e=。,r=rD-ki{戸)　-6e¥ -　　　　　・(14)

ここで, amは定数である.界面上の界面端から同

一距離r-rDにおいて垂直応力成分¥oee)e　　戸Dが

同じ値(aM)となるkUP。-l-Ai線図上の曲線は次式

で表される.

kl!　　　　wp。　　　　　　　　　　・(15)

このkilp0-1-Ai線図上の曲線を,ここでは『等応

力線』と呼ぶことにする.図12に模式的に示すよう

に,特異応力場の支配的な範囲の最大半径を　　x-D.

弾性解析結果で応力が表される最小半径を戸mini}と

Fig. 12　Reference stress region
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する.

一例として,十分に細長形状のL/W-2.0につい

て, α-0.85, β-0.17987の材料組合せの戸-10"

およびf-1(T5における等応力線を,図13の<7サ。印

の実線と破線で表す. 2oe,と0.5ffサは,それぞれの

rAにおいて界面に作用する垂直応力成分が2倍およ

び1/2倍となる等応力線であり,斜線音域は10"5<戸

く10'の範囲で垂直応力成分が2倍および1/2倍と

なる額域を表す.基準の材料組合せ(図中のoee)に対

して, 1CT5< r<10ー3の範囲で垂直応力成分が2倍ま

たは1/2倍となる材料組合せは, KJp。と1-A線図

上で比較的広い帯状領域(K/p。の幅が約0.1, l-^i

の幅が約0.1)となる.図13によって,材料組合せの

変更による界面端部近傍での垂直応力成分の増減の状

態が直観的に把握できる.

また,特定のr-において詳細に応力の増減を検討

する場合,新たな材料組合せごとに1-AlとKJp。を

計算し,図の等応力線と比較して,左下ならば応力は

低下,右上ならば応力は増加と判断できる.しかし, 1

-^i>0.25の場合,同一の1-人に対するKJp。の幅

は小さいので, Munzらが主張するように, l-/tlの増

減によって¥oee)e=。,T=rDの増減を表すことができる(2)

十分に横長形状のL/W-0.1について, α-0.85,

β-0.17987の材料組合せのf-l(T3ぉよびr-10-5

における等応力線を,図14の♂O。印の実線と破線で

表す.十分に細長形状の場合と比較して,定性的には

同様であるが, 1-/1.が大きい場合にも,同一の1-A

1

0.9

0.8

C)
a
ー　　0.7

1出

0.6

0.5

0.4

0　0.05 0.1 0.15 0.20.25 0.30.35 0.4

ト九1

Fig. 13 Iso-stress lines and representation of stress

scales (上W-2.0)
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に対するKllpnの取り得る範囲が大きいため1-M

の増減によって¥Gde)e=。,r=rDの増減を表すことはでき

2HJ

4.緒　　　言

広範囲な材料組合せについて,矩形平板同士の突合

わせ接合界面端部の弾性特異応力場を計算し,特異性

の強さとDundursのパラメータ, a,βの関係を定量

的に明らかにし,材料組合せから特異応力場の強さを

計算する近似式を提案した.さらに,材料組合せの変

更による界面端部に作用する応力場の増減を,特異性

の強さと指数の関係図上で表示する方法を考察した.

得られた結果を要約すれば,以下のとおりである.

(1)十分に細長形状(L/W-2)の場合,同一の特

異性の指数1-Aに対して特異性の強さKJp。が最大

0.1程度の幅を有する.この幅を有しながら,全体と

しては, l-/<iの増加に伴いKJp。は一様に減少する.

(2)十分に横長形状(L W-0.1)の場合, (1)項

の細長形状の場合と同様に,同一の特異性の指数1

lAlに対して特異性の強さKUp。が最大0.1程度の幅

を有する.細長形状の場合と異なる特徴として, 1

-Alの増加に伴うk;/p。の減少は一様でなく, 1-Al

>0.3においてほぼ一定のKilt。となる点があげられ

る.

(3)同一の1-Aとなるα,βの組合せにおいて,

Kjp。およびKilp。の最小値を与えるα,βの組合せ

は,形状比によらずα,βの最小値,すなわち, β-(α

l

o.q

O.8

C)
PJ

O.7

1出

0.6

0.5

ME

0　0.05 0.1 0.15　0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

ト7.1

Fig. 14 Iso-stress lines and representation of stress

scales (L/W-0.1)
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-1)/4を満足するα,βである.これは,特異性の強

さと指数の関係図において,同一のl-/llに対する

KjpoおよびKll　の下限の材料組合せが, β-(α

-1)/4を満足するα,βで表されることを意味する.

同一の特異性の指数について,十分に細長形状(L/W

-2)の場合と十分に横長形状(L/W-0.1)の場合の

特異性の強さを比較すれば,横長形状のほうが常に大

きく,その差は,特異性の指数の増加に伴い増加する.

(4) 0.8≦α≦1かつ0≦β≦0.3の場合を除き,特

異性の強さはαの減少とβの増加に伴い増加する.

材料組合せからα,βを用いて特異性の強さを計算す

る近似式を提案した.近似式は,0.06≦α≦1,(α

-1)/4くβ<0.5αの範囲で有限要素解を5%以内の精

度で表す.それぞれの特異性の強さKJ　および

K(/p。が0.8以上の場合,同一のαに対して, KJb。と

Kilp。は近い値となる.しかし, Ki/P。およびKil　が

0.8以下の場合,両者の差はαの増加およびβの減少

に伴い増加する.

(5)基準の材料組合せに対して,界面上の界面端

からある範囲離れた領域(l(r5< r/」><10-3)において,

垂直応力成分が2倍または1/2倍となる材料組合せ

は, Kjfoと1-^1線図上で比較的広い帯状嶺域(KJp。

の幅が約0.1, 1-人の幅が約0.1)となる.提案した

方法によって,材料組合せの変更による界面端部近傍

での垂直応力成分の増減の状態が直観的に把握でき

る.
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