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Analysis of Vibratiol1 0f Timing Belt

(Under a Moving Load)

Shaochang LI, Hideyuki OHTAKI and Keiichi WATANUKI

Analytical results are presented forvibration of a wide timlng belt under a moving load. The

equation of motion is derived from Hamilton's princlple, and approximate solutions to the basic
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the harmonic balance method. Analytical results are presented which show the contributions of

moving load position and movlng load value to response curves. The response amplitude that varies

with the width of timlng belt. In the case of variable velocity, the response value shows very
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by the moving load and the velocity.

Key Words: Machine Element, Forced Vibration, Moving Load, Wide Timing Belt, Meshing
lmpact

1. #　　　臼

歯付きベルトの動特性解明は,振動問題に関連して

重要な課題となってきている(1ト　そこで,著者らは

プ-リと歯付きベルトのかみあい時における衝撃力の

発生メカニズムをモデル化し,実際状態により近い幅

広の歯付きベルトについて振動特性を理論的に解析し

てきた(4ト　　この解析では,歯付きベルトは往復動せ

ず,一定方向に移動する場合を対象とし,いずれもベル

トに加わる衝撃力の位置を一足としている.しかし,プ

リンタ等の情報端末機器や紙類を扱う自動化機器等で

は,歯付きベルトは往復運動機構として利用され,ベ

ルト上に載荷して荷重を移動させる場合も多々ある.

そこて本報では,前報(6)を基に,ベルトの往復動に

伴う移動負荷を受ける場合について幅広の歯付きベル

トの二次元運動方程式を誘導した.解析では,まず,ベ

ルトの移動方向と幅方向について,境界条件を満足す

る分離形関数を導入した.次いで,運動方程式に対し

て　　　　　法を用いて多自由度の連立微分方程式

を誘導した.この方程式に調和バランス法を適用して
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解析し,移動荷重とベルトの移動方向の切換え作用が

ベルトの非線形振動特性へ及ぼす影響を検討した.

2.基礎方程式

2・1歯付きベルトのかみあいによる衝撃力の発生

モデル　　歯付きベルトのかみあい衝撃については,

騒音解析に立脚した久保(3)らの考察に準拠すると,図

1に示したように躯動側プ-リの歯先部とベルトの歯

底部とが衝突した瞬間に生じる.衝撃力の発生に至る

までのかみあい過程,発生する衝撃力の大きさ等につ

いては前報(6)にて述べた.ただし,本報では,ベルト

の歯とプ-リの歯とが徐々にかみあう状態へ移向する

場合を駆動側として扱うこととする.

したがって,往復動する歯付きベルトの場合には,

かみあい衝撃は図2のようにベルトの移動方向を切換

えるたびごとに両プ-リ間で交互に発生することとな

る.また,ベルト上の載荷物による荷重は,ベルトに対

しては,あたかも移動荷重と同じ扱いとなる.

解析に際しては,まず,プ-リが時計方向へ回転し

始める時点を初期時点(∫-0)とし,荷重は図　　に

示した位置に位置しているものと仮定する.ベルトと

プ-リとのかみあいによるかみあい衝撃力は右側プー

リ部で発生する.プ-リの回転に伴い,右側のプ-リ
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(b)

Fig. 1 Meshing collision of timlng belt

(b)

Fig. 2　Position of impact force

のn番めの歯とベルトとがかみあい終わって,移動荷

重がある位置　　に至った後[図　　の点線の位置],

逆転する.この間,プ-リの回転速度が正弦関数

-伽　　　の前半周期　　　　　　で変化してい

る.逆転状態になった場合の負荷状態は図　　　に示

したようになる.かみあい衝撃力は左側のプ-リとベ

ルトの衝突により発生することになる.かみあい衝撃

は左側のプ-リの1番めから発生し始め, n番めの歯

Fig,

で終わる. n番めの歯がかみあった時点で,荷重は左

側プ-リの中心線上に至る.すなわち,初期の位置へ

と戻ろ.この間,プ-リの回転速度は正弦関数で変化

し後半周期　　　　　/a))を経過したことになる.

2・2　運動方程式　　本報では,この振動系の運動

方程式を誘導するに際し,まず,図3のようにプ-リ

が時計方向へ回転している場合を対象とする.移動方

向を切換えた後については,あたかも図3のモデルを

反転した形となる.それゆえ,運動方程式中の速度項

に周期性をもたせれば,逆転した場合にも適用でき

る.ただし,衝撃力の発生位置については,後述のよう

にプ-.)と衝突する歯の番号を選ぶことにより,変更

できる.

さて,図3を対象とした場合　　　　　原理に立

脚し誘導した前報の結果(6)を準用すると,移動負荷を

受ける歯付きベルトの運動方程式は次のようになる.

D∇　豊　富
晋-f-

ここで,

D:ベルトの曲げ剛性

∇2 :ラプラス演算記号　　　　　∂2/∂y2

ベルトの横方向,a [ベルトの移動方向(3:

方向)に対し直角方向]の変位

β :ベルト単位体積当たりの質量

h:ベルトの肉厚

E :ベルト材の縦弾性係数

u:ポアソン比

Ⅴ:ベルトの移動速度

方向単位長さ当たりの張力

/:ベルトの歯とプ-リの歯底とが接触し生じる
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衝撃力

Pm :ベルトに加わる移動荷重

ベルトの肉厚hは図1中に示したベルト寸法ho,

hlを考慮して　　　　　　　と仮定した.この数値よ

りベルトの曲げ剛性βを求め,さらにベルトの単位

長さ当たりの張力Nrをも求めた.

境界条件は

-　　　　-(2)

(霊〔+V晋　晋十V晋
・(3)

(芸　濃　　　　-(4)
(普+u晋　晋+u晋)yニb-0

-(5)

となる.

ベルトの往復運動を考慮するとすると

-・ -(6)

Ro:プ-リのピッチ円半径

:プ-リの角速度

a)0 :プ-リの最大角速度

a) :プ-リが周期的に回転変動する場合の角振動

数

Vo :ベルト移動時の最高速度

前報(6)で検討したと同様に,かみあい衝撃荷重は次

のようになる.

一　　　　　一　　　　　　　　-(7)

fは時刻tl,衝撃区間　　　に加わる衝撃力であ

る.

Flは図4に示したように歯のかみあいによる衝撃

力が発生する区間　　　　でのベルト単位長さ当たり

--,J1 --I
Fig.4 Impact force
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に作用するパルスカである.この値は前　　で述べた

ように,歯付きベルトの横方向衝突速度(図1中の

Vi)を加味した力積より誘導できる.

は単位ステップ関数

のま　　　におけるデルタ関数

tz・は図2のようにi番めの歯がかみあい衝撃を生じ

る時刻である.プ-リが時計の方向へ回転している前

半周期　　　　　の間では,右側のプ-リの歯に対

して　　　　　をとる.プ-リが逆転している後半周

期　　　　　刀・/al)の場合は, iを左側のプ-リの歯に

対してとるのであるが,その場合は

～n)として扱える.このようにすれば,式(1)を適用

でき,しかも,時間の連続性が維持できる.

移動荷重Pmは次のように与えられる.

-　　　　　　　　　　　　　-(8)

P :移動荷重の振幅

は前半周期　　　　　　において,移動

荷重の存在位置　　　　におけるデルタ関数,後半

周期　　　　　　　において,移動荷重の存在位置

(£　　　におけるデルタ関数は　　一

一　　　となる.

以上のように,後半周期の解析は上記を勘案して,

式(1)の展開中に含まれてくるかみあい歯の番号,デ

ルタ関数などを切換えることで達成できる.

さて,式　　　　および(8)を用いて,運動方程

式(1)を書き改めると次式のようになる.

D∇　豊　　　富
・・l・-∴　＼亘.I.

い・　ト1　-.　日-/,)

-(9)

式(9)の左辺第3項め,第4項め,右辺第2項めが

移動荷重とベルトの往復動を考慮したために加味され

るようになった項である.

3.解　析　方　法

運動方程式(9)の解を求めるために,まず境界条件

を満足する関数　　　　　　　と未知時間関数

を用いて,ベルトの変位を
m　　7Z

∑∑　　　　　　　　　　-
}--1k=1

で表す.ただし, mは3方向のm次振動モード, nは

y方向のn次振動モードを意味する.

ここで関数　　　　　　を次式で与え,

号　　　　=一一・・・日-
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川・∴　・・卜亘、・

貨　　告　　一,n・
上式は境界条件式　　　　　を満足する.

係数　　　　　　　　は次数kに対応する未定係数で,式　　　　の境界条件を満足させる時点で決定できる.

すなわち式　　を境界条件式　　　　に代入すると,各次数kに対応したβAに関する条件式を得る.この条件式

を解けば, βAが求まるので,未定係数　　　　　　　が決定されることになる.

次に,式　　を式(9)に代入し,ガラーキン法を適用すると

真　　∇　　　　　　悪　　　　　貨　-1)
- ・J　　　ご　　　　　!　　　　- .＼　　　　　　　　　　∴-　　　　　　　　　--.-　　　--

ここで　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一,n)とおいて　　　　　-　　　　　　　　　に関する振動方

程式を求めると,

lM]す　　　〔(l　ト音
-(lJl

ただし

・　　子　′・′・・

±..豆:

l′ ・専一.LT

真上　普+2撒十普]¢
ト

(15)

(16)

(17)

(18)

(1g)

工　　　　＼-I,亘　　　　　　-・・・ミ・　叫
-　L -

式　　の形は前報(6)の場合に比較すると,変動速度項と　　　項が含まれるのが特徴である　　　はnXm次慣性

マトリックス項を　　はnXm次縦剛性マトリックス項　　はnXm次曲げ剛性マトリックス項を意味する.

lG]はnXm次回転マトリックス項で　　　　の特性をもっている　　　　　　はnXmマトリックスであり,

はS列めベクトルである　　　　　　　　　　　　　　　はそれぞれマトリックスに対応するS行め, r列め

の要素を示す.

ここで,式　　に対して調和バランス法を適用することを考える.式　　中の速度および移動荷重に関する正弦関

数と余弦関数の項を歯のかみあいによって衝撃が発生する周期　　　:歯数)によって,フーリエ級数展開する.

すると,式　　は次のように書き改められる.

ゑ　　　　々　　　　‡　凡)

-÷　　真　　山　　　　×

十ゑ仏C鵬　　　　　　　　　ゑ

・prbnSinznwt)] r-1,2,・・・・-

器上2W/紬sin竿　　等L2紬sin竿
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笠L2紬sin竿
ここで　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　はフーリエ級数展開した場合の係数である.

いま,式　　の解　　　を次のように仮定する.
E

‡　　-′　　　-　-　　　　・ノi二一・・'

式　　を式　　に代入し整理すると　　に関するmXn個の振動方程式が得られる.これらの方程式に調和バラン

ス法を用いると,以下の連立方程式が求まる.

L2棚　　　　真　　　　　　　　　÷

±・し-・・-、し: -　つ巨・「

ゑ(d郡　　　　　　叫　差

・・・-、斗、　　　∵・,　　-
-I・Lト・一十　一:・・ 、・・一一1・　　　　「 ＼:.

言　　え　　　　　　　×

巨　±　-　　　-・、　　　　　　　--

一　　　　　一・n)

上式の　　　　　　　　　　　　　　　　　はマトリッ

クス　　　　　　　　　　のS行めの要素をqのr

列めの要素に掛けることを意味する.さて,ここで,

cosとsin関数の直交性を利用すると,上式より

に関する一次元の　　　　×mXn連立方程式が

得られる.この連立方程式に　　　一　　　法を適用

し解くことにより,景終的に周期的な衝撃力が作用す

る場合の　　　　　が得られる.かくして,式　　お

よび　　によって,周期的な衝撃力下での応答振幅が

求められることになる.後半周期については,式(7)

の衝撃区間　　　およびデルタ関数のti,式(8)の

デルタ関数を入れ換え同様に扱えばよい.

4.計算結果と考察

式　　　　で求めた連立方程式に対して, ∬方向

において最低次から第3次までの振動形を, y方向に

おいて第1次の振動形を求めた

振動状況を検討するため,その際,次・に示す諸量を用

いた.

ベルトの種類

ピッチ

ベルト幅

ベルトの厚さ

密度

ヤング率

:　　　規格)

: 12.7mnl

l空Xl翌mriil

l乙0m醐

二　　　　・mこ1

: 16Ll

ポアソン比　　　　　　　:0.4

歯数　　　　　　　　　: 20

軸間距離/

プ-リのピーチ円半径Ro :

張力NI　　　　　　　　:

4・1移動荷重の経過時間による振動波形　　プ-

リを時計の方向へ　　　　　　　　　　　　の速度で

変動させ　　　　　　　プ-リの回転速度が一つの

周期の　　　　間に正弦波形で変化している.荷重は

左側のプ-リから右側のプ-リへ向けて移動し,位置

に至って逆転する.プ-リの回転の開始か

ら経過時間を　　　/　　刀・/

とする.そして　　　　　を

計算位置とした場合についての解析結果を図5に示し

た.縦軸は応答振幅　　　横軸は両プ-リの間の距

離(m)である.図　　　はプ-リの前半周期における

回転速度による振動波形　　　はプ-.)の後半周期に

おける回転速度による振動波形　　　は一つの周期の

開始　　　　　　と終了　　　　　　および速度が

切り換わる過渡時点　　　/　　　　の振動波

形である.この結果により,速度の切換え前の半周期

(a)の間,切換え後の半周期(b)の間での振動の波形

はほぼ同じであり,振幅の差があまり大きくない.図

より,速度の切換えの瞬間

と一つの周期が開始あるいは終了する時点

拍-
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の振動曲線が全然異なることに

より,前半周期の応答振幅と後半周期の応答振幅との

間に大きい差があることもわかった.

4・2　速度変動による振動　　回転速度

-1の場合について,振動状況を検討した.位

置エ/　　　　　　における解析結果を図6に示

した.この図より,速度切換え前　　　　　の振動

と速度切換え後　　　　　　　の振動波形はほぼ対

称となる,振幅の変化は速度変動の影響を受け, J-

における応答振幅が一番大きいことが

わかった.

4・3　回転速度と移動荷重が振動に及ぼす影響

ベルトの速度を変動させ,移動荷重を左側のプ-リ

から右側のプ-I)へ移動し,荷重が位置

に至った時点で反転させる.回転速度

と　　　　　　　　　　　　について解析し

た結果をそれぞれ図　　　　　　に示した.図　　　と

図6を比較すると,移動荷重が加わらず速度だけ変動
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Fig. 5　Vibration of time elapsed

させる場合には,速度の切換えがあっても,応答振幅

は規則的に変化する.しかし,移動荷重が加わる場合

には,前半周期の応答振幅は後半周期の応答振幅がか

なり異なることがわかる.図　　　　　　を比較すれ

ば,速度が大きい場合には,応答振幅が大きくなると

ともに,半周期の間での最小と最大の応答振幅の差が

大きくなることがわかる.

4・4　異なる〝断面の振動曲線　　異なる〟断面位

置での振動曲線を比較検討した.プ-リの回転速度a)o

~　　　　　　の場合で,荷重の経過した時間

時点才　　　　について　　　　　　　　　　におけ

る結果を図8に示した.これより　　　　　と

0.7の位置での振動応答をベルト長手方向にたどりな

がら比較してみると,両位置の振動応答の差は二つの

プ-リの中間位置に近いほど,その差が大きくなる現

象がみられる.そして,移動荷重の増加に伴い,応答振

ヰ ー

×

TIDle S

Fig. 6　Amplitude at the instance ofrotational direction

change
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Fig. 7　Vibration by the velocity increase
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歯付きベルトの振動特性に関する研究
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幅の差も大きくなることがわかった.

5.ま　　と　め

本報では,移動荷重と衝撃力を受ける変動速度の幅

広の歯付きベルトの振動特性を理論的に検討した.そ

の結果

(1)速度の切換えにより,ベルトのE方向の前半

周期の応答振幅と後半周期の応答振幅との問に大きい

差があることがわかる.

(2)速度だけ変動させ,速度の切換えがあっても,

応答振幅が規則的に変動する.移動荷重が加わる場合,

前半周期の応答振幅と後半周期の応答振幅はかなり異

なる.

(3) 〝断面の位置により,異なる振幅応答がある

1119

ことがわかる　　　　　と　　　　の位置での振動応

答をベルト長手方向にたどりながら比較してみると,

両位置の振動応答の差は二つのプ-リの中間位置に近

いほど,その差が大きくなる現象がみられる.

(4)プリンタ等の場合,例えば,図2の右側のプ

-リを正道回転させて印字ヘッド等を移動させてい

る.これに対し,本研究では,ベルトとプ-リとが徐々

にかみ合う状態に移向する場合を駆動側として扱って

いるので,プ-リを正回転させた場合には,右側のプ

-リとベルトのかみあいが上記の状態となり,図

が該当する.逆転させた場合には,左側のプ-リ

とベルトのかみあいが上記の状態となり,図　　が

該当することとなる.したがって,プリンタ等の場合

にも本解析法は適用できるものと考えられる.
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