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1.

原子炉,圧力容器に代表されるように,機械や構造

物の各構成部材が,不均一な温度場において使用され

ることが多くなってきた.これらの部材内部には往々

にして空かあるいはき裂などの欠陥が存在しており,

欠陥まわりに熱応力の集中を生じるため,強度設計上

重要な問題となっている.

特に,部材の形状が円柱の場合を考えると,この熱

応力問題は古くから研究されてきた.しかしながら,

その多くは中実あるいは中空の円柱を対象としたもの

で,内部に欠陥の存在する場合に対する研究は非常に

少ない.例えば,渥美(1)ぉよび著者ら(2)はそれぞれ球か

およびへん長回転だ円体状空かをもつ円柱の定常熱流

による熱応力問題を取扱い, Das")ぉよび渥美ら(4)は

それぞれ円形き裂および球かを有する円柱を対象に欠

陥表面に温度分布が与えられた場合の定常熱応力問題

を解析している.

本研究は,へん平回転だ円体状空かあるいは円形き

裂を有する円柱に一定温度こう配の定常熱流が存在す

る場合の熱応力問題を,熱弾性ポテンシャルおよび

Dougallの調和応力関数を用いた三次元勲弾性理論に

基づいて厳密に解析したものである.

2.解　　析　　法

2・1温度分布　　図1に示されるように,円柱半

径を単位長さとしてすべての長さの基準にとり,へん

平回転だ円体状空かの長軸および短軸の長さをそれぞ

れ2a,26とする. 0を座標原点として,円柱座標(r,

e, z)およびへん平回転だ円体座標(a,β, γ)を用いれ
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ば,それらの間には,

γ-csn, e-γ, z-c勿　　　　　　　・(1)

の関係がある.ここで, f=sinhα, f-cosh<?,甲-cos

β,す-sinβであり, Cは焦点の原点からの距離であ

る.

いま,無限遠方で一定温度こう配r。を有する定常

熱流がへん平回転だ円体状空かを有する円柱内を通過

するものとする.この場合の温度関数を空かによるか

く乱を考慮して,次式のように表す.

T-nz+T'

ここで,かく乱による温度関数TIはZに関して奇関

数であり,定常状態におけるフーリエの熱伝導方程式

p2r*-o

を満足する.また,円柱側面ならびに空か面において

熱絶縁の状態にあるとすると,温度関数Tは次の条

件を満足しなければならない.

(i)円柱側面γ-1において

(if) -o

(ii)空か面α-α。において
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(iii)無限遠方Z→∞において

lim T-TaZ
I -..1'cO

温度条件式(4), (5)を満足させるために,かく乱に対する温度関数rに次のような調和関数を与える.

・*-n真F-<73m+1(f)P2,K+1(>?)+ro/
J。∞tuMArhinAzdA

ここで　Fm, ¢())はそれぞれ温度条件より決定される未定係数ならびに未知関数であり, h(Ar)は第1種変形ベッ

セル関数, Pn(v)は第1種ルジャンドル関数, Qサ(S)-in+1QnUe), i-√=Iは第2種変形ルジャンドル関数(5)であ

る.なお,式(7)は無限遠方で零となり,温度条件式(6)は滞足される.

まず,円柱側面における温度条件を満足させるために,関係式(6)

L叫hm+n(Ac)Kn(Ar)cos A之d^-芸(-ir+"ォ2Bサ.+サ(f)㍍?+ (?)

LのZ2m+*+iUc)/GiQr)sinAzd¥-芸(-i¥m+7is,n (」¥r>-n (ヮ)

を用いて,式(7)を円柱座標で表すと,

T*-ro2AIi2m+lUc)Kt(Ar)smAzdA
m-0J。十Tor≠(A)UAr)smAzdA
となる.ここで, fm-(2c/罪)(-1)mFmであり, KMγ)は第2種変形ベッセル関数inUc)-/,柿/rt+(l/2)Mcj

は第1種変形球ベッセル関数", pn"(甲)は第1種ルジャンドル陪関数である.また, Qn(()は複素数を引数とする第

2種ルジャンドル陪関数QWtf)を用いて,ォ?(f)=(-irr+ioだ(if)で定義され,第2種変形ルジャンドル陪関

数と呼ぶことにするIl.特に, q£(l)-ォサ(l)である.

式(9)を温度条件式(4)に代入し,円柱側面における温度条件を満足させると,

(筈L -- ro創<f>U)LUト真/m*2m+>Uc)/fiU)}sin Ae<ォ-C
となり,式(10)にフーリエ逆変換を施せば,未知関数¢())は次のように決定される.

・U)- ∑/mォ2-+lMc)菩漂m=Q

次に,空か面における温度条件を満足させるために,関係式(6)

In(Ar)cosAz- ∑ (-Dm+"Um+2n+l)izm+Mc)カ!m+*(S)piz+*{ヮ)
25fi

In{Ar)s'm Az - ∑ (-l)ra+〟(4m+2n+3)ilm+r,-nUc)pgm+n+l¥」)P2m+n+l¥7})
m=0

を用いて,式(7)をへん平回転だ円体座標で表すと,

T*- rサ∑ Fnォ2n+l(f)P2n+l(ヮ)+ro∑ <W>2n+l(f)P2n+l(〟)
n=O n=0

となる.ここで,

Sn-普(4w+3)真(-Ir+可㌢普hm+i(Ac)i-(Ac)dA

12

であり, Pn(S)-(-i)nPntiS)は第1種変形ルジャンドル関数(5)である.また, D芳(I)は複素数を引数とする第1種

ルジャンドル陪関数P?(i()を用いて, ♪芳(ど)=(-i)nP?US)で定義され,第1種変形ルジャンドル陪関数と呼ぶ

ことにするな1.特に　P-n(t)--カ,(S)である.

式(13)を温度条件式(5)に代入し,空か面における温度条件を満足させると,

(雷) -rofo[cpI(ヴ)+ゑ{Fnql-(」<,)+8n♪ n+i(fo)}A-(v)]--0
を得る.ここで, 」。-sinhff。, f。-coshα。である.式(15)において, P2桝l(符)の係数部分を零に等置すれば,未定係

"第1種および第2種変形ルジャンドル陪関数9才U).ォ君(ど)揺,次の微分方程式の基本系をつくる.

n+0-普+2f晋+(雷訂-〟(サ+lサォ-0
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数Fnに関する無限連立一次方程式が得られ,これを解けば,温度分布が求まる.

2・2　熟弾性ポテンシャル　温度分布に起因する応力を求めるために,軸対称熱弾性基礎方程式の特解とし

て,

V2Q-T"

を満足する熱弾性ポテンシャルβを用いれば,これより導かれる変位および応力成分はへん平回転だ円体座標の

もとでは次のようになる(7)

・蝣/.・:霊　　;/,・-.サ''

aa-吉h2i2晋-czhAfjif晋一標)- r|

68-菩イh2v 2晋+c2h<Z <ォ晋-標M

or-J笠Mォ晋-揺)- r)

taf-菩(,{- h2窓+cv(?普+標))
ここで,Eは線膨張係数,Eは縦弾性係数,Pはポアソン比であり,h2-¥/{c2(e+v2)¥である.なお,円柱座標に

おける変位ならびに応力成分の表示式は,他の文献(8)を参照されたい.

式(16)の熱弾性ポテンシャルβとして,式(9)および式(13)のそれぞれの項に対応して円柱座標ならびにへん

平回転だ円体座標における重調和関数が次のように得られる.

円柱座標表示:

ゑfm紫rK,Uγ)sinAzdA+ro/

J。普rli(Ar)sinAzdA-・(19)

へん平回転だ円体座標表示:

Q--zサ真読賢訂?v{<lln(」)以帥+aln+2(i)-2(り))

- To真読短f--(?)ォ-'㈲十症.(」)-2(ヴ))
2・3応力関数解前述の熱弾性ポテンシャルβより得られる応力は,円柱側面および空か面で零ではないの

で,これらの境界面に生じている応力を打消すような解を求め,式(19)あるいは式(20)に重ね合せて,境界面にお

ける応力自由の条件を満足させなければならない.そこで,軸対称三次元熱弾性基礎方程式の同次解としてDougall

の調和応力関数po,・>4を用い,これらに次のような調和関数を与える.

[I]<p。-Eeia∑AmQ2m+l(」)Plm+l(y),<P<-Eei。∑BmQ2m(S)P2m(v)=(21)
m-0m=o
[II]<po-E」Toj<PiU)IMr)sinAzdA,<p,-Eenf-A<p2U)I-(Ar)cosAzdA
JqJq-(22)
ここでAm,Bmおよび¢(A),♂:U)はそれぞれ境界条件より決定される未定係数ならびに未知関数である.これら

の応力関数から導かれる応力成分は,無限遠方ですべて零となる.

まず,円柱側面における境界条件を満足させるために,関係式(8)を用いて応力関数[日を円柱座標に書き改め

ると,次のようになる.

[Ill]<po-Eezoゑam¥izm+i(Ac)KO(A
J。γ)sinAzdA,<pi-Eeroゑfi2m(Ac)KO(Ar)cosAzdA

--(23)

ここで,

am-坐(-DM,,bm-生{-1)mBm

WK
である.応力関数[II],[III]および式(19)の熱弾性ポテンシャルより各々応力成分を求め,円柱側面における応力自

由の条件を満足させると,



へん平回転だ円体状空かあるいは円形き裂を有する円柱の定常熱流による熱応力

(-*
KEet,:T。/r-iJ。LI等・&U)H〟¥(A)+(l-2u)h(A))MA)

-{ko(a)+響)ゑam12m+l(Ac)十KdAト(ト2リ卑怯bmizmiAc)

妻!。/mォ2!サ+lUc)jsi
sinAzdA-Q2(l-vU3LU)岩oノmレ`Tnナ1、ハレ′」Ull川棚′l U

(孟Irl∞A2[LU)<PM- lAIo(A)+2(l- u)IIU)}>P2(A)

-ifiU)ゑami2m+AAc)-¥KM)-2{¥-〟)響)ゑbmiz-iAc)

2{l-v)A2IM)ゑf-t2m+l(Ac) cos AzdA-0
となる.式(24), (25)にそれぞれフーリエ逆変換を施し,未知関数MA),¢M)を求めると次のようになる.

¢iW)-∑
m=o

¢:(/!)- ∑
m-o

ここで,

dm12n十iUc)gM)+bmi2m(Ac)g2(A)+fmi2m+i(Ac)g3(′川

ami2m+l(Ac)gi(A)+bmi2m(Ac)gs(A)+fmizmナUc)ge(A))

G。U)glU)- - [{A2+2U- v)}ItU)KIUnA2I<,(A)K。U)+2(l- v)]

G<,(A)gz(A)--{A2-2(1-〟)(l-2v) /A

Gサ(A)g3U)-[{A2+2(l-y)}/,U)+2(l-p)AI。(A)]/ {2(1-v)A2IM)}

G,U)gtU)--1

G。(A)gsU)- -[{A2+2(l-v)}Il(A)Kl(A)+A2MA)K<,(A)-2(l-p)yA

G。U)sォU)-/。U)/ 2(1-JJ)〟iU)}

G。U)-A2 7。U)}2-U2+2(1-p)}{hU)V
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--(27

次に,空か面における境界条件を満足させるために,関係式(12)を用いて応力関数【IIlをへん平回転だ円体座標

に書き改めると,次のようになる.

IV]恥-Eet。∑αnl2n+l{」)p2n+i{ヴ), <p,-EeT。∑βnp2n(()P2n(ヮ)
n-0 n-Q

・n-笠(4n十3)義(-ir+"[AmJgi(A)i2n+Mc)i2m+AAc)dA

・B-Lbg2(A)i2n・1(^C)i2m(^C)d^+Fmlg3(A)i2n・1(^C)i2m・1(^C)d^)

βn-普(Art+l)真上l)m+"{Amf�"Agi(A)i2nUc)i2m+1Uc)dA

・B-rAgs(A)i2nUc)izm(Ac)dA+FmrAge(A)i2nUc)hm+iUc)dA¥
J。J。)

ここで,

・-(30)

である.応力関数[I , [IV　および式(20)の熱弾性ポテンシャルβより各々応力成分を求め,空か面における応力自

由の条件を満足させると次のようになる.

(読/a=a。ゑsA¥An-v+sAiAn+sA3Ar-十SBIBn-1+sBIBn+sBzBn+¥+sBiBrn-2十salffn-1

・sc α,+sa α l+ss β-+S/2βn・Sβ3βn+l+Sβ4βォ+2-Hi告)Pzn+l(v)-O蝣蝣　　　-(31)

Tap

Eendh'sn -2
Ia=a。n=oKtAIAn-i+tAzAn+tAIA-十tBIBn-l-¥-tB2Bn-¥-tBSBn+l-+-」b4-5h+2-I-tai(Xn-¥

・ta2an+ tazan+i+ tβ1βn-l-t- tf12βn+h βn+l + tgt@n+当告)Kn+l()? )-0 -　　　　蝣(32)

ここで　s^(/-l-3),sォ(/-l-4), k,(/-l-3), fォ(/-l-4)は例えば次のようなものである.
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(2n+l)(2n)

(4m+1)(4w-1)

(2w)(2m-2)

(4ォ+l)(4ォーl)

{(2ォーl)?2サーl(f。トI。ff2サーi(f。)- 」。<7芸'n_l(&)}

<Z2サーl(6))

また　on, Inは式(15)より決定される係数Fnを用いて次のように表される.

Sn-SFIFn-2+SF2Fn-i+SF3Fn+SFtFn+i+sFsFn十+ssiSn-2+sszSn_ H-S530n+5*4On+l-I-S*roォ+2

-(35)

Tn- tplFn_ + tnFn-i+ tr3Fn+ tFtFn+l+ tFsFn十:-l- tsi8n-2-^- ts2dn-l-^- ts38n^- tsiSn+l-^- tssSn十2

蝣　36

ここで　sォ/-1-5),/ォ/-1-5)は例えば次のようなものである.

c2(2サ+l)(2w)(2ォーl)
Sf¥=

2(4サ+l)(4w-1)(4ォ-3)(4サー5)

Ifi--
c2(2n)(2n-1)(2n-2Y

[i。Q呈n_蝣(S。)+(2n-2){S。q2n-2(?。)+ 」fo2n-A{。)-2q2n-3(t。)}]

-　37

2(4w+1)(4m-1)(4w-3)(4m-5)
<72*-2(fo)

さらに　sal,Spt,tai,tpi,Ssi,tsiはそれぞれsai,Sbi,IaI)tei.Sfi,tpiに含まれる第2種変形ルジャンドル関数

Qn((o)および陪関数<??(」>)を第1種変形ルジャンドル関数pn(S。)および陪関数♪?(」>)に置き換え,かつ偶数次

の変形ルジャンドル関数の符号を逆にしたものとなる.

式(31), (32)においてそれぞれAォti(符), Kサ+.(ヴ)の各係数部分を零に等置すれば　An,Bnに関する無限連立一

次方程式が得られる.これを解けば本間題に対する解は完全に決まる.そして,全体の変位ならびに応力各成分は,

応力関数I ,【II]および熱弾性ポテンシャルを重ね合せることにより得られる.

2・4　円形き裂に対する解　以上の解析において, α0-0とおけば, α-C,∂-0となって,へん平回転だ円体状

空かは原点0を中心とする半径Cの円形き裂となる.すなわち,式(15)および式(31), (32)において6>-0とおけ

ば,円形き裂に対する解を得ることができる.

さて,本間題のき裂の変形はモードIIであるから,応力拡大係数は次式で定義される.

Kii-lim/2n(r-c) (zv)rとi-一蝣fnc limf( tat)可と。
r-c　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～-・0

実際に計算すると,

Kn- EET。庇∑1

となる.ここで,

=蝣--2告は(-1)4
Un-ik+l)

品、 ' (2k+l)(2n-k+l)

・真吾[((1-2レ)岩上1)A

+
(2n十1)//

2(2ォー2)/.'

(2n-2k-1)// (2m-2A+1)//

(2n-2k)H　　2(2n-2k-2).<!

(4ォー4A-1) (2n-2k-1)H

(2k+l)(2n-k) (2k-2k-2)!!

(4w-4A-1) (2n-2k-1)!>

2品、　(2k+l)(2n-k) (2m-2k-2)!蝣PzniOト‡岩(-1)*

m

-02(1-〟)(4ォ+3)

77-1

≡(-1)I
k=0

2(2w-1)(ォ+l)I!I(-1)*
Un-Ak-1) (2n-2k-1)H

品、 l′ (2k+l){2n-k) (2n-2k-2)/.'

(in-ik-1) (2n-2k+l)H　(2n+l)!! (2n-1)!

{2k+¥)(2n-k) {2n-2k-A)H　2{2n-2)H　(2n)H

-¥2(2n+l)(n+2)負(-1)*

萄we.
∑(-1)*

(An-Ak+Z)  (2n-2k+l)>!

{2k+l)(2n-k+2) (2n-2k)!>

(4サー4*+3)  (2n-2k+3)H　(2ォ+3)// (2サ+l).'

(2k十l)(2n-k+2) (2n-2k-2)H　　2(2n)H (2n+2).'

/WO

(2ォ+l)//

P2*+2 0

K*+i 0

--(41)

特に,円形き裂の大きさが円柱半径に比べて十分小さい場合には,温度関数および熱弾性ポテンシャルの第1項

のみと応力関数[I]だけで解析でき,式(7), (20)および式(21)の未定係数は,空か面における応力自由の条件か

ら
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2c　　　(3+2リ)C3
Fo-　, A.o

方' H" 15^(l-サ/)'

c~

・蝣一蝣i!∴ /蝣・・,一-　∴

Fm-0 (m≧1), Am=0 (m≧2),

Bo-Bm-0 (m≧2)

-　43

と決定される.これより, (Ta>),こ。を求めると次のよ

うになる.

(孟L- 37r(l- 〟)ff
-　44

式(44)を式(39)に代入すれば,円形き裂が無限体中に

ある場合の応力拡大係数K伽が次のように求まる(9)

if,,.。 -
EeToC3'

3(1-〟)√京
(45)

3.数　値　計　算

ポアソン比をv-0.3とし,まず形状比s-b/a-

・

!

3

3

/

'

.

0

-

∩

〟
Q=0-8 ～

0.6 ㌔
0 -4

0 -2

0° ・　30　　　60' 9　90

図2　空か面におけるOpの分布(s-0.5)

a = 0 - 8

0 . 6

0.4、l

0.～
N

o'　　　30'　　60' 9　90

図3　空か面における0,の分布(s=0.5)
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0.5としてォ-0.2,D.4,0.6,0.8の各場合について,

次に形状比をいくつか変化させた場合について数値計

算を行った.すべての無限級数の収束は良好であるが,

空かが大きくなると次第に悪くなる.そこで,最終的

に得られる結果の有効数字が3けた以上になるよう

に, Fti,An,Bnを10-15項とって計算を行った.以

下,問題の逆対称性を考慮して円柱の上半分(Z≧0)

について考えることにする.

図2はs-0.5の場合の空か面におけるoBの分布

を示したものである.ここで, pはZ軸から測った角

度で,空か面においてはβとtan<p=(a/b)tanβの関

係がある.また,基準温度Toは空かがない場合のZ-

1における温度To-r。×1を表す.応力Opはpが0。

から900のすべての範囲で圧縮応力を示し,?>-90"

(図1の点A)で零となる.空かが比較的小さい場合は,

p-0。 (点B)で圧縮応力の最大値をとるが,空かが大

きくなると圧縮応力の貴大値の生じる位置は点A近

傍となる.

図3は∫-0.5のときの空か面におけるのの分布

を示したものである. 6,は巾の場合と異なり,圧縮

応力の最大値は常に点Bに生じる.

図4はa-0.2とし,形状比をs-0.1,0.3,0.5,1

と変化させた場合の空か面における♂βの分布を示し

たものである.ここで, s-lは球かの場合に相当す

る.巾は,いずれの形状比に対しても,点Aで零とな

る.またぎが比較的大きい,すなわち,空かの形状が

球に近い場合は,点Bで圧縮応力の最大値をとるが,

デが小さくなる,すなわち,空かの形状がへん平化し

て円形き裂に近づくに従って,圧縮応力の最大値をと

る位置は点Aに近づく.

図5はa-0.2とした場合の空か面における67の

s = 0 -ー＼

0 3

0 -5

＼ ＼
、、 ＼

1.0

0 (ォ>=90')

0　　　　30"　　60' 9　901

図4　空か面におけるcFBの分布(a-0.2)
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分布を各形状比について示したものである. 67は形状

比の大小にかかわらず,点Bで圧縮応力の最大値を

示す.また,形状比が0.1などのごく小さい場合は,

♂γの分布は点Aの近傍で,特異的な挙動を示すよう

l
1 =1-0

＼＼、 ＼

骨i:

0 p-90")

<r　　　30"　　60' f　90

図5　空か面における6,の分布(a-0.2)

～
l

㌔ a = 0-8

＼ 0.6
fc

0

0 2

0　　0-2　　0-4　　0-6　　0-8云110

図6　最大圧縮応力の形状比による変化

'
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a = 0 - 2
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0-2　　　0-4　　　06　　　0-8　r 1.0

図7　2-0両におけるrz,の分布(s-0.5)

になる.

以上の計算結果より,最大圧縮応力は空か面上の点

A近傍または点Bに生じるgBであることがわかっ

た.そこで,この最大圧縮応力を(7maxとして,これと

形状比S-の関係を求めたのが図6である. 0m&xは空か

が比較的大きい場合は,球かの場合が最小であるのに

対し,空かが小さい場合は, s-0.5付近で最小値を

示す.これは,最大圧縮応力の生じる位置が点Bから

点A近傍に移行する際に起こる現象である. sJが零に

近づくと,空かの大きさにかかわらず, <7maxは無限に

大きくなる.

図7にs-0.5の場合のr軸上の応力(r2r)2=。=

-(Tat),こ。の分布を示す. Tzrは空か面および円柱側面

表1　応力拡大係数

c 0 . 2 0 -I 0 . 6 0 . 8

K u / K u. 1 . 0 0 4 1 . 0 3 7 1.1 4 6 1 .5 0 2

1
l
I

～
I ^ Q = 0 8

＼

0 .6

0 -4

0 ーZ

0　　0・2　0-4　　0-6　0,85 1・0

図8　最大せん断応力の形状比による変化

∫

0-2　0-4　0-6　0-8c 10

図9　応力拡大係数
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で零であり,せん断応力の最大値は,空か面よりやや

離れた位置に生じる.

この最大せん断応力をZ-maxとして,これと形状比

S-との関係を示したのが図8である. Tmaxは球かの場

合が最小で, S-の減少とともに増加し,円形き裂に近

づくに従って無限に大きくなる.

最後に,応力拡大係数K"と円形き裂の半径Cとの

関係を図9および表1に示した. KnはCの増加とと

もに増加し, Cを零に近づけたときには,無限体の場

合の解に近づく.

4.結　　　口

1個のへん平回転だ円体状空かあるいは円形き裂を

有する円柱の内部に一定温度こう配の定常熱流が存在

する場合の熱応力問題を,三次元熱弾性理論に基づい

て厳密に解析する方法を示した.得られた結果を要約

すると次のようになる.

(1)最大圧縮応力は空か面上の極点(点B)また

は赤道線上の点(点A)近傍に生じ,空かが大きくな

るかまたは空かの形状がへん平化するに従い,その位

置は点Aに近づき,その値は大きくなる.

(2)最大せん断応力は, γ軸上の点A近傍に生

じ,その値は球かの場合が最も小さく,形状がへん平
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化するにつれ急激に増加し,円形き裂に近づくに従っ

て無限大に向かう.

(3)応力拡大係数K"は,円形き裂の半径Cの増

加とともに単調に増加し, Cが1に近づくにつれ無限

に大きくなる.

なお,数値計算には,東京大学大型計算機センター

のHITAC M-280H/200Hを使用した.また,本研

究の一部は昭和58年度文部省科学研究費の補助によ

り行われたものである.

終わりに,本研究を遂行するに当たってご協力をい

ただいた(樵)小松製作所　石井浩二氏に感謝の意を表

する.
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