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1. はじめに  

多くの非線形システムは、繰り返し入力され

た信号に対して再現性のある振る舞いを示す

ことが知られており、この現象はコンシステン

シー（consistency）と呼ばれている[1]。コンシ

ステンシーとはシステムが同一の信号により

繰り返し駆動された時に同一の応答信号を生

成する現象である。例えば、非線形ダイナミカ

ルシステム（Response と呼ぶ）に対して、カオ

スやノイズのような複雑な駆動信号を繰り返

し入力することを考える。この時 Response は

常に初期値が変化するために必ずしも同一の

応答信号が得られるとは限らない。しかしなが

らコンシステンシー状態である場合、Response
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は繰り返し入力される駆動信号に対して同一

の応答信号を出力する。 
これまでにレーザにおいてコンシステンシ

ーは実験的に観測されており[1]、レーザカオ

スの超高速性を利用した GHz オーダーでの物

理的一方向性関数[2]の実現への応用が考えら

れる。これはシステムの時間ダイナミクスを

用いて物理的に一方向性関数を実現する方法

であり、ハードウェア依存型の情報セキュリ

ティ方式における重要な要素技術であると考

えられる。 
コンシステンシー状態におけるシステム全

体の複雑性は物理的一方向性関数の実現にお

いて、その評価指標の一つとなり得る。しかし

一方向に光結合されたレーザにおいてコンシ

ステンシーが得られることは示されているが、

結合状態におけるレーザシステム全体の複雑 
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性に関してはこれまでに調査されていない。特

にコンシステンシーを示す場合と示さない場

合において、システム全体の複雑性がどのよう

に変化するのかについては全く分かっていな

いのが現状である。 
そこで本研究では、時間遅延を有する光結合

された半導体レーザにおいてコンシステンシ

ーを観測し、その複雑性をリアプノフ指数を用

いて評価することを目的とする。さらにリアプ

ノフ指数からエントロピーや次元を算出し、シ

ステム全体の複雑性を定量的に評価する。 
 

2. モデル 

まず本研究で用いるモデルについて説明す

る。Fig. 1 は 3 つの半導体レーザ（Drive、
Response 1、2 と呼ぶ）からなるモデル図であ

る。コンシステンシーとはシステムが同一の信

号によって繰り返し駆動された時に同一の応

答信号を生成する現象であるが、本研究では

Response 1 レーザと同一のパラメータを有し、

かつ初期状態が異なる Response 2 レーザを用

意する。この 2 つの Response レーザに Drive レ

ーザから同一の信号を入力した時に同一の応

答信号が得られればコンシステンシーが得ら

れたと定義する。ここでレーザ間の結合強度κinj

と光周波数差Δf を変化させた場合にコンシス

テンシーが達成されるかどうかを調査する。ま

た各々のレーザは外部鏡からの時間遅延した

戻り光によりカオスが発生している。このよう

なモデルを考え、数値計算では Lang-Kobayashi
方程式[3,4]と呼ばれる、複素電界とキャリア密 
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度からなるシングルモード半導体レーザのレ

ート方程式を用いた。実際には、数値計算を簡

単に行うために複素電界を実部と虚部に分け、

無次元化方程式を用いて数値計算を行った。 
 

3. 半導体レーザにおけるコンシステンシー 

まず結合が無い時の 3つのレーザの時間波形

と Response 1-2 間の相関図を Fig. 2(a)、(b)に示

す。Response 1、2 が異なる振る舞いをしてい

ることを時間波形と相関図から確認すること

ができ、コンシステンシー状態でないことが分

かる。次に Drive から Response への結合強度を

増加させた時（κinj = 31.1 ns-1）の時間波形と相

関図を Fig. 2(c)、(d) に示す。Response 1、2 の

レーザの時間波形が等しくなっており、相関図

も o45 の直線となっていることからコンシステ

ンシー状態であることが分かる。つまり光結合

された半導体レーザにおいて結合強度κinj を増

やすことによりコンシステンシーを達成した。 
次にコンシステンシーを次の相互相関関数

により定量的に評価した。 

Fig. 1 Model.

Fig. 2 (a), (c) Temporal waveforms of the three 
lasers and (b), (d) correlation plots between 
Response 1 and 2. (a), (b) The coupling 
strength κinj = 0.0 ns-1, (c), (d) κinj = 31.1 ns-1. 
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ここで I はレーザ強度、 I はレーザ強度の時間

平均、σ はレーザ強度の時間波形の標準偏差、

>⋅< は時間平均である。また下付きの 1r 、 2r は

それぞれ Response 1、Response 2 レーザを表す。 
Fig. 3はレーザ間の結合強度κinjと光周波数差

Δf を変化させた時の C の絶対値をグレースケ

ールにより表している。κinj を増加させるとコ

ンシステンシー状態となるΔf の領域が特に負

の方向に広がっていることが分かる。つまりコ

ンシステンシーを達成するためには、光周波数

差が負の領域で結合強度を増加させれば良い

ことが分かる。 
 

4. エントロピーおよび次元の算出 

本節ではリアプノフ指数からエントロピー

および次元を算出することでシステム全体の

複雑性を定量化する。リアプノフ指数を算出す

るためには、システムを表すモデル式から導出

された微小変位に関する線形化方程式を数値

計算し、微小変位の位相空間におけるノルムを

求めなければならない。ここで時間遅延を有す

るシステムの場合、遅延時間分の微小変位全て

をベクトルの成分とみなさなければならない

ことに注意する[5]。このようにして得られたノ

ルムの時間に対する拡大率の対数の時間平均

からリアプノフ指数を算出することができる。 
さらにリアプノフ指数は対象とする力学系

の変数の数だけ存在するため、複数のリアプノ

フ指数を算出することができる。これはリアプ

ノフスペクトラムと呼ばれている。特に半導体

レーザカオスはレーザに遅延光を付加するこ

とで生じているため、非常に多く（理論的には

無限個）のリアプノフ指数が存在する。このリ

アプノフスペクトラムから、システムの予測不

可能性を示す Kolmogorov-Sinai エントロピー

（KS エントロピー、hKS）と、システムの次元

を示す Kaplan-Yorke 次元（KY 次元、DKY）を

算出することができる。KS エントロピーの上

限は正のリアプノフ指数λiの和から計算される

[4]。 
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ここで KS エントロピーは情報の損失率を測定

する指標であり、KS エントロピーが大きいこ

とはシステムにおける高い予測不可能性を意

味する。一方で KY 次元は以下のように計算さ

れる[4]。 
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KY 次元はシステムを記述するために必要な変

数の数に対応しており、KY 次元が大きいとよ

り複雑なダイナミクスとなる。また KY 次元は

一般に小数次元であるフラクタル次元となる。 
 光結合された半導体レーザシステム全体の

KS エントロピーおよび KY 次元の算出結果を

Fig. 4 にグレースケールにより示す。Fig. 4 にお

いて横軸はレーザ間の結合強度κinj、縦軸はレー

ザ間の光周波数差Δf であり、黒い領域が値が高

いことを表している。まず KS エントロピー

（Fig. 4(a)）に関して、Fig. 3 と比較すると KS
エントロピーはコンシステンシーの有無と関 

Fig. 3 Cross correlation C between Response 1 
and 2 as functions of coupling strength κinj and 
optical frequency detuning Δf. 
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連付けることで 3つの領域に分けることができ

る。Fig. 3 でコンシステンシー状態となる領域

では、KS エントロピーは結合が無い時の値（hKS 
= 2.03 ns-1）よりも低くなり、ほぼ一定値（hKS = 
0.85 ns-1）に収束している（Fig. 4(a)の白色領域）。

注目すべきはこの収束値が Drive のみに対して

算出された値（hKS = 0.86 ns-1）と同程度である

ことである。これはコンシステンシー状態とな

るとResponseの位相空間内での軌道がDriveに
よって決定される軌道に収束し、Response のリ

アプノフ指数が全て負になるためである。次に

コンシステンシー状態でない領域では、結合し

ているにも関わらず広範囲で結合が無い時の

値と同程度であった（Fig. 4(a)の灰色領域）。し

かしながらコンシステンシー状態となる領域

の境界付近で KS エントロピーは結合が無い時

の値よりも高くなり（Fig. 4(a)の黒色領域）、最

大で hKS = 4.37 ns-1となった。このようにコンシ

ステンシーの有無がシステム全体の KS エント

ロピーを大幅に変化させることが分かった。一

方 KY 次元（Fig. 4(b)）も KS エントロピーと同

様にして 3 つの領域に分けることができる。し

かしながら KY 次元は最大で DKY = 49.2 であり、

結合が無い時の値（DKY = 44.1）と比較して大

きく増加しないことが KS エントロピーとは異

なる点である。 
 

5. まとめ 

本研究では、光結合された半導体レーザにお

いてコンシステンシー状態を観測し、リアプノ

フスペクトラムから KS エントロピーと KY 次

元を計算することによって複雑性の定量化を

行った。その結果、システム全体の複雑性はコ

ンシステンシーの有無に大きく関連しており、

結合が無い時の値よりも低い領域、同程度の領

域、高い領域の 3 つに分けられることが明らか

となった。特にコンシステンシー状態であると

き、システム全体の複雑性は Drive のみの値と

同程度となるため、物理的一方向性関数への応

用を考えた時には Drive の複雑性を増加させる

ことが重要である。 
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Fig. 4 (a) KS entropy and (b) KY dimension as 
functions of coupling strength κinj and optical 
frequency detuning Δf. 


