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Un Théorème Limite de Système des
Particules Aléatoires et Processus de Branchement

à Valeurs dans Mesures

Isamu DÔKU*

Résumé
Nous considérons un système des particules aléatoires avec masse finie comme un
modèle aléatoire, et sa caractérisation se déduit naturellement au sens de fonc­
tionelle de Laplace. En utilisant la formule de Feynman-Kac et la représentation
de grappe de Poisson nous étudierons le problème de convergence pour des fonc­
tions caractérisées. De plus on prouvera un certain théorème limite sur le système
des particules aléatoires.

Mots-clés: mesure aléatoire, particules aléatoires, théorème limite,
mesure de Poisson, processus de branchement.

1 Introduetion

Cet article traite le problème de convergence pour un système des particules aléa­
toires avec masse finie e > 0, ceux qui se séparent en descendance ou bien meurent
d'après le taux de branchement et le mécanisme de branchement [7]. En fait, le taux
de branchement est un champ aléatoire ici, et s'écrit comme ,e = ,f(x), D'autre
part, le mécanisme de branchement est donné et défini par la fonction génératrice
[26] ge = ge(t, :.c, z), celle qui est aussi un champ aléatoire en effet.

Soient (D,F,lP'; (Ftk::o) un espace probabilisé avec filtration usuelle, (E,B(E))
un espace mesurable [20]. Pour simplicité on l'écrit ici par B au lieu de B(E).
L'espérance mathématique de la variable aléatoire X est désignée par le symbole
lE [X] . Cela signifie l'espérance par rapport au milieu aléatoire. Soit J.L une mesure
finie sur (E, B). Le champ aléatoire

(1) ,f) = hf(x), t 2 0, x E E},
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c'est une application 'Y() : 1R+ X Ex n -+ 1R+, celle qui remplit la condition suivante:
c'est-à-dire, pour chaque x E E fixé, 'Yf(x) est croissante à paramètre t, lP'-p.p. Le
mécanisme de branchement g(), étant une fonction génératrice, est aussi un champ
aléatoire, donné par

(2) l :1R+ X E x [0,1] x n -+ 1R+.

Chaque particule meurt à temps aléatoire et se sépare en nen d'une manière
ou bien en deux particules de l'autre, des deux façon possible également; mais
plus précisément, ce qui se passe d'après probabilités, déterminées par la fonction
génératrice g(). En d'autres termes, on a en effet

(3)

Quand on introduit ici la notation nouvelle, c'est-à-dire que l'on écrit le taux de
naissance (resp. le taux de mort) par p() (resp. n()) respectivement, alors il est très
raisonable d'avoir l'expression suivante:

(4)
d () (() () ()
dt 'Yt = 'Yt = Pt + nt·

D'ailleurs, il est même naLurel de supposer que la quantité aléatoire de différence
y tO = pr - nr soit une variable aléatoire gaussienne. En fait nous supposons ici
plnsieurs conditions sur le champ y(). Tout d'abord,

(5)

et

(6)

lE[Y/(x)] = 0,

pour tout (t,x) et (s,y) E 1R+ X E, et rI E Cü (1R+)+ n L I (1R+), où le symbole
Cü (1R+)+ désigne l'ensemble de tous les fonctions indéfiniment dérivables, posi­
tives, et disparaissant à l'infini, cf. [24]. La fonction d'intercorrélation spatiale rI

appartient à l'espace Co(E)+. Pour simplicité on va supposer que l'intégrale totale

Jr1dt = l, et de plus, l'on supposera que

(7)

NoLer que l'identité d'échelle

(8) ()) 1 l (X)ro(x = 7/0 7f

est valable pour tout e > a et x E E. En particulier, nous pouvons supposer que le
moment d'ordre Cl: du taux de naissance (resp. taux de mort) soit proportionnel à
e- a / 2 respectivement, et de plus, nous pourrons supposer que la constante propor­
tionnelle dépende à l'ordre Cl: si nécessaire. Dans ce cas, il est très intéressant de
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vOIr que

pour tout t 2: 0 et x E E, où .c(X) désigne la distribution de la variable aléatoire
X.

II Formule de Grappe de Poisson

Pour un certain processus X = (Xt ) avec population initiale v, on écrit ici
par Pt(-,v) la mesure de probabilité de transition correspondante [4]. Le super
processus de Dawson-Oitanabé (ou bien super-mouvement brownien [1]), étant un
exemple typique entre la famille des processus stochastiques à valeurs dans mesures,
possède la propriété de branchement, c'est-à-dire,

(10)

où * désigne la circonvolution [6]. L'ensemble de tous les mesures finies sur l'espace
E, celui qui est désigné par MF(E). Aucun processus à valeurs dans MF(E)
dont la distribution satisfait l'équation (10), celui qui est appelé un processus de
branchement.

Soit X une mesure finie aléatoire sur E. On dit que X (ou bien sa distribution,
à la façon équivalente) est indéfiniment divisible, si pour chaque nombre aléatoire
n on a

(11) .c(X) = .c(X1 + ... + X n ),

où X k sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Il
est clair que le super-processus de Dawson-Oitanabé est aussi indéfiniment divisible.
Un autre exemple très familier de variable aléatoire indéfiniment divisible, c'est la
mesure aléatoire de Poisson usuelle avec mesure d'intensité v [21]. Elle peut être
écrite comme une superposition de n mesures aléatoires de Poisson indépendantes
avec mesures d'intensité v/no Cela peut être étendu à la classe de processus de
grappe de Poisson [3]. Voici le théorème de représentation de grappe de Poisson.
Nous introduisons un tel théorème très connu ci-dessous selon le livre standard par
Etheridge [17].

Théorème 1. (cf. Théorème 1.28 [17, p.18]) Soit X une meSUTe aléatoiTe indéfini­
ment divisible SUT (E, B). AloTs il existent une mesure TJ E MF(E) et une autre
mesure A E M(MF(E)) avec A =J a telles que l'on ait pOUT tout 'P E Cb(E),

(12)

et
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où Cb(E) désigne l'ensemble de tous les fonctions continues et bornées sur E, et le
symbole (J, j.L) désigne l'intégrale de fonction mes'u,rable f par rapport à la mesure
j.L. D'ailleurs, si la mesure A remplit A({O}) = 0, alors les mesures 7] et A sont
uniques respectivement.

Ce théorème n'est rien de moins que l'analogie de la formule classique de Lévy­
Khintchine [2] sous la charpente de processus à valeurs dans mesures, cette formule
qui caractérise les fonctions caractéristiques des distributions indéfiniment divisibles
sur ]Rd (voir aussi [27]).

En utilisant la relation (13), on va voir ci-dessous la construction formelle de
processus de Markov homogènes par rapport à temps, à valeurs dans mesures, ceux
qui remplissent des deux conditions: la propriété de branchement et la divisibilité
indéfinie. Nous connaissons ici que, si X = (Xt ) est notre processus d'objectif,
alors nous avons

(14)

où l'opérateur vt possède la propriété vt+s = Vi: 0 Vs et PJ.L désigne la mesure de
probabilité sur Mp(E), étant la distribution de (Xt ). Par comparaison entre (13)
et (14), nous obtenons immédiatement

L'unicité de la représentation de Lévy-Khintchine nous donne un bien-fondé de
transformation comme suit:

(16) 7](j.L,t,dy) = L7](x,t,dY)j.L(dx) et A(j.L,t,dv) = LA(x,t,dY)j.L(dx).

Tout d'abord, noter que l'équation (13) est équivalente à l'équation suivante:

(17) lE[exp{ -(cp, X)}] = exp {-(CP, 7]) - r (1 - e-(cp,I/)) A(dV)} .
JMp(E)

Après l'échange de cp contre Àcp (avec paramètre À) dans (17), nous calclùons sa
différentielle par rapport à À et posons À = 0 (cf. [14]). Par suite nous pouvons
obtenir immédiatement

(18) PJ.L{cp,Xt) = (cp,7]J.L,t) + r (cp,v)AJ.L,t(dv)
JMF(E)

= rcp(Y)7](j.L,t,dy) + r {cp, v)A(j.L,t, dv),
JE JMp(E)

tant que le terme gauche de (18) est fini, où PJ.L (cp, Xt) désigne l'espérance mathéma­
tique de (cp, Xt) relative à la mesure PJ.L de probabilité. De (18) avec (15) il est facile
de voir
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De plus, quand nous choisissons fJ, = 8x (la mesme de Dirac), alors nous avons
natmellement l'identité suivante:

Lemme 2. Pour tout xE E, on a alors

Nous sommes maintenant en mesme de démontrer la proposition suivante, celle
qui est le résultat principal dans cette section.

Proposition 3. Soit X = (Xt ) un processus de branchement markovien et ho­
mogène par rapport à temps, à valeurs dans mesures, dont la fonctionnelle de tran­
sition de Laplace [la] est donnée par (14). Dans ce cas, lafonctionv(t,x) = ytcp(x)
remplit l'équation suivante:

(21) ~ 2
-(t,x) = Av(t,x) - b(x)v(t,x) - c(x)v(t,x)
ôt

+100

(1- e-(3v(t,x) - /3v(t, x)) f(x,d/3),

où A est le générate'ur d'un semi-groupe de Feller [18], b et c 2': a sont des fonctions
mesurables et bornées, et f est un noyau de (0,00) en (0,00), satisfaisant la condition

(22)

uniformément par rapport à x E E.

Démonstration. On désigne ici par le symbole Pt le semi-groupe linéaire associé
à ]'opérateur 1Ji, c'est-à-dire,

(23) pom 'ï/x E E.

Nous supposerons maintenant sans perte de généralité que "\!tcp et Ptcp soient tout
dérivables par rapport à temps. Quand on écrit comme

(24) ôPtcp 1-ô' (x) = Acp(x),
t t=O

celle qui détermine un nouveau génératem infinitésimal, alors sa dérivée (ôjôt)vtcp
est obtenue natmellement comme suit:

(25) ôôytcp (x)1 = Acp(x) + lim ~ J (1 - e-(<p,v) - (cp, v)) Ax,t(dv).
t t=O t-+O t M p(E)
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L'existence de la limite de (25) permet d'obtenir une estimation

(26) ! 21
(1,1/) 1\ (1,1/) -Ax,t(dl/) ~ C,

Mp(E) t
pour Vt < 1,

pour une certaine constanLe C, où nous avons posé r.p = 1 ci-dessus. D'ailleurs,
nous avons besoin d'hypothèse nouvelle, c'est-à-dire, ce que l'évolution de X =
(Xt ) soit donnée par des règles locales. En d'autres termes, cela signifie que notre
processus d'objectif peut êLre obtenu comme une limite des processus de branche­
ment markoviens, où la descendance d'une particule individuelle soit née à la place
même de mort de son parent qui s'est passé. Dans ce cas, il est connu bien (par
exemple, voir [17]) que la mesure Ax,tC} se concentre sur des mesures du type (36x
pour (3 E 1R+. En vertu de (26), il suit donc que la condition d'intégrabilité

(27) pour Vt < 1,

soit valable. Grâce à l'argument de compacité [4] (voir aussi [13] et [18]), nous
pouvons penser à l'opération de limite lorsque t -+ 0, et en outre on en déduit que

(28) âvtr.p (x)! = Ar.p(x) - b(x)r.p(x) - c(X)r.p(x)2
ât t=O

+ i oo

(1- e- f3<p(x) - (3r.p(x)) . R(x,d(3),

où la mesure Re, d(3) sur (0,00) satisfait la condition (22): c'est-à-dire que Jooo
((31\

(32) . R(x, d(3) < +00. De plus, il est évident que la fonction quadratique s'élève de
la mesure de At(x, ·)It qui s'accumule sur {O,oo} lorsque t -+ 00.

Rappelons ici la définition de noyau: on dit que n(x, B), (B E B) est un noyau
d'un espace mesurable (E, B) dans un espace mesurable (Ë, E) si, pour tout x E

E, n(x,·) est une mesure sur Ë, et pour tout BEE, n(-, B) est une fonction
B-mesurable sur E. Ce que nous avond déjà discuté ci-dessus, signifie qu'il est
raisonable de construire un processus de branchement à valeurs dans l'espace de
mesures, dont la fonctionnelle de transition de Laplace soit donnée par (14), eL dont
la fonction caractérisée v(t,x) = Vtr.p(x) apparaissant en (14) remplit l'équation
(21). En effet, il est possible de construire un tel super-processus [4], et en outre
on peut vérifier que le problème de martingale correspondant possède une unique
solution [18] (voir aussi [13]). En fait, lille telle classe de super-processus peut être
obtenue par lill théorème limite de système des particules aléatoire de branchement
dont l'échelle des paramètres soit échangée (voir [15] et [16]). Supposons ici que
Lelles particules puissent être obtenues comme un système des particules aléatoires
de branchement dont l'échelle des paramètres soit échangée à une certaine manière.

Vu du cas de construction de super-processus de Dawson-Oitanabé, nous sup­
poserons ici que la population commence de O(n) parLicules individuelles à la n-ème
étape de l'échelle, et de plus aussi que·la masse de chaque particule individuelle soit
lin. Des particules individuelles possèdenL ses vies, celles qui sont distribuées selon
une loi exponentielle. Pendant Loutes ses vies, elles se déplacent dans l'espace con-
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formément à la loi des copies indépendantes de processus d Markov (t spécifié. Si
une particule individuelle est à le point x lorsqu'elle meme, alors elle y laisse un
nombre aléatoire de de cendantes, celles qui sont déterminées par la distribution

(29)

Toter ici que la vie espérée d'une particule individuelle est f3n, et que

(30) f3n -+ 0 lorsque n -+ 00.

Cependant, le choix de f3" dépendra de la distribution de descendance. Dès que
l'étroitesse de processus approximatifs est établie une fois, tout calcul est vérifié,
sous la condition satisfaite

où le mécanisme de branchement est donné par

(32) g>(x, À) = -b(x)À - c(x)À2 +100

(1- e->-'{J - Àf3). n(x,df3).

Ce qui termine la preuve de la proposition. c.q.f.d. 0

III Système des Particules Aléatoires avec Masse Finie

Le but de cet article est de discuter le problème de convergence de notre système
des particules aléatoires avec masse finie, de donner ses caractérisation, d'établir
l'expression par la fonctionnelle de transition de Laplace pom le processus de
branchement limite, et de démontrer un théorème limite de système des particul s
aléatoires à l'échelle échangée. Tout d'abord nous commençons de définir notre
modèle aléatoire.

Soit {B = (B t ); W, FE, (FP k2.ü, (J!!'X)XEE} un mouvement brownien standard.
Maintenant nous considérons ici des particules à masse e, celles qui se déplacent à la
façon du mouvement brownien B = (B t ), et qui se séparent conformément au taux
de branchement, donné par la fonctionnelle 'l (voir (1) dans la première section),
et aussi conformément au mécanisme de branchement, donné par gO (voir (2) eL (3)
dans la première section). On désigne par PS,J.L l'espérance mathématique par rap­
port au branchement aléatoire avec mesme initiale J-L à temps s, sous la réalisation
donnée de milieu w, et d'autre part on désigne par !Ex, (x E E), l'espérance
mathématique par rapport au processus de mouvement spatial B = (Bt ). La
mesme aléatoire zf est définie par

(33)
N(t)

zf = ~ <Îw :,

i=l
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celle qui est déterminée par le triple (B = (Bt),"/,l), où le symbole N(t) dsigne
le nombre de particules de descendance à temps t et wl est la position de la i-ème
particule individuelle à temps t. Ensuite on pose ici

(34)

étant la fonctionnelle de transition de Laplace pour notre mesure aléatoire, où l'on
a

(35) (cp, Zf) = Lcp(x)Zf(dx)

pour cp appartenant à l'espace Cf (E) de tous les fonctions indéfiniment dérivables
et non-négatives sur E. Soit

(36) T: n x W::7 (w, w) H T(W, w) E R+

le temps du premier branchement. On a alors

(37)

avec le changement 7ft.

Lemme 4. Nous avons l'identité

(38)

pour tout s, tE R+, (s ~ t) et xE E.

Démonstmtion. Supposons maintenant que le milieu aléatoire soit donné. En
ce cas on considère l'existence et temps du premier branchement, en outre l'on
considère de récrire (37) sous l'espérance conditionnelle. Alors un simple calcul
permet d'obtenir

Selon la discussion de [4], nous lui appliquons l'intégration par parties deux fois, et
il en suit que l'expression (38) est valable. Ce qui donne la preuve. c.q.f.d. 0
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IV Procédé de Limite sur Mesures Aléatoires

Dans cette section, on considère une mesure aléatoire de Poisson comme la
condition initiale, au lieu de la mesure de Dirac 6x étant une particule à unité
située au point x. C'est-à-dire, on y considère la mesure de Poisson A~ == A~(dx)

avec l'intensité À(dx)jB, B > 0, et l'on désigne ici par le symbole Pt /1.0 l'esérance
, À

mathématique par rapport à la mesure aléatoire sur Mp(E) avec la mesure initiale
A~ à temps t. Une application de la formule de grappe de Poisson (voir Théorème
1 dans la seconde section) permet d'obtenir une expression importante de car­
actérisation de notre processus d'objectifs sur le système des particules aléatoires,
celle qui nous donne, en fait, la fonctionnelle de transition de Laplace de Z!.

Lemme 5. (Caractérisation de Zn Soient A~ une mesure aléatoire de Poisson
avec l'intensité À(dx)jB, et zf la mesure aléatoire empirique donné en (33). On a

alors pour 'P E Cf (E)

(40) P [-(<p,ez:)] = {/ 1f{t(x) - 1 À)}
s,/I.~ e exp \ B ' .

Noter que la fonctionnelle exponentielle caractérisée en (40) est en effet donnée
par

(41 ) {
( 'ljJe (x) - 1 }

exp JE s,t B À(dx).

Nous désignons ici par le symbole P(E) l'espace de tous les mesures de probabilités
sur E, et soit

(42) T~ = {( s, t) E 1R+ X 1R+; 0 ::::;; S ::::;; t}.

Maintenant on prend p, E P(E). On définit une norme 111·lllp,T,JÎ. avec 0 < T < +00
par

(43) IIIflW T' = ]EJÎ.0!!' Je ( If(s, t,x,w)IPds x dt < +00,
p, ,1-' JKt,T

pour tout T > 0, P > 0, et Kt,T = [0, t] x [0, T] c T~, et ensuite l'on définit l'espace

(44)

L!f,~(T~ x Ex 0) = {f(s, t, x, w); étant des fonctions 13 0 Y-mesurables

et positives, et Illflllp,T,JÎ. < +00 pour tout 0 < T < +oo}.

Théorème 6. Soit Z! une mesure aléatoire définie par (33), dont la fonctionnelle
de transition de Laplace soit donnée en (40). On pose ici
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(45) 0 1 0Vs,t[<p](x) = ~(l- 'l/Js,t,(x)).

(a) La fonction Vs~t[<p](x) remplit l'équation

(46) VsOt[<p](X) = Ex [30(s,t,<p,w)],

+ Ex i t
V:~t[<P](Wr-s) . IIo (Y,.0) [V:'t] (wr-s)dr,

où nous avons posé comme suit:

(47)

et

00(s t <P w) = ~ {l- e-O,<p(wt - sJ }
~. '" e '

(b) Il Y a une unique sol'ution pour (46), telle que l'on ait

(49)

Démonstration. Rappelons ici la discussion dans la seconde section. A la façon
similaire, avec lemme 4 on en déduit que

(50)

_ {l ( _ -o,<P(w t - sJ )} t 0 []( ). o( )- Ex e 1 e + Ex Js V;·,t <P Wt-s Yr wr- s dT

- e· Ex ir
(V:'t[<p])2p~(wr_s)dr.

= Ex[30(s, t, <P, w)] + Ex it
V:'t[<P](wr- s) . IIo(Y:)[V;~t](wr-s)dT.

Cela signifie que la fonction VsOt[<p](x) remplit l'équation (46). Notre méthode
adopté ici est très connue et plu; standard pmu: l'existence et unicité des solutions
de (46), voir [9] et [23]. Parce qu'il est évident d'un simple calcul que la solution
soit bornée et même majorée facilement par la quantité
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il en suit aisément que

(52) IIIV,~,I'PIIII:,T,,, " C· lE'L(iL"T IW:"I'P](x)IPds X dt) ,,(dx)

::;; c '1IIW:,t[cp]III~,T,iL < +00,

pour une certaine constante C positive. D'ailleurs, il est facile de voir que

et de plus le dernier terme devient nul en (53), où Vs~t[cp] est une autre solution de

l'équation (46) et W:,t[CP] est une autre fonction correspondante de W:,t [cp], associée

à Vft[cp], D'où il existe une unique solution de (46) dans l'espace LTP'~(T+2 x Ex D)., ,~

Ce qui donne le résultat souhaité. c.q.f.d. 0

Une application de la formule de Feynmam-Kac [8] (ou bien voir [19]) permet
d'avoir l'expression suivante de solution pour (46):

Lemme 7. La solution v.,~t[CP] possède la représentation de Feynman-Kac suivante:

Ensuite, nous pouvons déduire de la formule de Feynman-Kac [8], à la même
façon ci-dessus, que la fonction W:,t [cp] ait la représentation de Feynman-Kac, c'est­
à-dire:

Lemme 8. La Jonction W:,t[CP] possède la représentation de Feynman-Kac suiv­
ante:

Le théorème suivant est notre résultat principal dans cet article, celui qui nous
donne la caractérisation de processus limite de branchement à valeurs da.ns l'espace
de mesures.

Théorème 9. Soit X = (Xd la mesure aléatoire limite telle que l'on ait

(56)
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Alors la caractéTisation du type de la fonctionnelle de Laplace est valable, c'est-à­
dire que nous avons

(57)

où vtCP est obtenu par

(58) pour tout x E E,

et Vs~t[cp] satisfait l'équation donnée en (46) dans le théorème 6.

Démonstration. En prenant lemme 7 et lemme 8 en considération, nous pouvons
déduire de (56) et (45) du théorème 6 que la transformation de Laplace pour la
mesure aléatoire X = (Xt ) est donnée par l'identité (57), parce que nous obtenons
par caractérisation de zf (40) du lemme 5

(59)

où nous avons employé l'expression limite (58). D'autre part, nous pouvons savoir la
convergence de {V,lJt[cp]}e par la considération suivante. Maintenant posons f) = lin

et employons le même symbole v,~t[CP] ci-dessous au lieu de V,~{n[cp]. Un simple
calcul avec la discussion similaire dans la démonstration du théorème 6, permet
d'obtenir

(60) lE l T l T

I(v,.~t[cp], À) - (V;~[cp], À)1 2Pdtds

:::;; C·IE l T l T

(W;:t[CP] - W~[cp], À) 2Pdtds

----t 0 (lorsque n, m ----t 00).

Cela signifie que {(Vs~'t [cp], À)}n devient une suite de Cauchy dans l'espace

(61) Sp ~ {J , Ti --; iR+; E {J,T iT
If(s, t, w)1'Pdtdsfl

2

P

< +00 }.

Donc, il en suit que

(62)

D'autre part, la représentation de Feynman-Kac du lemme 8 permet d'obtenir
l'estimation suivante. D'abord, posons ici

(63)
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On a alors

(64)

lElu~.t(x) - U~,t(x)1 = lE[lEx [2e(s, t, <p, w) . exp {iL "y'-B(WL_r)dr } .

X (1 - exp {iL lYre - Y/ll(Wt_r)dr} )]].

Par conséquent on obtient aisément

(65) lEIU~,L(X) - U;,t(xW

~ 112BII~' eP2 (t-S)rl(O)lE[lEx {1- eJ: 1Y:-Yi71(wt_r)dr} 2
P
]1/2

Comme notre champ yB est gaussien, par la discussion pour l'estimation dans le
théorème 3 [26] (pp.429-430), nous pouvons obtenir finalement que le premier terme
en (65) est majoré par

(66)

D'où la convergence de suite de {~~t[<p]}e dans l'espace L~,~(T~ x E x D) peut être
vérifiée facilement. Ce qui termine la preuve. c.q.f.d. 0
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