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Un Théoréme Limite de Systéme des

Particules Aléatoires et Processus de Branchement
a Valeurs dans Mesures
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Résumé
Nous considérons un systeme des particules aléatoires avec masse finie comme un
modele aléatoire, et sa caractérisation se déduit naturellement au sens de fonc-
tionelle de Laplace. En utilisant la formule de Feynman-Kac et la représentation
de grappe de Poisson nous étudierons le probléme de convergence pour des fonc-
tions caractérisées. De plus on prouvera un certain théoreme limite sur le systeme
des particules aléatoires.

Mots-clés: mesure aléatoire, particules aléatoires, théoréme limite,
mesure de Poisson, processus de branchement.

I Introduction

Cet article traite le probleme de convergence pour un systeme des particules aléa-
toires avec masse finie @ > 0, ceux qui se séparent en descendance ou bien meurent
d’apres le taux de branchement et le mécanisme de branchement [7]. En fait, le taux
de branchement est un champ aléatoire ici, et s’écrit comme 7% = 49 (x). D’autre
part, le mécanisme de branchement est donné et défini par la fonction génératrice
[26] ¢¢ = é(t,x, z), celle qui est aussi un champ aléatoire en effet.

Soient (£2, F,IP; (Ft)e>0) un espace probabilisé avec filtration usuelle, (E, B(E))
un espace mesurable [20]. Pour simplicité on Pécrit ici par B au lieu de B(FE).
[’espérance mathématique de la variable aléatoire X est désignée par le symbole
E[X]. Cela signifie Uespérance par rapport au milieu aléatoire. Soit /4 une mesure
finie sur (F, B). Le champ aléatoire

(l) ’79:{’7/5(117)’ t >0, ZL‘EE},
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c’est une application % : R, x ExQ — Ry, celle qui remplit la condition suivante:
¢’est-a-dire, pour chaque z € F fixé, 7/ (z) est croissante & parametre ¢, P-p.p. Le
mécanisme de branchement ¢?, étant une fonction génératrice, est aussi un champ
aléatoire, donné par

(2) d R xEx[0,1]]xQ—>R,.

Chaque particule meurt a temps aléatoire et se sépare en rien d’une maniere
ou bien en deux particules de Pautre, des deux facon possible également; mais
plus précisément, ce qui se passe d’apres probabilités, déterminées par la fonction
génératrice g?. En d’autres termes, on a en effet

(3) go(t7m’z) =p0(t7xaw)+22p2(tam7w)'

Quand on introduit ici la notation nouvelle, c’est-a-dire que ’'on écrit le taux de
naissance (resp. le taux de mort) par p? (resp. n?) respectivement, alors il est tres
raisonable d’avoir ’expression suivante:

d 0
(4) T =" =pl +nl.

D’ailleurs, il est méme naturel de supposer que la quantité aléatoirc de différence

Y = p? — nf soit une variable aléatoire gaussienne. En fait nous supposons ici

plusieurs conditions sur le champ Y% Tout d’abord,

(5) E[Y?(z)] =0,
et
(6) E[Y, (2)Y?2(y)] = T%" (s — t)I'1 (z — y)

pour tout (t,z) et (s,9) € Ry x B, et T' € C§°(Ry)™ N L'(R4), ot le symbole
CS°(R4)* désigne ensemble de tous les fonctions indéfiniment dérivables, posi-
tives, et disparaissant & l'infini, cf. [24]. La fonction d’intercorrélation spatiale I'y
appartient & Pespace C§°(F)™*. Pour simplicité on va supposer que Iintégrale totale
fl“ldt =1, et de plus, I'on supposera que

(7) [IT1lloo + AT [[eo < +o00.
Noter que l'identité d’échelle
1 T
0.\ — ~pl
(8) [o(z) = EFO (5>
est valable pour tout # > 0 et « € IY. En particulier, nous pouvons supposer que le
moment d’ordre o du taux de naissance (resp. taux de mort) soit proportionnel &

g2 respectivement, et de plus, nous pourrons supposer que la constante propor-
tionnelle dépende & 'ordre « si nécessaire. Dans ce cas, il est trés intéressant de
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voir que

©)  LO(t2) =L (715])1 (§I)> et L(n(t,z)) =L (%nl (éz))

pour tout £ > 0 et z € F, ot L(X) désigne la distribution de la variable aléatoire
X.

II Formule de Grappe de Poisson

Pour un certain processus X = (X;) avec population initiale v, on écrit ici
par P,(-,v) la mesure de probabilité de transition correspondante [4]. Le super
processus de Dawson-Oitanabé (ou bien super-mouvement brownien [1]), étant un
exemple typique entre la famille des processus stochastiques a valeurs dans mesures,
possede la propriété de branchement, c¢’est-a-dire,

(10) Pt('7Vl+V2):Pt('ayl)*‘Pt('au’l)a

ol * désigne la circonvolution [6]. I’ensemble de tous les mesures finies sur ’espace
E, celui qui est désigné par Mp(FE). Aucun processus & valeurs dans Mp(FE)
dont la distribution satisfait Péquation (10), celui qui est appelé un processus de
branchement.

Soit X une mesure finie aléatoire sur . On dit que X (ou bien sa distribution,
a la fagon équivalente) est indéfiniment divisible, si pour chaque nombre aléatoire
n on a

(11) LX)=L(X1+ -+ X,),

ol X} sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. I1
est clair que le super-processus de Dawson-Oitanabé est aussi indéfiniment divisible.
Un autre exemple tres familier de variable aléatoire indéfiniment divisible, ¢’est la
mesure aléatoire de Poisson usuelle avec mesure d’intensité v [21]. Elle peut étre
écrite comme une superposition de n mesures aléatoires de Poisson indépendantes
avec mesures d’intensité v/n. Cela peut étre étendu a la classe de processus de
grappe de Poisson [3]. Voici le théoréme de représentation de grappe de Poisson.
Nous introduisons un tel théoreme tres connu ci-dessous selon le livre standard par
Etheridge [17].

Théoréme 1. (cf. Théoréme 1.28 [17, p.18]) Soit X une mesure aléatoire indéfini-
ment divisible sur (E,B). Alors il existent une mesure n € Mp(E) el une autre
mesure A € M(Mp(E)) avec A # 0 telles que l'on ait pour tout ¢ € Cy(F),

(12) / (l — e"<‘P”’>> A(dr) < 400
Mp(E)
et
(13) - log]E{e_(“”Xq = (p,n) —|—/ (1 - e“(“"”’)) A(dv),
Mp(E)
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ot Cy(F) désigne 'ensemble de tous les fonctions continues et bornées sur F, et le
symbole (f, u)y désigne lintégrale de fonction mesurable [ par rapport d la mesure
. D’aillewrs, si la mesure A remplit A({0}) = 0, alors les mesures n et A sont
uniques respectivement.

Ce théoréme n’est rien de moins que 'analogie de la formule classique de Lévy-
Khintchine [2] sous la charpente de processus & valeurs dans mesures, cette formule
qui caractérise les fonctions caractéristiques des distributions indéfiniment divisibles
sur R? (voir aussi [27]).

En utilisant la relation (13), on va voir ci-dessous la construction formelle de
processus de Markov homogenes par rapport a temps, & valeurs dans mesures, ceux
qui remplissent des deux conditions: la propriété de branchement et la divisibilité
indéfinie. Nous connaissons ici que, si X = (X;) est notre processus d’objectif,
alors nous avons
(14) p#e—(apyxc) = e~ Vivn)
ou 'opérateur V; possede la propriété Vi ; = Vi o V; et P, désigne la mesure de
probabilité sur Mp(F), étant la distribution de (X;). Par comparaison entre (13)
et (14), nous obtenons immédiatement

(15) m%m=éwwmu@@+ﬂmm@—fWﬂAmuw>

L’unicité de la représentation de Lévy-Khintchine nous donne un bien-fondé de
transformation comme suit:

OB e /E n(z,t, dy)u(dz) et A, t,dv) = [E Aa, £, dy)p(da).

Tout d’abord, noter que I’équation (13) est équivalente a I’équation suivante:

(17) Elexp{—(p, X)}] = exp {—(sﬂ, ) - /M . (1 ~ e‘<‘f””>) A(dl/)} .

Apres Péchange de ¢ contre Ap (avec parameétre A) dans (17), nous calculons sa
différentielle par rapport a A et posons A = 0 (cf. [14]). Par suite nous pouvons
obtenir immédiatement

(18) awxn=mWn+/ (@, ) A ()

Mp(E)

:/@(y)?)(ﬂ,t,dy)‘f‘/ (@7V>A(/L,t,du)7
E

MEp(E)
tant que le terme gauche de (18) est fini, ot P, (¢, X;) désigne I’espérance mathéma-

tique de (p, X;) relative a la mesure P, de probabilité. De (18) avec (15) il est facile
de voir
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(19)  (Vig, ) = Pulip Xo) + /

(1 — (o) _ <<p,y>) Ae(dv).
Mp(E)

De plus, quand nous choisissons p = d, (la mesure de Dirac), alors nous avons
naturellement I'identité suivante:

Lemme 2. Pour tout x € E, on a alors

(200 Vig(z) = P, (9, X:) + /

(1 — e o) _ <<p,1/)> A (0v).
Mp(E)

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition suivante, celle
qui est le résultat principal dans cette section.

Proposition 3. Soit X = (X;) un processus de branchement markovien et ho-
mogéne par rapport a temps, a valeurs dans mesures, dont la fonctionnelle de tran-
sition de Laplace [10] est donnée par (14). Dans ce cas, la fonction v(t,z) = Vyp(z)
remplit l’équation suivanle:

(21) 8—7](15,1') = Av(t,z) — b(2)v(t,z) — c(z)v(t, z)*

ot
+ /oo (1 — e Prlte) ﬂv(t,x)) t(z,dp),
0

ou A est le générateur d’un semi-groupe de Feller [18], b el ¢ > 0 sont des fonctions
mesurables et bornées, et £ est un noyau de (0,00) en (0,00), satisfaisant la condition

(22) / T(BAB) - £(w,dB) < +oo

uniformément par rapport a x € L.

Démonstration. On désigne ici par le symbole P le semi-groupe linéaire associé
a Popérateur V;, c’est-a-dire,

(23) Pyp(z) = Es, [{p, Xt)] pour Vz € F.

Nous supposerons maintenant sans perte de généralité que Vi et Py soient tout
dérivables par rapport & temps. Quand on écrit comme

(21) O @) = Apla)

t=0

celle qui détermine un nouveau générateur infinitésimal, alors sa dérivée (9/0t)V;p
est obtenue naturellement comme suit:

Vi
ot

(25) ()] = Aglz)4 lim= (1-etem - (cp,l/)) Ag s (dv).

e t—0 t Mp(E)
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L’existence de la limite de (25) permet d’obtenir une estimation
1
(26) / (1,0) AL )2 A (dv) < C, pour Vit <1,
M (E) g

pour une certaine constante C', ol nous avons posé ¢ = 1 ci-dessus. D’ailleurs,
nous avons besoin d’hypothése nouvelle, c’est-a-dire, ce que I'évolution de X =
(X) soit donnée par des regles locales. En d’autres termes, cela signifie que notre
processus d’objectif peut étre obtenu comme une limite des processus de branche-
ment markoviens, out la descendance d’une particule individuelle soit née a la place
meéme de mort de son parent qui s’est passé. Dans ce cas, il est connu bien (par
exemple, voir [17]) que la mesure A, () se concentre sur des mesures du type (3,
pour 8 € R,. En vertu de (26), il suit donc que la condition d’intégrabilité

(27) / ﬁAxﬁz-%Az,t(d/B)gc, pour Vi <1,
R, '

soit valable. Gréce a largument de compacité [4] (voir aussi [13] et [18]), nous
pouvons penser a l'opération de limite lorsque ¢ — 0, et en outre on en déduit que

Ve

o = Ap(a) = b(@)e(@) = cle)p(@)”

t=0

(28) ()

+ /Ooo (1 — g PP ﬂw(w)) A(x,dpB),

ot la mesure £(:,d3) sur (0,00) satisfait la condition (22): ¢’est-a-dire que [ (8 A
(%) - £(x,dB) < +o0. De plus, il est évident que la fonction quadratique s’éleve de
la mesure de A¢(z,-)/t qui s’accumule sur {0,000} lorsque ¢t — oo.

Rappelons ici la définition de noyau: on dit que n(z, B), (B € B) est un noyau
d’un espace mesurable (E, B) dans un espace mesurable (E, 3) si, pour tout z €
E, n(z,-) est une mesure sur F, et pour tout B € B, n(, B) est une fonction
B-mesurable sur £. Ce que nous avond déja discuté ci-dessus, signifie qu’il est
raisonable de construire un processus de branchement a valeurs dans I’espace de
mesures, dont la fonctionnelle de transition de Laplace soit donnée par (14), et dont
la fonction caractérisée v(t,z) = Vip(x) apparaissant en (14) remplit I’équation
(21). En effet, il est possible de construire un tel super-processus [4], et en outre
on peut vérifier que le probleme de martingale correspondant possede une unique
solution [18] (voir aussi [13]). En fait, une telle classe de super-processus peut étre
obtenue par un théoréme limite de systéme des particules aléatoire de branchement
dont I’échelle des parameétres soit échangée (voir [15] et [16]). Supposons ici que
telles particules puissent étre obtenues comme un systeme des particules aléatoires
de branchement dont ’échelle des parametres soit échangée a une certaine maniere.

Vu du cas de construction de super-processus de Dawson-Oitanabé, nous sup-
poserons ici que la population commence de O(n) particules individuelles & la n-eme
étape de 'échelle, et de plus aussi que-la masse de chaque particule individuelle soit
1/n. Des particules individuelles posseédent ses vies, celles qui sont distribuées selon
une loi exponentielle. Pendant toutes ses vies, elles se déplacent dans I'espace con-
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formément a la loi des copies indépendantes de processus de Markov (; spécifié. Si
une particule individuelle est a le point x lorsqu’elle meure, alors elle y laisse un
nombre aléatoire de descendantes, celles qui sont déterminées par la distribution

(29) {p” (@); k> 0}.
Noter ici que la vie espérée d'une particule individuelle est 3, et que
(30) B, — 0 lorsque n — co.

Cependant, le choix de 3, dépendra de la distribution de descendance. Deés que
Iétroitesse de processus approximatifs est établie une fois, tout calcul est vérifié,
sous la condition satisfaite

Gy m { (1-3) - Lo 1- 5)} - (s, ),

ot le mécanisme de branchement est donné par
(32) ®(z, ) = —b(z)A — c(z)\? + / (1 - e — AB) - n(z, dP).
0

Ce qui termine la preuve de la proposition. c.q.f.d. O

III Systéeme des Particules Aléatoires avec Masse Finie

Le but de cet article est de discuter le probleme de convergence de notre systéme
des particules aléatoires avec masse finie, de donner ses caractérisation, d’établir
Iexpression par la fonctionnelle de transition de Laplace pour le processus de
branchement limite, et de démontrer un théoréme limite de systeme des particules
aléatoires & 1'échelle échangée. Tout d’abord nous commencons de définir notre
modele aléatoire.

Soit {B = (By); W, FB,(F8)i>0, (Ps)zer} un mouvement brownien standard.
Maintenant nous considérons ici des particules a masse 0, celles qui se déplacent a la
fagon du mouvement brownien B = (B;), et qui se séparent conformément an taux
de branchement, donné par la fonctionnelle 47 (voir (1) dans la premitre section),
et aussi conformément au mécanisme de branchement, donné par g (voir (2) et (3)
dans la premiere section). On désigne par Ps , espérance mathématique par rap-
port au branchement aléatoire avec mesure initiale p a temps s, sous la réalisation
donnée de milieu w, et d’autre part on désigne par E,, (z € E), l'espérance
mathématique par rapport au processus de mouvement spatial B = (B;). La
mesure aléatoire Z! est définie par

N(t)

(33) z} =6,
=1
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celle qui est déterminée par le triple (B = (B;),~%,¢%), oti le symbole N (t) dsigne
le nombre de particules de descendance & temps ¢ et w} est la position de la i-éme
particule individuelle & temps ¢. Ensuite on pose ici

(34) ¥e(z) = 4% (s,t,x) = Pys, [exp{—(p,02)}],

étant la fonctionnelle de transition de Laplace pour notre mesure aléatoire, ot ’on
a

(35) (0, 20) = [3 () 20 (dz)

pour ¢ appartenant & I'espace C°(F) de tous les fonctions indéfiniment dérivables
et non-négatives sur F. Soit

(36) T:QAx W3 (w,w) — 7(w,w) € Ry
le temps du premier branchement. On a alors

(37) ¥04(@) = BoulPra,,, {07 ]
avec le changement ;.

Lemme 4. Nous avons lidentilé

(38)

t
"pg,t(aj) = Em{eﬂo(wps) = / gg(r’ U’r—mdjf,t(wr—s» "VS)) (wr—s)dr

0
t
£y wf,t(wt—S)'Yﬁe) (wr—s)dr} )
0

pour tout s,t e Ry, (s <t) etz € E.

Démonstration. Supposons maintenant que le milieu aléatoire soit donné. En
ce cas on considére 'existence et temps du premier branchement, en outre 'on
considere de récrire (37) sous lespérance conditionnelle. Alors un simple calcul

permet d’obtenir

(39)

t
z/)git (z) =Eg {e—eq’(w‘s) - exp {—/0 ~0) (wr_s)dr}}

t

— 8 ) Wi T

+ E {/ e 540 (we-)d '99(7’7 Wr—g, @bg,t(wv"—s» '7£0) (wT—S)dT} .
0

Selon la discussion de [4], nous lui appliquons l'intégration par parties deux fois, et
il en suit que Pexpression (38) est valable. Ce qui donne la preuve. c.q.f.d. O
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IV Procédé de Limite sur Mesures Aléatoires

Dans cette section, on considere une mesure aléatoire de Poisson comme la
condition initiale, au lieu de la mesure de Dirac d, étant une particule & unité
située au point z. C’est-a-dire, on y considére la mesure de Poisson A = A§(dz)
avec lintensité A(dz)/0, 8 > 0, et Pon désigne ici par le symbole By pg Vesérance
mathématique par rapport a la mesure aléatoire sur M p(F) avec la mesure initiale
A?\ a temps t. Une application de la formule de grappe de Poisson (voir Théoréme
1 dans la seconde section) permet d’obtenir une expression importante de car-
actérisation de notre processus d’objectifs sur le systéeme des particules aléatoires,
celle qui nous donne, en fait, la fonctionnelle de transition de Laplace de Z?9.

Lemme 5. (Caractérisation de Z{) Soient A une mesure aléatoire de Poisson

avec Vintensité A\(dz)/0, et Z{ la mesure aléatoire empirique donné en (33). On a
alors pour ¢ € CP(E)

6 —
(10 P, g (0970 = exp{<—”’s"(j§) 1,A>}.

Noter que la fonctionnelle exponentielle caractérisée en (40) est en effet donnée
par

By
(41) exp {/E %A(dm)}

Nous désignons ici par le symbole P(E) I'espace de tous les mesures de probabilités
sur I, et soit

(42) T2 ={(s,t) e Ry xR;;0< s < ¢}
Maintenant on prend g € P(E). On définit une norme |||- |||, 7,2 avec 0 < T < 400
par

(43) 1

Z,T,;l = EFeF //K i |f(s,t,z,w)|Pds x dt < +o0,

pour tout "> 0, p > 0, et Ky 7 = [0,2] x [0,T] C Ti, et ensuite ’on définit 'espace

(44)
L?E(T}r x Ex Q) ={f(s,t,z,w); étant des fonctions B ® F-mesurables
et positives, et ||| fl|p,7,a < +o0 pour tout 0 < T < +o0}.

Théoréme 6. Soit Z{ une mesure aléatoire définie par (33), dont la fonctionnelle
de transition de Laplace soit donnée en (40). On pose ici
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(45) Varlel(z) = =(1 - 9] ,(x)).

™

(a) La fonction VI, [¢](x) remplit Uéquation

(46) V:s'e,t[w](w) - Efv [59(57t7‘10aw)]

{E, / Ve, ol (wr—s) - T (Y2) V2 (uwrs)dr,

0U Nous avons posé comme Ssuit:

= L e
(47) '—‘9(S7t7 (Palw) ol § {l e } )
el
(48) H()(YTO)[V&](’LUT_S) = Yre =g Vro,t[‘»a](w'r—-s) 'pf(w?—s)-

(b) Il y a une unique solution pour (46), telle que l'on ait

(49) Vol € LEL(TE x E x Q).

Démonstration. Rappelons ici la discussion dans la seconde section. A la fagon
similaire, avec lemme 4 on en déduit que

(50) Vadelle) =, {270

£

v { [ - VAl ot n-ir = [ V1o (w2l -.)ar |

:Em{

t
(1 . e-—()-w(‘wt-s)>} + ]Em/ Vro,t [90]('wt—s) . Yrg(w,_s)dr

—e-Ez/S V3, o) 20 (wr . ).

| =

t
= EQ[EG(S’ta(Pvu))] + ]Elli/ Vre,t[gﬂ]('ll)r_s) He(yo [ f] ’U).,. S)dT

Cela signifie que la fonction V2, [g](z) remplit I'équation (46). Notre méthode
adopté ici est trés connue et plus standard pour Pexistence et unicité des solutions
de (46), voir [9] et [23]. Parce qu’il est évident d’un simple calcul que la solution
soit bornée et méme majorée facilement par la quantité
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(51)  Wlel(@) = Ec[Eo(s,t, 0, w)] + Bq / W2, (o) —s) - Y2 (wy_,)dr,

il en suit aisément que

6 VNG, <CF [ (// W, x)lpdsxdt> lda)
<

C-l s,t[SOHpr,T,[L < +oo,

pour une certaine constante C' positive. D’ailleurs, il est facile de voir que

(53) ||Vl - V2,0l < CNWLLle] = Wtz

LEE(T2 xExQ)

et de plus le dernier terme devient nul en (53), ol f/_fzt[cp] est une autre solution de
'équation (46) et Wft[ ] est une autre fonction correspondante de W¢, [¢], associée

a V2 [p]. Dot il existe une unique solution de (46) dans I'espace LP’*"(T2 x ExQ).
Ce qui donne le résultat souhaité. c.q.f.d. O

Une application de la formule de Feynmam-Kac [8] (ou bien voir [19]) permet
d’avoir I’expression suivante de solution pour (46):

Lemme 7. La solution V2, [¢] posséde la représentation de Feynman-Kac suivante:
st Y

5 Vlel@) = B {=a(sitigw)-exp JRA . Jar)}.

S

Ensuite, nous pouvons déduire de la formule de Feynman-Kac [8], & la méme
fagon ci-dessus, que la fonction ng,t [¢] ait la représentation de Feynman-Kac, ¢’est-
a-dire:

Lemme 8. La fonction Wf’t[cp} possede la représentation de Feynman-Kac suiv-
ante:

(55) WELlel(@) = EuEa(os o) -exp { [ t Y 2(un-ar

Le théoréme suivant est notre résultat principal dans cet article, celui qui nous
donne la caractérisation de processus limite de branchement & valeurs dans ’espace
de mesures.

Théoreme 9. Soit X = (X) la mesure aléatoire limite telle que 'on ait

(56) lim P, yo[e~{#0%0)] = pre~{#X0),



Alors la caractérisation du type de la fonctionnelle de Laplace est valable, c’est-a-
dire que nous avons

(57) Pre~(e:Xe) — -(Vap,)\)’
ou Vip est obtenu par

(58) Vaelol(z) = im Vi[ol(z),  pourtout z € E,

et V2, (o] satisfait 'équation donnée en (46) dans le théoréme 6.

Démonstration. En prenant lemme 7 et lemme 8 en considération, nous pouvons
déduire de (56) et (45) du théoréme 6 que la transformation de Laplace pour la
mesure aléatoire X = (X;) est donnée par l'identité (57), parce que nous obtenons
par caractérisation de Z? (40) du lemme 5

(59) P G [€_<Lp’azt9>] — e_(vss,t[‘f’]r)‘)’

s,A%

ol nous avons employé I’expression limite (58). D’autre part, nous pouvons savoir la
convergence de {V,[¢]}o par la considération suivante. Maintenant posons = 1/n

et employons le méme symbole VJ%[¢] ci-dessous au lieu de Vglfl[(p]. Un simple

calcul avec la discussion similaire dans la démonstration du théoreme 6, permet
d’obtenir

T pT
(60) Bl [ I(VS’?t[w],M— (V2lpl, N PPdtds

<C-E / (W2l — W), X)*Pdtds
lorsque 7,1 — 00).

Cela signifie que {(V;[¢], A) }» devient une suite de Cauchy dans I'espace

T T 1/2p
(61) 5,,:{f:T1->R+;1E{/()/|f(s,t,w)|2pdtds} < 400}

Dong, il en suit que

(62) lim (V2 [e], 3) = (Vadli, A

D’autre part, la représentation de Feynman-Kac du lemme 8 permet d’obtenir
I’estimation suivante. D’abord, posons ici

(63) (@) = EalEa(0,trp0) - exp | | y ('wt_s)ds}].
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On a alors
(64)

t
Elu‘g,t ((L‘) - ug,t. (I)I = E[EI[EG(Sat7‘p7w) ' €Xp {/ Yre(wt—r)dr} '

< (1-e{ [ e ¥2l(wn-r)ar )

Par conséquent on obtient aisément

63) Bl (z) -l (@)

< |Zol2, - e - OE(E, {1 — el |Yf—Y,,"|<w,_r>dr}2p]1/2

(1

X Eq {e;—;: (g /St /st 0% —I|(r — q) - Ty (wy—r — wt_q)drdq) }]1/2‘

Comme notre champ Y? est gaussien, par la discussion pour ’estimation dans le
théoreme 3 [26] (pp.429-430), nous pouvons obtenir finalement que le premier terme
en (65) est majoré par

<C, T,uaenoo)[_ip (%)

(66) C(p, T, [|Zslloos AT [loo) V0.

D’olt la convergence de suite de {V{;[¢]}4 dans I'espace Lf‘,’{;(Tf_ x E x ) peut étre
vérifiée facilement. Ce qui termine la preuve. c.q.f.d. O
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