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Construction des super-processus associes
aux processus de branchement dependants de Page

Isamu DOKU*

Resume
Nous considerons un systeme des particules aleatoires avec le mecanisme de branche
ment comme un modele aleatoire, et sa caracterisation se deduit naturellement au
sens de fonctionnelle de Laplace, En utilisant quelques sortes de theoremes limites
nous etudierons le probleme de convergence pour des processus de branchement
markoviens dependants de l'age. De plus on prouvera un certain theoreme limite
qui pouvoit de l'existence de super-processus associes aux processus de branchement
dependants de l'age,

Mots-des: mesure aleatoire, particules aleatoires, theoreme limite,
super-processus dependant de l'age, processus de branchement,

I Introduction

Cet article traite le probleme de construction des super-processus associes aux
processus de branchement dependants de l'age, En fait, le processus de mouvement
sous-jacent dans cet article est plus general que celui de [3]. Par consequent, notre
resultat principal pourvoit d'une generalisation du theoreme limite sur l'existence
de super-processus structures par l'age (d. theoreme 2.4) en [3],

On considere un modele aleatoire qui decrit un systeme des particules avec deux
parametres, c'est-a-dire, age a dans JR+ = [0,(0) et position x dans JR. La distri
bution ou bien la loi de la vie r de chaque particule, laquelle est donnee par la
fonction de repartition F sur JR+ avec F(O) = 0, celle qui remplit [20]

(1) m r := E[r] = 1= sdF(s) < +00,
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Le mecanisme de branchement est toujours donne par la distribution (ou bien la
loi) P = {pdk>O telle que

(2) Po < 1,

00

m:= Lkpk = 1
k=O

00

et (72 = Lk2pk -1 < +00,
k=O

ou Pk designe la probabilite que la particule produit k descendantes just apres la
mort de cette parente-particule. Soit

(3)

un processus de Markov a valeurs dans JR, celui qui commence par l'origine [17].
De plus, soit :=: = (~, F,p) un processus de branchement dependants de l'age avec
Ie mecanisme de branchement P et la distribution de la vie F, cf. chapitre IV de
[4]; voir aussi chapitre VI de [18]. Ensuite, soient Nt Ie nombre des particules en
vie a temps t, et

(4) Ct={(aLX;); i=I,2, ... ,Nd

l'espace de configuration pour l'age et position de tout les individus vivants a temps
t. Selon la theorie des processus de branchement [4], puisque m = 1 et F(O) = 0, il
n'y a pas d'explosion en temps fini, c'est-a-dire,

(5) IP(Nt < +00) = 1.

En consequence, Ct est toujours bien defini pour chaque 0 (; t < +00. Le symbole
Mp(JR+ x JR) designe l'espace de toutes les mesures boreliennes finies sur JR+ x JR,
muni de sa topologie de convergence faible. Soit Ma(JR+ x JR) l'espace de toutes les
mesures atomiques v E Mp(JR+ x JR) qui sont permises d'avoir la forme suivante:

n

(6) v = L 6(ai,xi)(-,')
i=l

pour n EN, ai E JR+ et Xi E R

L'espace de fonctions C:(JR+ x JR) designe l'ensemble de toutes les fonctions reelles
continues, positives et bornees, definies sur JR+ x JR. D'autre part, on designe par
ct(JR+ x JR) l'ensemble de toutes les fonctions f's reelles continues et positives,
definies sur JR+ x JR, telles que f (a, x) possede une limite finie lorsque (a, x) tend
vers l'infini. Pour aucun ensemble borelien A E B(JR+) et B E B(JR), soit yt(A x B)
Ie nombre des particules a temps t dont l'age appartient a A et dont la position
appartient a B. Noter que Ie fait que m < +00 et F(O) = 0 implique que yt E

Ma(JR+ x JR) pour tout t > 0 si Yo E Ma(JR+ x JR). Pour une fonction de test
¢; E C: (JR+ x JR) fixee, on definit

(7)
Nt

(yt, ¢;) = r ¢;(a, x)yt(da x dx) = L ¢;(a~, X;).
J~+x~ i=l
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Puisque ~ = {~tl est un processus de Markov, il est tres facile de voir que Y = {yt;
t 2: O} est aussi un processus de Markov. Ce processus Y est appele un processus
de branchement markovien associe a:=:= (~, F,p). La fonctionnelle L de Laplace
de yt est donnee [16] (ou bien [5]) par

(8)

Ce processus Y = {yt} peut etre determine uniquement [5] comme un processus de
Markov a valeurs dans l'espace Ma(JR+ x JR) tel que

(9) pour tout t, S 2: o.

II Processus de branchement markovien a valeurs dans mesures

Soit ( une variable aleatoire exponentielle de parametre >. (0 < >. < +00)
independante. Nous avons alors JE[(] = >.-1. Pour chaque element f E ct (JR+ x JR),
on definit Ie semi-groupe {Utl par

(10)

ou, quand ~ = (~t, t 2: 0, .1, Ft , Po) est une processus de Markov donne dans §I, tel
que

(11) JE[~t] = 0, V[~](t):= JE[~;] < +00 et sup V[~](s) < +00,
O~s~t

alors V[~](t) satisfait la condition suivante:

(12) Vi; :=100

V[~](t)dF(t) < +00.

lei on designe par W = {Wt ; t 2: O} un processus de diffusion avec generateur
infinitesimal A, et il s'appelle A-diffusion [19] pour simplicite.

Definition 1. On dit que le processus {Zt; t 2: O} est un processus de branchement
markovien a valeurs dans MF(JR+ x JR), dont la fonctionnelle de Laplace est donnee
par

(13)

ou f E ct(JR+ x JR) et Vi(J)(x) == u[f](t,x) pour x E JR. De plus, la fonction

u1f](t) = u1f](t,·) est la solution unique pour l'equation integrale non-lineaire

(14)
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Noter que l'existence d'un tel processus Zt remplissant (13) et (14) est garantie
par la theorie des processus it valeurs dans l'espace de mesures [5] (ou bien [15]; cf.
voir aussi [1], [8], [10]).

III Resultat principal

On considere un probleme de convergence pour une suite des processus de bran
chement markoviens. Le but de cet article est de discuter un theoreme limite
de sa suite sous la condition appropriee. Dans ce formalisme on va demontrer
une assertion de convergence pour un systeme des particules aleatoires a l'echelle
echangee, dont Ie processus limite pourvoit d'un nouveau processus de Markov it
valeurs dans mesures, c'est-a-dire, ce n'est rien de moins que Ie super-processus
associe aux processus de branchement dependants de l'age (cf. [12], [13]; voir aussi
[11], [14]).

Soit 3 n = (~n, Fn,Pn), n 2: 1 une suite des processus de branchement dependants
de l'age, dont la definition a ete introduite dans §I. Pour simplicite nous ecrirons
ici par Yn = {Yt; t 2: O} la suite des processus de branchement markoviens associes
it 3n- Nous supposons ici plusieurs hypotheses suivantes:

(i) Pour chaque n E N, nous avons Yon = 7Tnv , OU 7Tv est une mesure aleatoire de
Poisson avec son intensite v = 0: ® f-L E Mj(JR.+ x JR.) (cf. [9], [14]).

(ii) Pour tout n E N, la loi de la vie Tn de chaque particule est distribuee comme
la distribution exponentielle Ex(>.) de parametre >., et sa fonction de repartition
est donnee par Fn .

(iii) Pour chaque n E N, Ie mecanisme de branchement est donne par Pn =
{Pn,kh~o, et sa generatrice [9] est donnee par

(15)
00

<pn(u) = L Ukpn,k,
k=O

qui satisfait Ie comportement asymptotique suivant: pour tout N > 0,

(16)

OU gn(x) = 1 - ;, go(x) = x 2 et IlfilN = sUPO::;;u::;;N If(u)l·
(iv) Dne suite des processus de mouvement {~nn>l est donnee pasr

(17) 1 t
~~ = vn i

o
(J(s)dW.., t2:0

pour chaque n 2: 1, ou (J est une fonction reelle definie sur JR.+ telle que

(18)

et {~nn~l remplit les conditions (11) et (12), et Wt est A-diffusion.
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Le theoreme suivant est notre resultat principal dans cet article, celui qui nous
pourvoit d'un nouveau super-processus associe aux processus de branchement mar
koviens dependants de l'age.

Theoreme 2. Soit c > a donne arbitrairement. Soit Yn = {ytn; t ::::: a}, n ::::: 1, la
suite des processus de branchement markoviens Ii valeurs dans l'espace Mp(JR+ x
JR), associes Ii la suite 3 n = (en, Fn,Pn), n ::::: 1 etant processus de branchement
markovien dependant de l'age, celle qui remplit les conditions (i), (ii), (iii) et (iv)

ci-dessus. On definit alors le processus Ii l 'echelle echangee yen) = {Y;;(n); t ::::: c}
par

(19) y;(n) ._ ~yn
t .- n nt' pour chaque n E N, Vt ::::: c.

Alors yen) converge faiblement sur l'espace de Skorokhod D([c, (0), Mp(JR+ X JR))
vers le super-processus Z = {Zt; t ::::: c} associe aU.T processus de branchement
dependants de l'age, ceux qui sont definis en Definition 1 ci-dessus.

Remarque 1. La loi de l'age dans Ie processus limite Zt n'est pas aleatoire.
La fonction u[I](s,x) apparaissant en sa definition est en mesure d'etre interpretee
comme une fonction definie sur JR+ x JR avec uri] (s, a, x) = u[JJ (s, x) pour tout a > a
et x E JR.

Remarque 2. L'evolution spatiale de Zt n'est rien de moins que celIe de super
processus au mouvement des particules qui suit diffusion dont la variance est pro
portionelle a l'esperance sur la vie de la variance de particule dependante de l'age.

Remarque 3. En [6] ils ont obtenu un resultat similaire, ou la limite de super
processus non-local est consideree sous Ie cas special de PI = 1 en distribution de
descendance.

IV Processus de branchement dependant de Page

Dans cette section, on considere des proprietes elementaires de processus de
branchement dependant de l'age. Soit {3 t ; t ::::: a} un processus de branchement
dependant de l'age avec Ie mecanisme de branchement p = {Pk} et la distribution
de la vie F. De plus, soient lvlt Ie nombre de generation, et at l'age de ce individu
vivant a temps t. Tout d'abord nous commencerons la presentation d'un resultat
facile sur la probabilite conditionelle. Pour tout c > 0, il est tres facile de voir que

(20) lim lP' ( IMt
- ~ I> c/3t > 0) = 0,

t--->oo t m T

cf. Proposition 3.1 (c), p.6 de [3]. Ensuite nous presenterons un resultat sur la loi
des grands nombres [20]. Soit {vt i ; 1 ~ i ~ Md une collection des vies de leur
ancetres. Quand la fonction g : [0,(0) ---+ JR est mesurable par rapport a la tribu
borelienne et remplit lElg(VI)1 < +00 avec Vl rv F (i.e., £(Vd = F, ou £(X) est la
loi de la variable aleatoire X), alors pour Vc > 0, nous avons

(21 )
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cf. Proposition 3.2, p.6 de [3]. Le resultat suivant est une assertion sur une ver
sion du theoreme-limite central. Soient {Vkh2:1 une suite des vies successives des
individus, dont la distribution satisfait £(Vk) = F pour tout k 2: 1, et {~kh2:1 =
{~f; t 2: 0h2:1 des copies d'i.i.d. (independantes de meme loi) de ~ = (~t, t 2: 0,
~, Ft , Po) et independantes de {Vd k2: 1. Pour () E JR et t 2: 0 on definit la fonction
caracteristique CPt; ((), t) par

(22) avec i= yCl.

Si les deux conditions (11) et (12) sont remplies, alors il y a un evenement r20 avec
!P'(r2o) = 1, et sur r2o, pour tout () E JR,

(23)

est valable, cf. Proposition 3.3, p.9 de [3]. Vu que la loi forte des grands nombres

(24)

et Ie theoreme-limite central du type de Linderberg-Feller

(25)

ces deux theoremes limites sont valables, ce resultat (23) ci-dessus est immediate.

V La preuve du theoreme 2

Soit Y = {Y'i; t 2: O} un processus de branchement markovien assode it :::: =

(~, F, p), ou la vie de particule a une distribution exponentielle de parametre .x,
PI = 1 et Ie processus de Markov ~ = {~t; t 2: O} est equivalent it a en (17) au sens
de distribution. Soit L Ie generateur infinitesimal de a. On dsigne ici par Ut Ie
semi-groupe assode it a, et definit
(26)

St</J(a, x) := JE(a,x)[(Y'i,<P)] = JE(a,x)[<p(at,Xt}], pour chaque (a,x) E JR+ x JR,

pour aucune fonction ¢ continue et bornee. Dans ce cas, il en suit aisement que
St¢(a, x) satisfait l'equation suivante:
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Un calcul simple implique immediatement que

(28)
d
dtSt¢(a,x) = >'St¢(O,x) + (L - >')St¢(a,x)

oSt¢ 2
= a;;-(a, x) + (7 (a)ASt¢(a, x) + >'{St¢(O, x) - St¢(a, xn·

Suggere par la methode d'Athreya et al. [3], nous poserons ici

(29)

qui nous pourvoit d'un autre semi-groupe et permet d'avoir une nouvelle expression

(30)

En calculant la derivee du semi-groupe Ut ¢(a, x) par rapport it t, nous pouvons
obtenir son generateur infinitesimal

(31 )
'n a (72(a)
L = - +-A + >.{(·)Ja=O - (·n·

oa n

Alors on peut montrer que Ie semi-groupe {Utl est bien rapproche par Ie semi
groupe {Ur} it l'echelle echangee.

Lemme 3. (Approximation uniforme) Soient E > 0 et ¢ E Ct(lR+ x lR). On a
alors pour tout t ::::: E

(32) lim sup IU~t¢(a,x) - Ut¢(x)1 = O.
n--->oo (a,x)EI!I+ xlR

Demonstration. Quand un certain individu est choisi, alors son age et sa position
it temps t s'ecrivent comme (at, Xd. Soit

(33)

la vie et Ie processus de mouvement d'ancetres de cet individu. Et alors Ie mouve
ment de cet individu est designe par

(34)

Nous definissons maintenant

(35)
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pour simplicite. Nous avons alors une simple identite

(36)

D'autre part, il est clair que

M t

at = t - LVii'
i=l

(37)
M t

x -x + '""'" Cti + CtMt+ 1

t - 0 L-J'>Vti ,>at .

i=l

D'ou on obtient immediatement

(38)

De plus nous pouvons continuer

au on note que l'inegalite

(40)

est valable pour tout <5 2: 3<5(c') et tout t 2: O. De (39), on en deduit que la distri
bution de ~~7t+l /"jt disparait sur l'evenement {2 t > O} larsque t tend vers l'infini.
En employant Ie resultat sur Ie theoreme-limite central en §IV et Proposition 3.1
(d) de [3]: pour tout x > 0,

(41) 1 l x

lim JP'(at :( x / 2 t > 0) = - (1 - F(s))ds,
t-+oo m r 0

on conclut que sous la condition 2 t > 0, la paire

(42)
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converge vel's (U, V) au sens de distribution lorsque t tend vel'S l'infini, ou la vari
able aleatoire U est strictement positive et absolument continue, et sa densite est
proportionelle a la distribution 1 - F, et la variable aleatoire V possede la distribu
tion normale avec moyenne zero et variance w./m n et independante de U. Enfin

cela signifie que sous la condition St > 0, la paire (at,Xt!Vt) ~ (U, V) lorsque
t ----> 00 au sens de distribution. Nous n'avons qu'a appliquer ce resultat ci-dessus au
processus Y = {Yf} et n'avons qu'a noter que notre fonction ¢ de test appartient a
l'espace Ct(IR+ x lR). c.q.f.d. D

On va continuer la demonstration du theoreme 2. Nous presenterons ici une
caracterisation du processus y(n) a l'echelle echangee, et ce processus que nous
avons defini en l'assertion du theoreme 2. Sa caracterisation est donnee par la
fonctionnelle de Laplace en effet. Quand on ecrit une mesure aleatoire de Poisson
avec l'intensite nv par 7rnv , alors pour chaque t :::: 0, l'on a l'expression

(43)

ou la fonction uk!'J (t, a, x) satisfait l'equation integrale suivante:

(44)

uk!'J(t,a,x) = U;;'t{n(l- e-~)}(a,x)

-,\I t
U;;'(t-s) [n 2 {(cI>n 0 gn)(uk!'J(s, 0, x)) - gn(uk!'l (s, 0, x))}](a, x)ds.

Un calcul direct entraine immediatement que pour t :::: E,

(45) lim sup !uk!'J(t,a,x) - u[<I>l(t, x)! = 0.
n->oo (a,x)ElR+ xlR

Cela signifie que la fonction u[<I>J apparaissant en caracteriszation du processus limite
peut etre approchee par la suite {uk!'J} apparaissant en celle de y(n).

Lemme 4. Pour E > 0, la suite des processus y(n) = {Y;;(n); t :::: O} est etroite
au sens de Prokhorov [7] (voir aussi [21]) dans l'espace de Skorokhod D([E,oo),
MF(lR+ x lR)).

L'argument en (45) garantit par (43) que la fonctionnelle de Laplace JE7rnv [exp{ 

(Y;;(n) , ¢)}] du processus y(n) converge vel'S celle de {Zt; t :::: O} pour tout t :::: E.

D'autre part, lemme 4 que nous avons deja demontre, celui qui entraine que Ie
processus y(n) est etroite. De plus, puisque l'equation integrale (14) en definition 1
permet d'avoir une unique solution, on conclut enfin que Ie processus y(n) converge
faiblement sur l'espace de Skorokhod D([E, 00), MF(lR+ xlR)) vel'S Ie super-processus
Z = {Zd tant que t :::: E. Ce qui donne la preuve du theoreme 2 tout a fait.

VI La preuve du lemme 4

-89-



La preuve est standard. Techniquement dit, elle est tres due essentiellement
a la demonstration de Proposition 6.4 de [3]. Soient {bn } une suite des nombres
positifs tels que bn -+ 0 lorsque n -+ 00, et {Tn} une suite des temps d'arret [22]
du processus yCn) par rapport a la filtration canonique, tels que T 2': Tn 2': c pour
tout n E N et :JT« +00). Selon Ie critere d'Aldous [2] (voir aussi [16]), il suffit de
montrer que pour ¢ E ct(l~+ x m.)

(46) (yCn) ') _ (yCn) -+.) ~ 0
Tn+On'CP Tn ,'f'

lorsque n tend vers l'infini. Dne application de l'inegalite de Bienayme-Chebyshev
et l'inegalite maximale de Doob [7] (ou bien [22]) entraine que pour 'Y > 0,

(47)

parce que Ie terme (~Cn), 1) etant un processus de masse totale est martingale, ou
nous avons pose au-dessus 11111= = la norme de la borne superieure de la fonction
1(x) sur I'espace entier indique. Quand on definit

(48)

pour 0:, (3 2': 0, alors l'on deduit de la propriete markovienne forte du processus yCn)
que

(49)

En utilisant l'inegalite maximale de Doob encore une fois nous pouvons obtenir

(50) IL;(O,o:,(3) - L;(bn ,o:,(3)11

:::;; Ilu~u~"<P] COn)+i3¢] (E) _ u~a+(3)¢] (c) 11= .IE [sup(~cn) , 1)]
t(T

:::;; C31IU;;'e{u~¢](bn) - 0:¢}11=

+ C4 11¢11=1e
Ilu~u~"<P]COn)+i3¢](a) - u~a+(3)¢](a)ll=da

r [[<PI+ .\C5 Jo Ilcnu: n
" COn)+i3¢] (a) - cnU~a+(3)¢](a)ll=da

:=h+h+h·

Noter que Ie premier terme h de la derniere ligne en (50) peut s'estimer superieur
a sa valeur par

(51 ) c3 lin (1 - e"!) - 0:¢11= + C6 bn (1 + II¢II~)

+ C3 IIU;;'ce+on) (o:¢) - U;;'e(O:¢) 11= .
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Prenant notre hypothese sur 1>n en consideration, nous obtenons par Ie resultat sur
l'approximation uniforme (lemme 3)

(52) h ---+ 0 et h ---+ 0 (lorsque n ---+ 00).

Par consequent, nous avons tout de suite

(53) "u!,u~¢J(8n)+,8¢>](E) _ u~a+(3)¢J(E)lloo

~ TJ(n) + C4 11>loo110

lIu!,u~¢](8n)+I3¢](a) - u~a+(3)¢](a)"oo da

OU TJ(n) ---+ 0 lorsque n ---+ 00. Vu de sa forme de (53), nous pouvons employer
l'inegalite de Gronwall (cf. Theoreme 5.1, p.498 de [17]) it obtenir

Done, on en deduit que

(55) lim IL;;(O, a,,6) - L;;(6n , a, ,6)1 = O.
n-+oo

En vertu de l'estimation de (47) il suit evidemment que la suite des processus

{ (yt) ,1»; n ~ I} est etroite dans JR+. Maintenant on prend ici sa sous-suite

{(yt
k

k
) , 1»; k ~ I} arbitraire. Alors il y a une sous-suite it l'indice {nU de

{(YT~nkk),1»} telle que son processus {(YT~~~)'1»} converge au sens de distribution
k

vers une certaine variable aleatoire A(w) lorsque k ---+ 00 avec {n~h satisfaisant
n~ ---+ 00. Done il est evident que

(56)

lorsque k ---+ 00. En combinant ce (56) avec Ie resultat (55), nous pouvons deduire
que

(57)

lorsque k ---+ 00. Ainsi ce resultat (57) implique directement que

(58)

lorsque k ---+ 00. Cependant eela signifie que l'assertion (46) est valable tout it fait.
Par Ie critere d'Aldous mentione ci-dessus, la suite yen) devient etroite au sens de
Prokhorov. Ce qui termine la demonstration.
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