J. Saitama Univ., Fac. Educ., 56(2)  81-93(2007)

Construction des super-processus associés
aux processus de branchement dépendants de 1’age

Isamu DOKU*

Résumé

Nous considérons un systéme des particules aléatoires avec le mécanisme de branche-
ment comme un modele aléatoire, et sa caractérisation se déduit naturellement au
sens de fonctionnelle de Laplace. En utilisant quelques sortes de théoremes limites
nous étudierons le probléme de convergence pour des processus de branchement
markoviens dépendants de ’dge. De plus on prouvera un certain théoreme limite
qui pouvoit de 'existence de super-processus associés aux processus de branchement
dépendants de 1'age.

Mots-clés: mesure aléatoire, particules aléatoires, théoreme limite,
super-processus dépendant de 1’dge, processus de branchement.

I Introduction

Cet article traite le probléme de construction des super-processus associés aux
processus de branchement dépendants de I’dge. En fait, le processus de mouvement
sous-jacent dans cet article est plus général que celui de [3]. Par conséquent, notre
résultat principal pourvoit d’une généralisation du théoréme limite sur I'existence
de super-processus structurés par I'age (cf. théoréme 2.4) en [3].

On considere un modele aléatoire qui décrit un systéme des particules avec deux
parametres, c'est-a-dire, age a dans R, = [0,00) et position x dans R. La distri-
bution ou bien la loi de la vie 7 de chaque particule, laquelle est donnée par la
fonction de répartition F sur Ry avec F(0) = 0, celle qui remplit {20]

(1) m, = E[r] = /Ooo sdF'(s) < 4o0.
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Le mécanisme de branchement est toujours donné par la distribution (ou bien la
loi) p = {pi}r>0 telle que

o0 oo
(2) po <1, m::kakzl et 02:Zk2pk—1<+oo,
k=0 k=0

ol pi désigne la probabilité que la particule produit k descendantes just apres la
mort de cette parente-particule. Soit

(3) £=(£tvt205A7ft7P0)

un processus de Markov & valeurs dans R, celui qui commence par l'origine [17].
De plus, soit = = (£, F,p) un processus de branchement dépendants de 1'dge avec
le mécanisme de branchement p et la distribution de la vie F, cf. chapitre IV de
[4]; voir aussi chapitre VI de [18]. Ensuite, soient N, le nombre des particules en
vie a temps ¢, et

(4) Ce={(a, X}); i=1,2,...,N;}

I’espace de configuration pour ’age et position de tout les individus vivants & temps
t. Selon la théorie des processus de branchement [4], puisque m =1 et F(0) =0, il
n’y a pas d’explosion en temps fini, c¢’est-a-dire,

(5) P(N; < +0) = 1.

En conséquence, C; est toujours bien défini pour chaque 0 < ¢t < 4+00. Le symbole
Mp(Ry x R) désigne l'espace de toutes les mesures boréliennes finies sur Ry x R,
muni de sa topologie de convergence faible. Soit M, (R4 x R) 'espace de toutes les
mesures atomiques v € Mp(Ry x R) qui sont permises d’avoir la forme suivante:

(6) v= 26(%%)(-, 3 pour n€N,g; eR; et z; €R
i=1

L’espace de fonctions C;' (R4 x R) désigne I’ensemble de toutes les fonctions réelles
continues, positives et bornées, définies sur R, x R. D’autre part, on désigne par
ijl (R4 x R) l'ensemble de toutes les fonctions f’s réelles continues et positives,
définies sur R, x R, telles que f(a,z) posséde une limite finie lorsque (a,z) tend
vers |'infini. Pour aucun ensemble borélien A € B(R,) et B € B(R), soit Y;(A x B)
le nombre des particules a temps ¢ dont I’dge appartient & A et dont la position
appartient &4 B. Noter que le fait que m < +oo et F(0) = 0 implique que ¥; €
M,(R; x R) pour tout t > 0 si Yy € My(R;4 x R). Pour une fonction de test
¢ € CF (R4 x R) fixée, on définit

Ny
(7) (Y, d) = /R ofa,2)¥;(da x dz) = 3 o(af, X{).



Puisque & = {&;} est un processus de Markov, il est tres facile de voir que Y = {Y;;
t > 0} est aussi un processus de Markov. Ce processus Y est appelé un processus
de branchement markovien associé¢ & = = (¢, F,p). La fonctionnelle L de Laplace
de Y; est donnée [16] (ou bien [5]) par

(8) Li¢(a, ) == Eqale™ 9] = Ele™ Yy = 6(4,5)]-

Ce processus Y = {Y;} peut étre déterminé uniquement {5 comme un processus de
Markov & valeurs dans P’espace M, (R x R) tel que

(9) Liys¢(a,x) = Li{Lso}(a,z) pour tout t,s>0.

IT Processus de branchement markovien a valeurs dans mesures

Soit ¢ une variable aléatoire exponentielle de parameétre A (0 < A < +o0)
indépendante. Nous avons alors E[¢] = A~!. Pour chaque élément f € C}Fl (R4 xR),
on définit le semi-groupe {U;} par

(10) Uif(2) = E[f(¢,z + VAuW,)]

ou, quand & = (&,t > 0, A, F;, Py) est une processus de Markov donné dans §I, tel
que

(11) Elg] =0, VIE(®) :=ElEf] <+oo et sup VIE](s) < +oo,

0<s<t

alors V[¢](t) satisfait la condition suivante:

(12) Vg = /000 VIEJ($)dF(t) < +oo.

Ici on désigne par W = {Wy;t > 0} un processus de diffusion avec générateur
infinitésimal A, et il s’appelle A-diffusion {19] pour simplicité.

Définition 1. On dit que le processus {Zy;t > 0} est un processus de branchement
markovien d valeurs dans Mp(R. x R), dont la fonctionnelle de Laplace est donnée
par

(13) ECX”[6_<Zt’f>] = e_<l"th>7 pour t >0,

ou f € Cﬁ(R+ x R) et Vi(f)(z) = u(t,z2) pour x € R. De plus, la fonction

ull(t) = ull(t, ) est la solution unique pour I’équation intégrale non-linéaire

(14) ufl(t,z) = U, f(z) = A /0 | Up—s(u)(s,)?)(z)ds.



Noter que l'existence d’un tel processus Z; remplissant (13) et (14) est garantie
par la théorie des processus a valeurs dans P’espace de mesures [5] (ou bien [15]; cf.
voir aussi [1], [8], [10]).

III Résultat principal

On consideére un probléme de convergence pour une suite des processus de bran-
chement markoviens. Le but de cet article est de discuter un théoréme limite
de sa suite sous la condition appropriée. Dans ce formalisme on va démontrer
une assertion de convergence pour un systeéme des particules aléatoires a 1’échelle
échangée, dont le processus limite pourvoit d’un nouveau processus de Markov a
valeurs dans mesures, c’est-a-dire, ce n’est rien de moins que le super-processus
associé aux processus de branchement dépendants de 'age (cf. [12], [13]; voir aussi
[11], [14]).

Soit =, = (€n, Fn,pn), n > 1 une suite des processus de branchement dépendants
de I'dge, dont la définition a été introduite dans §I. Pour simplicité nous écrirons
ict par Y,, = {Y{*;¢ > 0} la suite des processus de branchement markoviens associés
a Z,. Nous supposons ici plusieurs hypothéses suivantes:

(i) Pour chaque n € N, nous avons YJ* = my,,, ol 7, est une mesure aléatoire de
Poisson avec son intensité v = o @ u € My(Ry x R) (cf. [9], [14]).

(ii) Pour tout n € N, la loi de la vie 75, de chaque particule est distribuée comme
la distribution exponentielle Fxz(\) de parameétre A, et sa fonction de répartition
est donnée par F),.

(ili) Pour chaque n € N, le mécanisme de branchement est donné par p, =
{Pn,k }k>0, et sa génératrice [9] est donnée par

(15) D, (u) = Zukpn,k,
k=0

qui satisfait le comportement asymptotique suivant: pour tout N > 0,
(16) Tim [n?{(®n 0 90)(-) = gn ()} = 9o ()llx =0,

ol gn(z) =1 - %, go(z) = 2® et || fllv = suppcucn | f ().
(iv) Une suite des processus de mouvement {&7'},,>1 est donnée pasr

(17) e = % /Oto(s)dI/Vs, £>0

pour chaque n > 1, ou o est une fonction réelle définie sur R, telle que
oo
(18) / o?(s)dF(s) < 400,
0

et {&]'}n>1 remplit les conditions (11) et (12), et W; est A-diffusion.



Le théoréme suivant est notre résultat principal dans cet article, celui qui nous
pourvoit d’un nouveau super-processus associé aux processus de branchement mar-
koviens dépendants de 1’age.

Théoréme 2. Soit ¢ > 0 donné arbitrairement. Soit Y, = {Y;*;t >0}, n > 1, la
suite des processus de branchement markoviens a valeurs dans l'espace Mp(Ry X
R), associés a la suite =,, = (&n, Fn,pn), n > 1 étant processus de branchement
markovien dépendant de ’dge, celle qui remplit les conditions (i), (ii), (iii) et (iv)
ci-dessus. On définit alors le processus & léchelle échangée Y (™ = {Y;(n it > e}
par

(19) Yt(" —Y” pour chaque n €N, Vt >e.

nt?
Alors Y™ converge faiblement sur Uespace de Skorokhod D([e, o0), Mr(Ry x R))
vers le super-processus Z = {Zy; t > €} associé aux processus de branchement
dépendants de I’dge, ceux qui sont définis en Définition 1 ci-dessus.

Remarque 1. La loi de 1'dge dans le processus limite Z; n’est pas aléatoire.
La fonction ulf](s, z) apparaissant en sa définition est en mesure d’étre interprétée
comme une fonction définie sur R, xR avec ulfl(s, a, z) = ulfl(s, z) pour tout a > 0
et z € R.

Remarque 2. L’évolution spatiale de Z; n’est rien de moins que celle de super-
processus au mouvement des particules qui suit diffusion dont la variance est pro-
portionelle & l'espérance sur la vie de la variance de particule dépendante de 1’age.

Remarque 3. En [6] ils ont obtenu un résultat similaire, ot la limite de super-
processus non-local est considérée sous le cas spécial de p; = 1 en distribution de
descendance.

IV Processus de branchement dépendant de I’age

Dans cette section, on considere des propriétés élémentaires de processus de
branchement dépendant de I'dge. Soit {Z;;¢ > 0} un processus de branchement
dépendant de 1’dge avec le mécanisme de branchement p = {pi} et la distribution
de la vie F'. De plus, soient M, le nombre de génération, et a; ’age de ce individu
vivant a temps ¢t. Tout d’abord nous commencerons la présentation d’un résultat
facile sur la probabilité conditionelle. Pour tout € > 0, il est tres facile de voir que

(20) limIP’(l——— /Et>0>=0,

t—o0
cf. Proposition 3.1 (c), p.6 de [3]. Ensuite nous présenterons un résultat sur la loi
des grands nombres [20]. Soit {V;,; 1 < ¢ < M;} une collection des vies de leur
ancétres. Quand la fonction g : [0,00) — R est mesurable par rapport & la tribu
borélienne et remplit E|g(V1)| < +00 avec Vi ~ F (i.e., L(V]) = F, ot L(X) est la
loi de la variable aléatoire X)), alors pour V& > 0, nous avons

MZth [g(V1)]| > /5t>0)=0,

(21) lim P (



cf. Proposition 3.2, p.6 de [3]. Le résultat suivant est une assertion sur une ver-
sion du théoréme-limite central. Soient {Vi}r>1 une suite des vies successives des
individus, dont la distribution satisfait £(Vi) = F pour tout k > 1, et {{x}r>1 =
{€F; t > 0}x>1 des copies d’i.i.d. (indépendantes de méme loi) de & = (&t > 0,
A, F;, By) et indépendantes de {Vi }x>1. Pour 8 € R et ¢t > 0 on définit la fonction
caractéristique ¢ (6,t) par

(22) ee(0,t) = E[e"], avec i=+/—1.

Si les deux conditions (11) et (12) sont remplies, alors il y a un événement €y avec
P(Q) = 1, et sur Qp, pour tout § € R,

T 6 v
(23) lim H e (——,Vk) =e "2
n—oo paiee} \/ﬁ
est valable, cf. Proposition 3.3, p.9 de [3]. Vu que la loi forte des grands nombres

(24) P ( lim ~ > VIE|(Vi) = vg> ~1,

et le théoréme-limite central du type de Linderberg-Feller

n 9
Jm, 1o SLVEW,)
_ hm E[exp Zei g{c/k /U(szk 2 1)} =e_g7
i, = S viawy

ces deux théorémes limites sont valables, ce résultat (23) ci-dessus est immédiate.

V La preuve du théoréme 2

Soit Y = {Y;;t > 0} un processus de branchement markovien associé a = =
(&, F,p), ou la vie de particule a une distribution exponentielle de parameétre A,
p1 = 1 et le processus de Markov £ = {&;;t > 0} est équivalent & £} en (17) au sens
de distribution. Soit L le générateur infinitésimal de £!. On dsigne ici par U, le
semi-groupe associé & £}, et définit
(26)

St¢(a’ .Z') = E(a,z)KY'ty d)” = IlE’(a,ar:) [d)(ata Xt)]v pour chaque (CL,(IJ) e Ry x R,

pour aucune fonction ¢ continue et bornée. Dans ce cas, il en suit aisément que
S:d(a, z) satisfait ’équation suivante:
2

(27) Sié(a,z) = e"\tthb(a,x) +/O )\e"\SUs{St_Sa&(O, )} a, z)ds.



Un calcul simple implique immédiatement que

d

(28) 3

Sip(a, ) = AS;(0,z) + (L — \)S;¢(a, x)

95,9
 Oa

Suggéré par la méthode d’Athreya et al. [3], nous poserons ici

(a,2) + 0%(a)AS:d(a, z) + M S:¢(0,z) — Sio(a, x)}.

. X,
(29) Utn(]ﬁ(a, iL') = ]E(a,O) l:¢ <(1t,.’17 + %):l ’
qui nous pourvoit d'un autre semi-groupe et permet d’avoir une nouvelle expression

n

En calculant la dérivée du semi-groupe U,¢(a, ) par rapport & t, nous pouvons
obtenir son générateur infinitésimal

(30) Uréla,z) = Sidnla,vnz)  avec ¢n(a,z):=¢ (a, i) .

rn 0 UQ(G)
(31) L —%%— -

A+ M(la=o — ()}

Alors on peut montrer que le semi-groupe {U;} est bien rapproché par le semi-
groupe {U"} & l’échelle échangée.

Lemme 3. (Approximation uniforme) Soient ¢ > 0 et ¢ € C’j{l (Ry xR). On a
alors pour toutt > €

(32) lim sup  |U%o(a,z) — Urp(z)| = 0.

N0 (g,x2)ERY xR
Démonstration. Quand un certain individu est choisi, alors son age et sa position
a temps t s’écrivent comme (ay, X;). Soit
(33) (Ve , {€5,0<u <V, 1 i < My}

la vie et le processus de mouvement d’ancétres de cet individu. Et alors le mouve-
ment de cet individu est désigné par

M,
(34) {UZM”I;OSugt—ZV;i}.
i=1

Nous définissons maintenant



pour simplicité. Nous avons alors une simple identité

My
(36) a=t—Y V..
=1

D’autre part, il est clair que

(37) X; = XO+Z§ Eart ™.
=1

D’ou on obtient immédiatement

0 (o) = (oo Eoe )+ (o - T )

Xo | &
+1{0,—% + = :
( Vi©oV

De plus nous pouvons continuer

s/mo)

tary+1 2
az

Vi

1
<— sup V u+—
=, S0P, [€](u)

My 41
ay

Vit

(39) P (

1
< E| Lai<s) /2> 0] +P(ay > 5 / 2, > 0)

ol on note que l'inégalité

E,

(40) ]P’(at>5/Et>0)<§

est valable pour tout 6 > 3(¢’) et tout t > 0. De (39), on en déduit que la distri-

bution de £,¢*! /\/f disparait sur Pévénement {=, > 0} lorsque ¢ tend vers 'infini.
En employant le résultat sur le théoréme-limite central en §IV et Proposition 3.1
(d) de [3]: pour tout z > 0,

1 z
(41) lim Plag <z /Z; >0) = —/ (1 - F(s))ds,
t—o00 m- Jo
on conclut que sous la condition =; > 0, la paire

IZ £Vt

. Vi VM



converge vers (U, V) au sens de distribution lorsque ¢ tend vers l'infini, ot la vari-
able aléatoire U est strictement positive et absolument continue, et sa densité est
proportionelle 3 la distribution 1 — F', et la variable aléatoire V posseéde la distribu-
tion normale avec moyenne zero et variance ve/m,, et indépendante de U. Enfin
cela signifie que sous la condition Z; > 0, la paire (as, X;/v/t) L, (U, V) lorsque
t — oo au sens de distribution. Nous n’avons qu’a appliquer ce résultat ci-dessus au

processus Y = {Y;} et n’avons qu’a noter que notre fonction ¢ de test appartient &
Pespace CE(R+ xR). cqfd O

On va continuer la démonstration du théoréme 2. Nous présenterons ici une
caractérisation du processus Y™ & 1’échelle échangée, et ce processus que nous
avons défini en l'assertion du théoreme 2. Sa caractérisation est donnée par la
fonctionnelle de Laplace en effet. Quand on écrit une mesure aléatoire de Poisson
avec l'intensité nv par m,,, alors pour chaque ¢ > 0, 'on a Pexpression

T [o— (V{00 = o= (voulfl(2))
(43) E™ (e |=e ,

ou la fonction ukﬂ (t,a,x) satisfait I’équation intégrale suivante:

(44)
u#(t, a,2) = U2 {n(1 — ¢ %)} (a, z)

t
B /\ / Us(t—s) [nQ{((I)n © g")(u%ﬁ] (37 07 .’E)) - gn(uhﬁ] (Sa 07 x))}](a, I)dS
0
Un calcul direct entraine immédiatement que pour t > ¢,

(45) lim sup ull(t,a,z) — ul®l(t, z)| = 0.

n—00 (g,2)ER4 xR

Cela signifie que la fonction u!®! apparaissant en caractériszation du processus limite
peut étre approchée par la suite {u%’]} apparaissant en celle de Y™,

Lemme 4. Pour ¢ > 0, la suite des processus Y (") = {Yt(”);t > 0} est étroite
au sens de Prokhorov [7] (voir aussi [21]) dans l'espace de Skorokhod D([e,0),
MF (]R+ X R))

L’argument en (45) garantit par (43) que la fonctionnelle de Laplace E™ [exp{—
<Yt(n),qﬁ)}] du processus Y™ converge vers celle de {Z;;t > 0} pour tout t > «.
D’autre part, lemme 4 que nous avons déja démontré, celui qui entraine que le
processus Y (™) est étroite. De plus, puisque ’équation intégrale (14) en définition 1
permet d’avoir une unique solution, on conclut enfin que le processus Y (™ converge
faiblement sur ’espace de Skorokhod D([e, 00), Mp(R xR)) vers le super-processus
Z = {Z;} tant que t > €. Ce qui donne la preuve du théoréme 2 tout & fait.

VI La preuve du lemme 4



La preuve est standard. Techniquement dit, elle est trés due essentiellement
& la démonstration de Proposition 6.4 de [3]. Soient {,} une suite des nombres
positifs tels que §, — 0 lorsque n — oo, et {7} une suite des temps d’arrét [22]
du processus Y™ par rapport a la filtration canonique, tels que T > 7, > € pour
tout n € N et 3T(< +00). Selon le critére d’Aldous [2] (voir aussi [16]), il suffit de
montrer que pour ¢ € Cj,(Ry. x R)

(46) Y™ o) — (¥, ¢) L0

lorsque n tend vers U'infini. Une application de ’'inégalité de Bienaymé-Chebyshev
et I'inégalité maximale de Doob [7] (ou bien [22]) entraine que pour v > 0,

@ PUYE6) > ) < 2B sup (1] < 2ol

E\t\
parce que le terme <Y;(n) , 1) étant un processus de masse totale est martingale, on

nous avons posé au-dessus || f|loc = la norme de la borne supérieure de la fonction
f(x) sur l'espace entier indiqué. Quand on déﬁnit

(48) Ly(0n,, ) = E[e™ s 9100 D0))

pour &, 8 > 0, alors 'on déduit de la propriété markovienne forte du processus Y ()
que

n wlodl (s,
(49) L3(0n, @, 8) = E[exp { = (Y.l 408 1.
En utilisant 'inégalité maximale de Doob encore une fois nous pouvons obtenir
(50) IL3(0, o, B) — L§(n, o, B
uledl(s, o
< bt ) — e tD0l (o)) - B [sup (v, 1)]
t<T
< GallU7Auf(65) — @} |oo
& ledl

+Calldle / HuL P80 ) o+ 99) (0]

+ACs / lenulin ™ @89 () _ ¢ yle+Dl () da

=0 + I+ Is.

Noter que le premier terme I3 de la derniére ligne en (50) peut s’estimer supérieur
a sa valeur par

(51) Ca|ln(1-e¥) —ag| _+Cotal1+I0l%)

+ G [Ues,) (a0) = Ue(ag)||




Prenant notre hypothese sur ®,, en considération, nous obtenons par le résultat sur
Papproximation uniforme (lemme 3)

(52) I -0 et I3 — 0 (lorsque n — o0).
Par conséquent, nous avons tout de suite

(53) uf WO o) yflael )|

S rulee
< n(n) + Cldloo / [ub 0459 ) — ufle* D9l (0) | da
0 o0

ou n(n) — 0 lorsque n — oco. Vu de sa forme de (53), nous pouvons employer
I'inégalité de Gronwall (cf. Théoreme 5.1, p.498 de [17]) & obtenir

(54) lim

n—oo

[ece]
e 6 +80] oy u5a+ﬁ)¢](g)“ < lim 7(n) - a9l —
o) 7 — 00

Dongc, on en déduit que
(55) lim |[Lg(0,a,8) — Ly(dn,a, 3)| = 0.

En vertu de 'estimation de (47) il suit évidemment que la suite des processus
{ (YT(: ),gb); n > 1} est étroite dans Ry. Maintenant on prend ici sa sous-suite
{<YT(,Z'°),¢); k > 1} arbitraire. Alors il y a une sous-suite & l'indice {n,} de

{ (YT(:: ®) ¢)} telle que son processus {(Yr(j‘) , )} converge au sens de distribution
k

vers une certaine variable aléatoire A(w) lorsque k — oo avec {n} }; satisfaisant
nj, — oo. Donc il est évident que

(56) (50, 0), (70 6)) < (A(w), A(w)

lorsque & — oc. En combinant ce (56) avec le résultat (55), nous pouvons déduire
que

57) (050,00, (0 ) ) > (AGw). Aw)

n

lorsque £ — oo. Ainsi ce résultat (57) implique directement que

(58) (ks e — () <50

Tn/k-Hsn/k"

lorsque £ — oo. Cependant cela signifie que 1'assertion (46) est valable tout & fait.
Par le critére d’Aldous mentioné ci-dessus, la suite Y (%) devient étroite au sens de
Prokhorov. Ce qui termine la démonstration.
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