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Sur certains comportements asymptotes
des super-processus avec immigration

Isamu DOKU*

Résumé
Nous considérons dans cet article les super-processus avec immigration associés
aux SDSM au sens de Dawson-Li-Wang. Particulierement, certains comportements
asymptotes des super-processus avec immigration nous intéressent beaucoup. De
fait, en utilisant quelques sortes des expressions sur le super-processus avec valeurs
dans l’espace de mesures, nous étudierons les conditions par lesquelles existe la
limite de processus en question lorsque le temps tend vers l'infini.

Mots-clés: mesure aléatoire, comportement asymptote, théoréme limite,
super-processus avec immigration, probléme de martingale.

I Introduction

Cet article traite le probleme de comportement asymptote des super-processus
avec immigration, et notre seul but est d’étudier certains comportements asymp-
totes des super-processus avec immigration associés aux SDSM (=super-processus
avec le mouvement spatial dépendant) [4], en particulier lorsque le temps tend vers
linfini. De fait, nous étudierons les conditions par lesquelles existent de tells limites
significatives.

Soit ¢, (z) = (1+22)7P/2, z € R, pour un nombre non-négatif p. L’espace Cp(R)
désigne I’ensemble de toutes les fonctions continues f sur R, telles que f remplisse
Pinégalité |f| < Copp, (3Co > 0). CZ(R) est un sous-ensemble de Cp(R), celui
qui désigne I’ensemble de toutes les fonctions deux fois continiiment dérivables f
dans R, telles que f remplisse I'inégalité |f'| + | f"| < Cigp, (3C1 > 0). Soient
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Mp(R) (resp. MZ(R)) I'espace de toutes les mesures boréliennes tempérées u (ou
bien 'espace de toutes les mesures tempérées atomiques) sur R, respectivement,
telles que l'on ait

& () = [ i) <+oo,  powr VS € CylR)

Pour une fonction fixée une fois contintment dérivable dans R, telle que h et h’
soient en méme temps carrées intégrables, on définit

2) p(z) = /R h(y - 2)h(y)dy, pour z€R.

Soient o > 0 et m € M,(R). De plus, soit (2, F, (F;)¢>0, P) espace probabilisé
standard élémentaire avec filtration usuelle. Supposons ici que la fonction prévisible
non-négative ¢ : [0,00) x R x @ = R satisfait la condition

(3) /0 E[(g(s)¢p, m)?]ds < +oo0, pour Vit > 0.

Dans ce cas on écrit ¢ € L2 . (Q)*.

Définition 1. Soit X = {X;;t > 0} un processus stochastique continu avec valeurs
dans Uespace Mp(R). On dit que X est un super-processus généralisé avec immigra-
tion q et mouvement spatial dépendant, si X = {X;;t > 0} satisfait les conditions
(4)-(5) suivantes: pour chaque ¢ € C2(R) et p € M,(R)

@ M) =l x)~ (o= [ (B0 XY a5 = [ttsremas

est une martingale continue par rapport d (Fi)i>o0, dont le processus de variation
quadratique est donné par

(5) (M(g)): = /0 (0%, X.)ds + /0 ds /R (h(z — ', Xa)d.

II Construction d’une solution au probléme de martingale

Dans cette section nous allons donner la construction d’une solution au probléme
de martingale (4)—(5), que nous avons déja introduit dans la section précédente.
Tout d’abord nous considérerons le probléme de martingale avec mesure initiale
n € M2(R). Soit {B:;t > 0} un mouvement brownien standard, et soit {&;¢ > 0}
un processus de diffusion avec branchement de Feller, cedlui qui est donné comme
une solution unique de I’équation différentielle stochastique [18] du type

(6) dé(w) = Vo (w)dBi(w),  t2>0,
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olt o désigne un taux de branchement constant. Soient W = C([0,00); R*) et
To(w) = inf{s > 0 : w(s) =0} pour w € W. En ce cas on définit un sous-ensemble
Wy de W comme la totalité d’éléments w € W tels que w(t) = w(0) = 0 pour tout
t > 1o(w). Le symbole B(W;) désigne la tribu topologique engendrée sur Wy par
le processus canonique [20], et on désigne par Qs la loi d’excursion de la diffusion
de branchement avec o [3]. D’autre part, W(ds,dy) désigne un bruit blanc sur
[0,00) x R, la famille {&;(t); t > 0} est une suite de diffusions de o-branchement
indépendantes avec valeur initiale déterministique §;(0) = &; pour i € N, et soit
N une mesure aléatoire de Poisson sur [0,00) x R X[0,00) x W, avec intensité
ds - m(da)duQx(dw), ou W, {&} et N, sont mutuellement indépendants. Pour
t > 0 on écrit par F; la tribu compléte engendrée par les familles de W, {;} et N;.
Selon Wang [23] et Dawson et al. [4], il est bien connu que I’équation stochastique

(7) z(t)=a +/r /Rh(y —x(s))W(ds, dy), t>r

posséde une solution unique {z(r,a,t);t > r} pour aucun (r,a) € [0,00) x R.
Supposons ici que p = Y ;2 &ida, € MZ(R) ou {a;} C R. En conséquence, le
processus stochastique

oo t Q(sva)
8) ¥ = Z&(t)dz(o,ai.t) +/ / / / w(t — s)ém(‘,,a)t)Nl(ds, da,du, dw)
= o JRJo Wo

avec valeurs dans l'espace M (R) posséde une modification continue Y, dans M3 (R),
celle qui donne une solution au probléme de martingale (4)-(5), cf. Théoréme 2.1,
p.6 de Li-Xiong [21].

Ensuite, on va considérer le cas de mesure initiale générale p € M,(R). Ici nous
avons besoin d’une mesure nouvelle. En fait, Ny est une mesure aléatoire de Poisson
sur R x Wy avec intensité pu(da)Qx(dw). On définit maintenant

(9) W, = / / w(t)él.(o,a,t)No(da, dw), t>0
R JW,

avec Wy = p € Mp(R). En ce moment le processus stochastique

t q(s,a)
(10) Y, =W, + / / / / w(t — )bao.a0) N (ds, da, du, dw), £ 30
0 RJO Wo

posséde aussi une modification continue Y, dans M, (R), celle qui est une solution
au probléme de martingale (4)-(5), cf. Théoréme 2.2, p.8 de [21].
IIT Résultats principals

Nous introduirons dans cette section quelques résultats principals de cet arti-

cle. Nous désignons par X = {X;;t > 0} un processus stochastique continu avec
valeurs dans I'espace M,(R). Nous supposons ici que {X;} soit un super-processus
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généralisé avec immigration au taux d’immigration q¢ = ¢(t,z) et avec mouvement
spatial dépendant, celui qui a été défini en premiere section. Tout d’abord on va

a

commencer & introduire un résultat primitif sur le comportement asymptote du
processus {X¢;t > 0} en question. C’est-a-dire que:

Théoréme 2. Il existe une constante (3)Cy = Ca(pp) > 0 dépendante d la fonction
©p, telle que sin > $Cs|plleo, alors Végalité suivante soit valable:

1) Jim e~ "E{(pp, X)) = 0.

Ensuite, le résultat suivant nous pourvoit du comportement asymptote similaire
4 lassertion du théoréme 2, mais sous la condition distincte.

Théoréme 3. Supposons que ||q(t, w)”Ll(R,Lppdm) soit carré intégrable sur [0, 00)x
par rapport d la mesure de produit d¢ @ dP. Pour aucune f € C’g (R) et n >0,

i -t —
(12) tl_lfgloe ]E[(f,Xt)] =0,
ou df est une mesure de Lebesgue sur R.
Le dernier résultat est trés important au sens des théorémes limites sur les super-
processus, et nous pourvoit de la condition suffisante pour le processus en question

4 avoir la limite significative.

Théoréme 4. Soit P, (dy) une probabilité de transition du mouvement brownien

B = {B;} dont la variation quadratique est donnée par fot p(0)ds. S'’il existe la
limite finie

. 1
(13) no = limsup - logIE// 4(8)1(0,(¢p, Pi—s,2) (£ ® m)(ds x dz),
t—o0 t R2

alors pour aucune f € CE(R), le terme e”™'E[(f, X;)] posséde la limite finie (# 0)
lorsque t — oo.
IV Preuves des comportements asymptotes

Dans cette section nous allons donner les preuves de tous les théorémes, ceux
qui sont des résultats principals de cet article.

1 Démonstration du théoréme 2

En vertu de la caractérisation de martingale du super-processus X, on a alors

1) (X0 = Mo+ (o + 22 [0, X5+ [ lalo)p,m)as.
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En faisant attention & 1'égalité E[M;(pp)] = 0 [20], nous pouvons prendre ’espérance
E[:] de (14) par rapport a dP et appliquer le théoréme de Fubini & obtenir

15)  Bllon Xol = o+ [ Bllatopmlas+ 228 [ (of, Xas.

De plus, un simple calcul avec I'inégalité de Gronwall entraine ’estimation suivante,
parce que nous avons utilisé la relation triviale |py| + |@p] < Cipp, (3C1 > 0).
C’est-a-dire:

Lemme 5. Le super-processus X = {X;;t > 0} étant une solution au probléme de
martingale (4)—(5), celui qui satisfait l'inégalité

(16)
E[(SOP’Xt)] {@p, 1 / E[{q( (s)pp, m)]ds

+ Sl [ (6o + [ Bllwopmilan) e e1ec-as,
cf. Eq.(2.5) en Proposition 2.1 de [21]. O
Quand on emploie (16) du lemme 5, il est treés facile de voir
(17) Jim e="(pp, p) = 0

tant que n > 0. Ensuite, nous pouvons employer l'inégalité de Cauchy-Schwarz a
obtenir

t
(18) tim e [ Bl{a(s)op, m)lds
t—o0 0
t 5 1/2 t1/2
< (gg [ Blate)opmyias) i S <o,

D’autre part, sous notre hypothése nous avons alors
Cl t c
im e~ M2 lplloo(t—s)
(19) Jim e™™ == plloo fo (pp,1)e ds
< . lim o= =S llollee)t —
< (#pyp) - lim e 0,

et de plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz encore
(20)

im e Dol [ ([ Bllawrey, milaw) ettt

5 C Sad 1/2 t
< Tlnpllootl_i’m e el 2e 7 llt (/ El(q(S)sop,m)Fds) / o= G lolloos g

< Kp(q) tllglo e Mtl/? (eicxllpllmt _ 1)
tl/z

( )t—>oo e('l 5C1llplloo)t

=0,
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ol Kp(q) est une constante positive simplement dépendante au parametre p et q.
Enfin, on n’a qu’a combiner des termes (17), (18), (19) et (20). Leur combinaison
nous amene a la conclusion souhaitée. Cela signifie le résultat du théoréme 2.

2 Démonstration du théoréme 3

Quand on désigne par (P;)¢>0 le semi-groupe du mouvement brownien dont la
variation quadratique est donnée par p(0)dt, alors on obtient par la discussion
similaire & [22]:

Lemme 6. Pour toutt >0 et f € CZ(R), on a alors

(21) (£, X)) = (Pfom) + / (a(s) Pi-s fym)ds + / / Pr-o f(z)M(ds, dz),

ot le dernier terme en (21) est une intégrale stochastique par rapport ¢ martingale,
cf. Eq.(2.7) en Proposition 2.2 de [21]. O

Dong, il suit du lemme 6 immédiatement que

(22) E[(f, X,)] = (Pof i) + / E{(q(s) Po_s f, m)|ds.

Cette expression est trés utile a considérer 'estimation du terme E[(f, X;)]. En
fait, nous pouvons nous servir de (22) a déduire
(23) tl—lglo ™" (Pepp, ) < tl_]H}o Ce™™|||P:l|{¢p, 1) = 0.

Par ailleurs, une application simple de I'inégalité de Cauchy-Schwarz rend le calcul
facile, et nous obtenons ici

ey time [ Bl mds

t
< lim Coe™™ /O 1Pl - E{a(8)lp), m)]ds

0o 1/2
< tli)n;) e~ 2| P || (/ ]E|(q(s)<pp,m)I2ds) =0.
0

Par conséquent, de (23) et (24) on obtient aisément (12). Ce qui termine la
démonstration du théoréme 3.

3 Démonstration du théoréme 4

Pour obtenir I’assertion, il suffit de considérer le terme fg E[{(q(s)Pi-sf, m)]ds
seulement au lieu de E[(f, X;)]. En fait, il est facile de voir

(25)
Jim e [ B(g()Piesf milds

= m e [ [ don) P aa@imais

t—o0

= lim e™"E // /R3 q(8)1 (0,5 () f(¥)(Pi—s,e ® m ® £)(dy x dz x ds).

t—o00
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Par hypothése (13), l'intégrale E [ [[*] du dernier terme en (25) est équivalent &
e™! 3 la fagon approximative. Cela signifie que la limite de e™™*E[(f, X;)] peut
posséder la valeur finie significative, lorsque le temps t tend verz l'infini. Ce qui
donne le résultat souhaité.
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