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Sur certains cOlllportelllents aSynlptotes

des super-processus avec inunigration

Isamu nÔKU*

Résumé
Nous considérons dans cet article les super-processus avec immigration associés
aux SDSM au sens de Dawson-Li-Wang. Particulièrement, certains comportements
asymptotes des super-processus avec immigration nous intéressent beaucoup. De
fait, en utilisant quelques sortes des expressions sur le super-processus avec valeurs
dans l'espace de mesures, nous étudierons les conditions par lesquelles existe la
limite de processus en question lorsque le temps tend vers l'infini.

Mots-clés: mesure aléatoire, comportement asymptote, théorème limite,
super-processus avec immigration, problème de martingale.

1 Introduction

Cet article traite le problème de comportement asymptote des super-processus
avec immigration, et notre seul but est d'étudier certains comportements asymp­
totes des super-processus avec immigration associés aux SDSM (=super-processus
avec le mouvement spatial dépendant) [4], en particulier lorsque le temps tend vers
l'infini. De fait, nous étudierons les conditions par lesquelles existent de tells limites
significatives.

Soit c.pp(x) = (1+x2)-p/2, X E IR, pour un nombre non-négatifp. L'espace Cp(IR)
désigne l'ensemble de toutes les fonctions continues J sur IR, telles que J remplisse
l'inégalité IJI ~ Coc.pp, (3Co > 0). C;(IR) est un sous-ensemble de Cp(lR) , celui
qui désigne l'ensemble de toutes les fonctions deux fois continûment dérivables f
dans IR, telles que J remplisse l'inégalité IJ'I + If"l ~ C1c.pp, (3C1 > 0). Soient
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Mp(IR) (resp. M;(IR)) l'espace de toutes les mesures boréliennes tempérées IL (ou
bien l'espace de toutes les mesures tempérées atomiques) sur IR, respectivement,
telles que l'on ait

(1) (j,j.t) = l f(x)j.t(dx) < +00, pour \::If E Cp(IR).

Pour une fonction fixée une fois continûment dérivable dans IR, telle que h et h'
soient en même temps carrées intégrables, on définit

(2) p(x) = Lh(y - x)h(y)dy, pour x E IR.

Soient u > 0 et m E Mp(IR). De plus, soit (0, F, (Ft)t~O' JP» l'espace probabilisé
standard élémentaire avec filtration usuelle. Supposons ici que la fonction prévisible
non-négative q : [0,00) x IR x 0 --7 R+ satisfait la condition

(3) pour \::It ~ O.

Dans ce cas on écrit q E L~ré(O)+.

Définition 1. Soit X = {Xt ; t ~ O} un processus stochastique continu avec valeurs
dans l'espace Mp(IR). On dit que X est un super-processus généralisé avec immigra­
tion q et mouvement spatial dépendant, si X = {Xt ; t ~ O} satisfait les conditions
(4)-(5) suivantes: pour chaque cp E C~ (IR) et IL E Mp(IR)

. rt
/ p(O) ) rt

(4) Mt (cp) = (cp, X t ) - (cp, j.t) - Jo \ -2-CP", X s ds - Jo (q( s)cp, m)ds

est une martingale continue par rapport à (Ft)t~O' dont le processus de variation
quadratique est donné par

II Construction d'une solution au problème de martingale

Dans cette section nous allons donner la construction d'une solution au problèule
de martingale (4)-(5), que nous avons déjà introduit dans la section précédente.
Tout d'abord nous considérerons le problème de martingale avec mesure initiale
IL E M;(IR). Soit {Bt ; t ~ D} un mouvement brownien standard, et soit {~t; t ~ O}
un processus de diffusion avec branchement de Feller, cedlui qui est donné comme
une solution unique de l'équation différentielle stochastique [18] du type

(6)
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où Ci désigne un taux de branchement constant. Soient W == C([O, 00); ]R+) et
To(W) == inf{s > 0 : w(s) == a} pour w E W. En ce cas on définit un sous-ensemble
Wo de W comme la totalité d'éléments W E W tels que w(t) == w(O) == 0 pour tout
t ~ TO(W). Le symbole B(Wo) désigne la tribu topologique engendrée sur Wo par
le processus canonique [20], et on désigne par Qk la loi d'excursion de la diffusion
de branchement avec u [3]. D'autre part, W(ds, dy) désigne un bruit blanc sur
[0,00) x IR, la famille {~i(t); t ~ O} est une suite de diffusions de Ci-branchement
indépendantes avec valeur initiale déterministique ~i(O) == ~i pour i E N, et soit
N l une mesure aléatoire de Poisson sur [0,00) x IR x [0, 00) x Wo avec intensité
ds · m(da)duQk(dw), où W, {~i} et NI sont mutuellement indépendants. Pour
t ~ 0 on écrit par Ft la tribu complète engendrée par les familles de W, {~i} et NI.
Selon Wang [23] et Dawson et al. [4], il est bien connu que l'équation stochastique

(7) x(t) = a +i tLh(y - x(s))W(ds, dy), t~r

possède une solution unique {x(r,a,t);t ~ r} pour aucun (r,a) E [0,00) x IR.
Supposons ici que ~ == E~I ~i<5ai E M;(IR) où {ai} C IR. En conséquence, le
processus stochastique

CX) l t i l Q

(s,a)1(8) Yi == ~~i(t)<5X(O,ai,t) + w(t - S)~x(.9,a,t)NI(ds,da,du,dw)
i=1 ORO Wo

avec valeurs dans l'espace M;(IR) possède une modification continue ft dans M;(JR.),
celle qui donne une solution au problème de martingale (4)-(5), cf. Théorème 2.1,
p.6 de Li-Xiong [21].

Ensuite, on va considérer le cas de mesure initiale générale iL E Mp(IR). Ici nous
avons besoin d'une mesure nouvelle. En fait, No est une mesure aléatoire de Poisson
sur IR x Wo avec intensité iL(da)Qk(dw). On définit maintenant

(9) Wt = f f w(t)ox(O,a,t)No(da,dw),JRJwo .
t>O

avec Wo == iL E Mp(IR). En ce moment le processus stochastique

(10) Yt=Wt + t f r(s,a) f w(t-s)ox(.• ,a,t)N1(ds,da,du,dw), t~O
Jo JJR Jo Jwo

possède aussi une modification continue ft dans Mp(IR), celle qui est une solution
au problème de martingale (4)-(5), cf. Théorème 2.2, p.8 de [21].

III Résultats principals

Nous introduirons dans cette section quelques résultats principals de cet arti­
cle. Nous désignons par X == {Xt; t ~ O} un processus stochastique continu avec
valeurs dans l'espace Mp(lR). Nous supposons ici que {Xt} soit un super-processus
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généralisé avec immigration au taux d'immigration q == q(t,x) et avec mouvement
spatial dépendant, celui qui a été défini en première section. Tout d'abord on va
commencer à introduire un résultat primitif sur le comportement asymptote du
processus {Xt; t ~ O} en question. C'est-à-dire que:

Théorème 2. Il existe une constante (3)C2 == C 2(cpp) > 0 dépendante à la/onction
'Pp, telle que si 1] > àC21lplloo, alors l'égalité suivante soit valable:

(11)

Ensuite, le résultat suivant nous pourvoit du comportement asymptote similaire
à l'assertion du théorème 2, mais sous la condition distincte.

Théorème 3. Supposons que Il q(t, w) Il Ll(lR,<ppdm) soit carré intégrable sur [0, 00) x n
par rapport à la mesure de produit di ® dlP. Pour aucune / E C;(IR) et 17 > 0,

(12)

où di est une mesure de Lebesgue sur IR.

Le dernier résultat est très important au sens des théorèmes limites sur les super­
processus, et nous pourvoit de la condition suffisante pour le processus en question
à avoir la limite significative.

Théorème 4. Soit Pt,x(dy) une probabilité de transition du mouvement brownien

B == {Bt } dont la variation quadratique est donnée par J; p(O)ds. S'il existe la
limite finie

(13) "70 = lim sup ~ log lE Jrr q(s)l(o,t] (cpp, Pt-s,x)(f 18l m)(ds x dx),
t--+-oo t llR2

alors pour aucune / E C~(IR), le terme e-7Jot IE[ (/, X t )] possède la limite finie (=1= 0)
lorsque t --+ 00.

IV Preuves des comportements asymptotes

Dans cette section nous allons donner les preuves de tous les théorèmes, ceux
qui sont des résultats principals de cet article.

1 Démonstration du théorème 2

En vertu de la caractérisation de martingale du super-processus X, on a alors

p(ü) rt rt

(14) (cp,Xt ) == Mt (cp) + (cp,j.l) + -2- Jo (cp",Xs)ds + Jo (q(s)cp,m)ds.
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(15)

(18)

En faisant attention à l'égalité lE[Mt (<pp)] = 0 [20], nous pouvons prendre l'espérance
1E[.] de (14) par rapport à dlP et appliquer le théorème de Fubini à obtenir

'r t
p(O) rt

Il
E[ (CPP' X t )] = (cpp, J.L) + Jo E[(q( s)cpp, m)]ds + -2-E Jo (cpP' Xs)ds.

De plus, un simple calcul avec l'inégalité de Gronwall entraîne l'estimation suivante,
parce que nous avons utilisé la relation triviale lep~1 + 1<p~1 ~ C1cpp, (3e1 > 0).
C'est-à-dire:

Lemme 5. Le super-processus X = {Xt; t 2:: O} étant une solution au problème de
martingale (4)-(5), celui qui satisfait l'inégalité

(16)

E[(cpp, X t )] ~ (cpp, J.L) +l t

E[(q( s)cpp, m)]ds

+ ~lllplloo l t
((CPP'J.L) +ls

E[(q(u)cpp,m)]du) e~lIplloo(t-s)ds,

cf. Eq.(2.5) en Proposition 2.1 de [21]. D

Quand on emploie (16) du lemme 5, il est très facile de voir

(17) Hm e -7]t (cpp, J-L) = 0
t~oo

tant que "7 > o. Ensuite, nous pouvons employer l'inégalité de Cauchy-Schwarz à
obtenir

lim e-Tlt t E[(q( s)cpp, m)]ds
t~oo Jo

( l t ) 1/2 t 1/ 2

~ sup lEl(q(s)cpp,m)1 2ds · lim -t = O.
t~O 0 t~oo e'T7

D'autre part, sous notre hypothèse nous avons alors

(19) C l t
clim e-'T7t _

1 1Iplloo (cp ,J-L)e~llplloo(t-s)ds
t~oo 2 0 p

~ (cp J-L). Hm e-('T7-~ Ilplloo)t = 0
-....;;:: p, t-+-oo '

et de plus, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz encore

(20)

Hm e-Tlt C111plloo t ( rE[(q(u)cpp, m)]dU) e~llplloo(t-s)ds
t~CX? 2 Jo Jo
~ ~lllplloot~~ e-Tltt1/2e~lIplloot (100

1E1(q(s)cpp,m) 12ds) 1/2 .1t
e-~lIplloosds

~ Kp(q) t~~ e-Tlt t 1/2 (e~CIiIPlloot - 1)
t 1/ 2

~ K (q) lim = 0,
Pt-+-oo e(17- ~Cl IIplloo)t
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où Kp(q) est une constante positive simplement dépendante au paramètre p et q.
Enfin, on n'a qu'à combiner des termes (17), (18), (19) et (20). Leur combinaison
nous amène à la conclusion souhaitée. Cela signifie le résultat du théorème 2.

2 Démonstration du théorème 3

Quand on désigne par (Pt)t~O le semi-groupe du mouvement brownien dont la
variation quadratique est donnée par p(O)dt, alors on obtient par la discussion
similaire à [22]:

Lemme 6. Pour tout t ~ 0 et f E C;(lR), on a alors

(21) (J,Xt ) = (Pt/,jl) +l t
(q(s)pt- sf,m)ds+ l tLPt-sf(x)M(ds,dx),

où le dernier terme en (21) est une intégrale stochastique par rapport à martingale,
cf. Eq.(2.7) en Proposition 2.2 de [21]. D

Donc, il suit du lemme 6 immédiatement que

(22) 1E[(J,Xt )] = (Pt/,jl) +l t
1E[(q(s)Pt-sf,m)]ds.

Cette expression est très utile à considérer l'estimation du terme E[(l, Xt) J. En
fait, nous pouvons nous servir de (22) à déduire

(23) Hm e-7]t (PtCPp,~) ~ lim Ce-7]t IllPt III (CPp,~) = O.
t---+oo t--+oo

Par ailleurs, une application simple de l'inégalité de Cauchy-Schwarz rend le calcul
facile, et nous obtenons ici

(24) lim e-7)t {t IE[(q( s)~-sf, m)]ds
t---+oo Jo
~ lim Coe-7)t t IllPt-slll·IE[(q(s)l<ppl,m)]ds

t--+oo Jo
~ lim e-ryttl/211IPt_slll ({OC lEI (q(s)<pp, m)!2ds ) 1/2 =0.

t--+oo Jo
Par conséquent, de (23) et (24) on obtient aisément (12). Ce qui termine la
démonstration du théorème 3.

3 Démonstration du théorème 4

Pour obtenir l'assertion, il suffit de considérer le terme J~E[(q(s)Pt-sl,m)]ds
seulement au lieu de IE[(/, Xt)]. En fait, il est facile de voir

(25)

Hm e-7)t ft 1E[(q(s)~-sf,m)]ds
t-HX> Jo
= Hm e-7)tIE t Jr f q(s,x)f(Y)Pt-s,x(dy)m(dx)ds

t--+oo Jo JR2
= Hm e-7]tEJr{ ( q(s)l(O,t](s)f(Y)(Pt- s,x®m®i)(dyxdxxds).

t--+oo J JJR.3
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Par hypothèse (13), l'intégrale JE ff f[*] du dernier terme en (25) est équivalent à
e1Jot à la façon approximative. Cela signifie que la limite de e-1JotlE[(j, X t )] peut
posséder la valeur finie significative, lorsque le temps t tend verz l'infini. Ce qui
donne le résultat souhaité.
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