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Comportements de la borne supérieure
sur I’espérance au poids
des super-processus avec immigration

Isamu DOKU*

Résumé
Nous considérons dans cet article les super-processus avec immigration associés au
mouvement spatial dépendant. Particulierement, certains comportements asymp-
totes des super-processus nous intéressent beaucoup. De fait, nous étudierons com-
portements de la borne supérieure sur ’espérance au poids des super-processus avec
immigration lorsque le temps tend vers Pinfini.

J . ot "
Mots-clés: mesure aléatoire, comportement asymptote, la borne supérieure,
super-processus avec immigration, ’espérance au poids.

I Introduction

Cet article traite le probleme de comportement asymptote des super-processus
avec immigration [15], et notre seul but est d’étudier certains comportements asym-
ptotes des super-processus associés au mouvement spatial dépendant [4], en partic-
ulier lorsque le temps tend vers l'infini. De fait, nous étudierons des comportements
de la borne supérieure sur ’espérance au poids des super-processus avec immigra-
tion. Pour les super-processus avec immigration, voir [10],{11] et [14].

Soit () = (1+x?)"P/2, z € R, pour un nombre non-négatif p. L’espace Cp(R)
désigne I’ensemble de toutes les fonctions continues f sur R, telles que f remplisse
Vinégalité |f] < Copp, (3Co > 0). CZ(R) est un sous-ensemble de Cp(R), celui
qui désigne I’ensemble de toutes les fonctions deux fois continiiment dérivables f
dans R, telles que f remplisse Vinégalité |f'| + |f”} < Cigp, (3C1 > 0). Soient
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M,(R) (resp. MgS(R)) I'espace de toutes les mesures boréliennes tempérées p (ou
bien.lespace de toutes les mesures tempérées atomiques) sur R, respectivement,
telles que l'on ait

(1) () = /R f@p(de) < +oo,  pouwr Vf € Cp(R).

Pour une fonction fixée une fois continliment dérivable dans R, telle que h et A’
solent en méme temps carrées intégrables, on définit

) pe) = [My-ohwdy,  pow zeR

Soient o > 0 et m € M,(R). De plus, soit (Q,F, (Ft)i>0, P) Vespace probabilisé
standard élémentaire avec filtration usuelle. Supposons ici que la fonction prévisible
[20] non-négative g : [0,00) x R x  — R.. satisfait la condition

® [=
2

Dans ce cas on écrit ¢ € Lpré(Q)"'. De plus, supposons qu’il existe un certain
nombre Tp > 0 suffisamment grand et une constante positive gg > 0 tels que pour
tout t > Ty,

2
ds < 400, pour V¢ > 0.

/ 4(5, 7, w)pp(z)m(dz)
R

(4) q(t,z,w) < exp{~got}, P-—ps.

uniformément par rapport 4 x, ol le symbole f x g signifie qu’il existe certaines
constantes positives propres ¢; > 0 et g3 > 0 telles que ¢19 < f < g9 est valable.
Soit L!(R;¢ppdm) Lespace de L' sur R par rapport & la mesure au poids dv =
ppdm, et on pose ici

(5) H(t) = / Ellq(s, )| 21 @yppam) 5.

Définition 1. Soit X = {X¢;t > 0} un processus stochastique continu avec valeurs
dans Uespace Mp(R). On dit que X est un super-processus généralisé avec immigra-
tion q et mouvement spatial dépendant, si X = {X;;t > 0} satisfait les conditions
(6)—(7) suivantes: pour chaque ¢ € CZ(R) et u € My(R)

© M) =0 % - [ (Bl ) as- [ alo)pmas

est une martingale continue par rapport d (Fi)i>0, dont le processus de variation
quadratique est donné par

™) (). = [ fow Kopas+ [ as [ e et 0100
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Remarque 1. On trouve dans [3] (Dawson-Li; 2003) une belle théorie pour la
construction des super-processus avec immigration associés au mouvement spatial
dépendant, par une excursion & une dimension {23]. Voir aussi [22] (Li-Xiong; 2006).
Sur les construction pour diverse sortes de super-processus, voir [1],[5],(7],[9] et [13]
(aussi [16],{17]).

II Résultats principals

Nous introduirons dans cette section quelques résultats principals de cet arti-
cle. Nous désignons par X = {X¢;¢t > 0} un processus stochastique continu 3
valeurs dans 'espace Mp(R). Nous supposons ici que {X¢} soit un super-processus
généralisé avec immigration au taux d’immigration ¢ = ¢(¢,z) et avec mouvement
spatial dépendant, celui qui a été défini en premitre section. Tout d’abord on va
commencer 3 introduire un résultat primitif sur le comportement asymptote de ¢
associée au processus {X¢;t > 0} en question. C’est-a-dire que:

Proposition 2. Nous avons

lim e~ /0 B ( /R q(s,a:,w)gop(w)m(da:))ds

t—o0
0, (st n>0),
C* ¢ .
(®) = ¢ Ko(To) + q_()e w (‘Ppim% (si 7=0),
00, (Si n < 0),

ot Ko(Tp) est une constante positive dépendante au temps To suffisamment grand
donné en (4), et C* est un certain nombre positif tel que ¢ < C* < ga.

Proposition 3. Nous avons

. —nt tCl C]_
5 Jim e [ olplenliop ) exp { Glplleolt = 5) | a5
. 0

. C
07 (Sl 7’> '2_1”p”00)7

() =Y lemm <o, (s 1= Lol
00, (6t 1< G lplle):

Proposition 4. Si la valeur de transformation de Laplace de H(t) au point o =
%”P”oo existe, alors on a

sme [ Dol | [& ([ ats0peptimice)) au}-

C
xexp { Splun(e = )| 0
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0, (i 1> Dlolo),
10 =3 Pl £ (Gl ), 6 1= Dlolo)

o0

. c
;G 1< Flelleo),

ot L[f](c) désigne la transformation de Laplace d’une fonction f avec paramétre
a.

Remarque 2. En fait, la discussion sur P’existence de transformation de Laplace
LIH)(Cy |lplloo /2) (< 00) & a = C1||pllco/2 provient du lemme clé, celui qui peut
étre trouvé dans la preuve de Proposition 4. D’autre part, 'argument sur de finies
valeurs de L[H] peut étre assurée sous les hypotheses (3) et (4) sur la fonction
aléatoire q.

Théorém 5. Il eziste une fonction ®(t) positive dominante telle que
(11) e"TE[{pp, X)) < 2(t), for Vt>0

et ses limiles a long temps sont données comme suil:
Si la transformation de Laplace LIH](c) eziste ¢ & = St ||p]|oo, alors

w

) C '
0, (si n> Tlllplloo),

(12)  Jim @0 =3 (op )+ Lol LH)e0), (1 1= Dl

t—o0

. c
00, (st 1< S lolleo),

ot on pose ag comme S| plloo-

III Preuves des comportements asymptotes

Dans cette section nous allons donner les preuves de deux assertions décrits dans
Section II, ceux qui sont des résultats fondamentals de cet article.

Démonstration de Proposition 2. Quand on traite l'intégrale & droite de (8)

comme une intégrale de (g(s)pp,m) sur le domaine (0,t] x O par rapport & la
mesure de produit (¢ ® P)(ds,dw), en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on
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obtient

lim e~ /0 'E ( /R q(s,m,w)tpp(x)m(dx)) ds

t—o0

= jim e /(OM@(S,.,w)%,m><s,w)(ew>(ds, dw)

t—o0

s e ([ maieom) " (] 1ats wrommiacem)”

¢ 1/2
= 11m e_”ttl/z (A E|<Q(3a -,w)gpp,m)|2ds)

(13)

<<AwE

autant que 7 soit positif, ol £ désigne la mesure de Lebesgue sur R, nous allons
posé Q; = (0, t] X Q pour simplicité, et nous nous avons servi de ’hypothése (3) sur
la fonction aléatoire q. En cas de n =0, il est facile & considérer le comportement
asymptote avec la condition (4). Pour traiter tous les deux cas 7 =0 et 7 < 0
en méme temps, nous allons considérer 'intégrale sur le domaine [0, Tp] retreint.
Noter que

(14) L2([0,To] % % d¢® dP) C L} ([0, To] x ©; d¢® dP)

pour un nombre Ty suffisamment grand, décrit en hypothése (4). Par conséquent,
il y a un fini nombre Ko(To) > 0 positif tel que

(3) Ko(To) = Ko(g, ¢p; To)
= | (qgop,m) (57‘”)”L1([0,To]xn; dIQdP)

(15) - /0 T°1E( /R q(s,:z:,w)tpp(a:)m(_dm)) #(ds) < oo.

Puisque notre intérét principal est d’étudier comportements asymptotes de I’intég-
rale au poids avec le terme exponentiel e~ lorsque le temps ¢ tend vers l'infini, il
est raisonable & diviser 'intégrale en deux parts: c’est-a-dire, pour V¢ > Ty,

[ & ([ o woptamian) ) as

—e {/OTO + /T: } E (/R q(s,z, w)cp,,(a;)dm) ds

t

(16) = K (To) + ¢ | Blla(e,w)epmilds.

N

9 1/2 a2
ds lim — =0,

t—oo elit

/ q(s, z,w)p,(x)m(dz)
R

11 suit immédiatement de (15) que _
7 0, (si n>0),
(17) lim e—’flt/ E[<q(37 '7w)90p’m>]d3 = KO(TO)a (Sl n= 0)7
t—o00 0 .
o, (si n<O0).
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De (4) on a alors
(18) q1 exp{—qos} < q(s,z,w) < gz exp{—qos}, P-—ps.

uniformément par rapport & z pour un temps s(> Tp) suffisamment grand. En
conséquence, par linéarité et monotonicité de l'intégration, on obtient aisément

(19)
t N t t

onm) [ s < [ 5 ( [ atsmlepaiim) ds < topm) [ grenras
To R

T() TO

pour aucun t > Tp. En d’autres termes, Eq.(19) ameéne

(20) /T E[(q(s’ ',w)gop’m)]ds = S?.’;)_m}. (e—qun _ e—qot) )

En prenant la limite ¢t — oo, il est facile & voir

t
@) Jme™ [ Ella(s,w)ommds = fim Mot (cmwts _ man).

t—o0 To t—o0 0

1l est intéressant & noter que la combinaison de (17) avec (21) ameéne aussi le résultat
(13) au-dessus en cas de n > 0. Puisqu’on a

t

im [ E ( /R a(s, , w)cpp(a:)m(dm)) ds

t—o0 To

. {epm)  _aumy —qot |
22 = lim X (o7 — TP = T, m),
( ) t—o0 qo ( ) qo0 ((PP )

en cas spécial de n = 0, le terme droit de (8) posséde la limite et sa limite est
donnée par Ko(Tp) + S—Je_qOT" (p,m) avec ¢ < C* < ¢z, en prenant le résultat
(17) en considération. Pour le cas de n < 0, c’est la presque méme chose-13, et nous
n’avons qu'a regarder fixement

tlim e+t {pp,m) (e_q"T" _ e——qot) - o0
—00 qo

(23)
en posant 7, = —n > 0. Dong, il est facile & voir que

=0, (st n>0),

t

1

(0 Jim e [ Bl wlenmlds{ < =eTlpym), (6 7=0)
oo To q0

=00, (si n<0).

En combinant ces résultats sur limites au poids (17) et (24), on peut conclure (8)
enfin. [
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_De’rﬁonstmtion de Proposition 3. Un calcul direct entraine

C E C
Gtollee [ tomiexe { S olate =)} s
C < ¢ C
= Flelleotop e 1=t [y { =Ll as
0
_ %Hpnoc,((pp, peSHlolet L (1 e Sttt

Silplloo

(25) = (ipp, pye NPl (1 _'e_%npuwt) .

Par conséquent, on en déduit immédiatement que

i e Dol [ fop)exp { L ololt—5)}

t—00 2 o0 0 P 2 o0

= im e~ (=S lplleo)t ( =P npnoot)

{pps ) iim e 1—e™=

_ i o= (1= lolleo)t
(26) {pp, 1) lim €772 -
Dong, il est clair par des résultats décrits au-dessus que la limite (26) devient nulle
sin > C1||plloo/2, mais possede une finie valeur de limite (i, 1) (< 00) lorsque 7 =

Ci|lpllo/2, et peut tendre vers Vinfini autant que n < Cillp|lco/2. Ce qui termine
la preuve de Proposition 3. O

IV Preuves de proposition et lemme clé

Nous allons démontrer Proposition 4 dans cette section. En vertu de I’hypothése
(3), une application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec 0 < s < t entraine
Pestimation simple suivante

/OsE ( /R q(u, z, w)pp(m)m(dm)> du

<ve ( [ = } [ dtwa,whop(eymice)

(27) < tY2 . B(g, )% < 00,

s\ 1/2
du)

en posant 2(q,pp) = f0°° E|(qgap,m)|2du, parce que la quantité ||q(s,w)||L1(R;<dem)
- est carré intégrable comme une fonction de (s,w), c’est-a-dire,

(28) (s, W)l Lt Ryppam) € L2([0, 00) x ©; (£ @ P)(ds, dw)).
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Dong, il est clair que |
C t 8
tim e ol [ {/ E(/ alw, %(m)dm) d“}“””"w“ s
t—oo 2 0 0
G im e— Tt ‘ 12 1/2 %!
< Plollec Jim e [ 650,002 - exp { Fplntt - 5) b as

Cy _ 2 1. —nt,1/2 S1L ¢ Cy
= GHlolloRla, 02 Jim e/ 25t [ oxp = lplns | as

(g, 0,) /2 . Jim /2e==Flelloo)t . 1im (1 _ e—%npnwt)

t—o0

L1]

(29)
tl/Z

t—-)oo exp{(n -4 ”p”oo) t} =0,

autant que le parametre 7 excéde la valeur C ||plloo/2. Des cas les plus intéressants
tels que 0 <71 < S|lplloc ou =% S |10]loe seront discutés plus tard.
Nous considérons maintenant deux cas intéressants: 0 < 7 < Z||p|lcc ou bien
= Z||plleo. Noter que L[f)(ex) = [;~ e~ f(s)ds. En fait, nous avons

t 3
tl_i)rge“nt/(; 92'1'”/7”00 {/0 E (/ q(u )gopdm> du} eFlplloo(t=9) g

= Jim e~ el A hm/ { [ Bty mijen) = Sotmsas

t—o0
(30)
c
=T x —2—1“p||°o x Iy.

I
(1]

(4, 00)"*

Nous obtenons clairement

e
]-7 S1 ’]’] = — ,0 ,
(B1) L= lim e O Flelw)t = ( 5 lolloe)

{00

. C
o, (s 0<7< Llplleo):

D’autre part, pour le terme I3, on observe que I peut étre récrit en

t—o0

14
I, = lim / H(s)e~ Flelesyg

. o
(32) = £l amcutoter2 = £1E] ( FHler )

si la transformation de Laplace de H(t) au point a = Ci||p|leo/2 existe. En
conséquence, s'il existe (3) LIH](SL]lploo) < 00, alors la limite Sl - 1 X Iz
peut exister ou bien n’existe pas en conformité avec la région du parameétre 7).

C’est-a-dire, en prenant (31) en considération, nous pouvons obtenir aisément

la limite —(;—1||p||oo I x I

— 218 —



Ch G . Ci
N (S1ole), (5 1= Flolleo)

.. C
00, (si 0<n< Fplleo)-

Quand on combine (29) avec le résultat (33) au-dessus, alors on obtient enfin le
comportement (10). Ce qui donne le résultat souhaité.

Pour conclure la preuve parfaitement, il reste encore & montrer Uexistence de
transformation de Laplace L[H](e) au point a = C1|p)leo/2. En effet, ’argument
sur de finies valeurs est pourvue par le lemme clé suivant:

Lemme 6. La transformatzon de Laplace L[H](c) de la fonction H(s) définie en
(5) existe au point o = S S plloo; c’est-d-dire, il existe une constante propre K>0
telle que Uon ait

~

(34 ctat) (Gl < 7217,

e < 00,
SHplloo)

ou K = K(Ty,E, ©p, ™, g0, q2) est un nombre positif fini dépendant de Ty, Z(g, vp),
m, qo et q2.

Démonstration de Lemme 6. Rappelons ici que

oo
_a = H(s)e_%"”"”sds
a=ZHlelleo ™ Jo ’

avec la fonction H(s) = [ ]EHq u)|| L1 (R;ppam)du. Nous divisons intégrale (35) en
deux parts I; et I, celles qui sont des intégrales avec les mémes intégrands sur les
intervalles [0, o] et [Tp,00) respectivement. En effet, chaque intégrale est donnée
comme suit.

@ = [ {[5([ s oemerin) aulen {-Liols oo

et

37) L= /T °° { /O B ( /R olu, , w)ga,,(w)dm) du} exp {—%”p“oos} ds.

Tout d’abord nous considérons I;. Puisque nous obtenons aisément

J= / {g(w)pp, mydudP < Tol/2 (// |(q(u)gop,m)]2dud]P’)
[0,To] x2 [0,Tp] x©2
(39)

@) i (Lolks) = L)

1/2

1/2
To
o/ (/0 EI(Q(U)%,m)lzdu> =Tp"? - B(g, p)*/? < 00
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en employant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et ’hypothése (3), il n’est pas difficile
a voir que

< [ { [® ([ atwawloptaram) du} exp { = lolos} 0

Ry Cy
<[ -E(q,sop>1/2exp{——2—n|prlws}ds

= 15" - E(q, 0 (1— e Flellr)

)1/2
G ”lo”oo

2
39 < T B(g, o) <
( ) 0 (q QDP) (71”9”

D’autre part, méme pour le terme Iy, une discussion similaire au-dessus avec
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la méme hypothese (3) ameéne

To T \ V2
Ji ::/0 E{{g(, -, w)pp, m)]du < Tl/2 (/0 El{(g(u,",w)ep, m)|2du>

(40)

1/2

<Tp’"* - E(g,0p)"/* < o0

De plus, on va appliquer I’hypothése (4) cette fois pour obtenir

Jr = [ El{q(u,,w)pp,m)]du < /T g2¢” Y E[(pp, m)]du
Ty 0

(41) = g2 {pp, M) /Too exp{—qou}du = {(p,,m) (g—z) exp{—qoTo} < oo.

Par conséquent, il en découle que

ne [ ({ ["+ /T} (fa um)sopm)dm)du)exp{——upnoos}

<[ {T1/2 (0,00 + () (q—z) e-quo}e—%npands
T q0

(42)
2

<1
S K2 eleTs ¢ g,
Cillplleo

parce que nous avons utilisé les estimations supérieure (40) et (41), et ensuite posé
K* = Tl/2 - E(q, vp)? + (pp,m)(g2/q0)e~ 9T pour simplicité. Puisqu’on a

) i (Flelle) = { [ } @ exp (= Flpllos) a5 =14 1,
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il suit immédiatement de (39) et (42) que

C - 2 2K*
£ (’23”””“) <" -B@en) " G+ Gl

<09 g+ {9 o) (B} e
@) <& (Ziote) <o,

C
= llpllecTo

ol on n’a qu’a poser

) K =2/To Slae) + (onm) ().

Ce qui conclut 'assertion du lemme clé. O

V Preuve de théoréme

En vertu de la caractérisation de super-processus X par martingale (6), nous
avons (voir [18],{19] et [8])

_ PO [ ’
40) (o) = M)+ (o) + 22 [, X)as+ [ a(e)p,mpas,

En faisant attention a 1’égalité simple E[M;(¢p)] = 0 [21], nous pouvons prendre
I’espérance E[] de (46) par rapport & dP et appliquer le théoréme de Fubini pour
obtenir

@) Bl X0 = (pni) + | Blla(e)pmilds + ﬂ%’-’E [ 1ot xas.

De plus, un calcul simple avec 'inégalité de Gronwall améne 'estimation suivante,
parce que nous avons employé une relation triviale Jop,| + |¢p| < Crp, (3C1 > 0).
C’est-a-dire que, par Proposition 2.1 de [22] (Li-Xiong; 2006) le super-processus
X = {X;t > 0} étant une solution au probléme de martingale (6)-(7), celui qui
remplit Vinégalité suivant

(48)
El{gp> Xe)] < (s 1) + /0 El{g(s)gp, m)]ds

+ %Ilpﬂoo fo t ((sop,m + /0 8 E[(q(U)soém)]dU) e Pl (t=)gs.

Puisque (i, u) reste fini autant que p vit en My(R), il est facile & voir
0, (si n>0),
(49) lim ey, u) = { {pprn), (1 n=0),
00, (si n<0).
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Nous définissons ici une fonction dominante ®(t) par rapport au terme de but
e "E[{¢p, X¢)] comme

8(0) = i)+ [ B [ ss0bpy(oimieo)} s
+e [l exo { Llolntt ) o

e [ A { [ ettatwrenmiton - exp { Sl — 9} .

Par I'inégalité (48), cette fonction ®(t) satisfait clairement e™"E[{¢,, X;)] < &(2)
pour aucun ¢ > 0. Par conséquent, le comportement asymptote (12) de ®(¢) au
long temps lorsque ¢ — oo, celui qui est naturellement dérivé par (49), (8) de
Proposition 2, (9) de Proposition 3, et (10) de Proposition 4, si L[H](ap) = 0.
De plus, si nous avons L[H|(ag) < oo, alors par (10) de Proposition 4, cette fois,
avec (49), il en découle que un autre comportement asymptote (12) au long temps
alternatif se passe, en combinant ces comportements asymptotes-14 en Proposition
2 et Proposition 3. Cela signifie Passertion souhaité et annoncé. Ce qui termine la
preuve du théoréme 5. O

(50)
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