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Comportements de la borne supérieure
sur l'espérance au poids

des super-processus avec immigration

Isamu DÔKU*

Résumé
Nous considérons dans cet article les super-processus avec immigration associés au
mouvement spatial dépendant. Particulièrement, certains comportements asymp­
totes des super-processus nous intéressent beaucoup. De fait, nous étudierons com­
portements de la borne supérieure sur l'espérance au poids des super-processus avec
immigration lorsque le temps tend vers l'infini.

Mots-clés: mesure aléatoire, comportement asymptote, la borne supérieure,
super-processus avec immigration, l'espérance au poids.

l Introduction

Cet article traite le problème de comportement asymptote des super-processus
avec immigration [15], et notre seul but est d'étudier certains comportements asym­
ptotes des super-processus associés au mouvement spatial dépendant [4], en partic­
ulier lorsque le temps tend vers l'infini. De fait, nous étudierons des comportements
de la borne supérieure sur l'espérance au poids des super-processus avec immigra­
tion. Pour les super-processus avec immigration, voir [10],[11] et [14].

Soit epp(x) = (1+x2)-p/2, x E ~, pour un nombre non-négatif p. L'espace Cp(~)

désigne l'ensemble de toutes les fonctions continues 1 sur ~, telles que 1 remplisse
l'inégalité III ~ Coepp, (:3Co >0). C;(~) est un sous-ensemble de Cp(:IR), celui
qui désigne l'ensemble de toutes les fonctions deux fois continûment dérivables 1
dans :IR, telles que 1 remplisse l'inégalité 11'1 + 11"1 ~ Cl epp , (:301 > 0). Soient
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Mp(IR) (resp. M;(IR)) l'espace de toutes les mesures boréliennes tempérées /-l (ou
bien l'espace de toutes les mesures tempérées atomiques) sur IR, respectivement,
telles que l'on ait

(1) pour Vf E Cp(IR).

Pour une fonction fixée une fois continûment dérivable dans IR, telle que h et hl
soient en même temps carrées intégrables, on définit

(2) p(x) = Lh(y - x)h(y)dy, pour x E IR.

Soient CT > 0 et m E Mp(IR). De plus, soit (n,F, (Ftk~~o, JP') l'espace probabilisé
standard élémentaire avec filtration usuelle. Supposons ici que la fonction prévisible
[20] non-négative q : [0,00) x IR x n -7 IR+ satisfait la condition

(3) pour vt >o.

Dans ce cas on écrit q E L;ré(n)+. De plus, supposons qu'il existe un certain
nombre To > 0 suffisamment grand et une constante positive qo > 0 tels que pour
tout t > To,

(4) q(t, x, w) :=:: exp{ -qot}, JP' - p.s.

uniformément par rapport à x, où le symbole f :=:: g signifie qu'il existe certaines
constantes positives propres ql > 0 et q2 > 0 telles que qlg :::;; f :::;; q2g est valable.
Soit L 1(IR; <Ppdm) l'espace de L 1 sur IR par rapport à la mesure au poids dz- =
<ppdm, et on pose ici

(5)

Définition 1. Soit X = {Xt; t ?: oj un processus stochastique continu avec valeurs
dans l'espace Mp(IR). On dit que X est un super-processus généralisé avec immigra­
tion q et mouvement spatial dépendant, si X = {Xt; t ?: O] satisfait les conditions
(6)-(7) suivantes: pour chaque <p E C;(IR) et /-l E Mp(IR)

ft / p(O) ) ft
(6) Mt(<p) = (<p,Xt) - (<p,/-l) - Jo \-2-<P",Xs ds - Jo (q(s)<p,m)ds

est une martingale continue par rapport à (Ftk:~o, dont le processus de variation
quadratique est donné par
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Remarque 1. On trouve dans [3] (Dawson-Li; 2003) une belle théorie pour la
construction des super-processus avec immigration associés au mouvement spatial
dépendant, par une excursion à une dimension [23]. Voir aussi [22] (Li-Xiong; 2006).
Sur les construction pour diverse sortes de super-processus, voir [1],[5],[7],[9] et [13]
(aussi [16],[17]).

II Résultats principals

Nous introduirons dans cette section quelques résultats principals de cet arti­
cle. Nous désignons par X = {Xt;t 2: O} un processus stochastique continu à
valeurs dans l'espace Mp(lR). Nous supposons ici que {Xt } soit un super-processus
généralisé avec immigration au taux d'immigration q = q(t, x) et avec mouvement
spatial dépendant, celui qui a été défini en première section. Tout d'abord on va
commencer à introduire un résultat primitif sur le comportement asymptote de q
associée au processus {Xt ;t 2: O} en question. C'est-à-dire que:

Proposition 2. Nous avons

lim e-TJt [t lE ( [ q(s,x,w)rpp(x)m(dx)) ds
Hoo Jo JJR

{ 0,
(si 'Tf> 0),

C*
'Tf = 0),(8) = . Ko(To) + _e-qot(rpp, m), (si

qo
00, (si 'Tf < 0),

où Ko(To) est une constante positive dépendante au temps Ta suffisamment grand
donné en (4), et C* est un certain nombre positif tel que qi ::::;; C* ::::;; q2·

Proposition 3. Nous avons

Proposition 4. Si la valeur de transformation de Laplace de H(t) au point Cl: =
~l ilplloo existe, alors on a

t~~ e-TJt lt ~lllpiloo{lS lE(L q(s,x)rpp(x)m(dX)) d1l}'
X exp {~lllplloo(t - s) } ds

~

1

1
1
1

)

(9)

0, (si
Cl

'Tf> '"2llplloo),

(rpp, fJ,) < 00, (si
Cl

'Tf = '"2"plloo),

(si
Cl

00, . 'Tf < '"2llplloo).
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0, (si
Cl

'fi> Tllplloo),

(10) Cl (Cl) (si
ClTllplloo . .c[H] Tllplloo , 'fi = Tllplloo),

(si
Cl00, 'fi < Tllplloo),

où .c[jJ(a) désigne la transformation de Laplace d'une fonction f avec paramètre
a.

Remarque 2. En fait, la discussion sur l'existence de transformation de Laplace
.c[HJ(Cl Ilplloo /2) « 00) à a = CIIIplloo/2 provient du lemme clé, celui qui peut
être trouvé dans la preuve de Proposition 4. D'autre part, l'argument sur de finies
valeurs de .c[H] peut être assurée sous les hypothèses (3) et (4) sur la fonction
aléatoire q.

Théorèm 5. Il existe une fonction <I>(t) positive dominante telle que

(11) for vt »°
et ses limites à long temps sont données comme suit:
Si la transformation de Laplace .c[H](a) existe à a = ~l Ilplloo, alors

0, (si
Cl

'fi > Tllplloo),

(12) lim <I>(t) =
Cl

(si
Cl

(rpp,/-l) + Tllplloo' .c[HJ(ao), 'fi = Tllplloo),t-too
(si

Cl00, 'fi < Tllplloo),

où on pose ao comme ~lllpiloo'

III Preuves des comportements asymptotes

Dans cette section nous allons donner les preuves de deux assertions décrits dans
Section II, ceux qui sont des résultats fondamentals de cet article.

Démonstration de Proposition 2. Quand on traite l'intégrale à droite de (8)
comme une intégrale de (q( s )rpp, m) sur le domaine (0, t] x n par rapport à la
mesure de produit (I! ®lP')(ds, dw), en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz on
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obtient

lim e-7Jt rlE ( rq(s,x,w)cpp(X)m(dx») ds
H 00 Jo J.R.
= Hm e-7Jt !"r (q(s,.,w)cpp,m)(s,w)(R®JlD)(ds,dw)

t-too J(O,t] xO

(

')1/2 ( 1/2
::;;t~~e-7Jt lkt 1

2d(R®JlD)
. lkt l(q(s,.,w)cpp,m) 12d(R®JlD»)

(

t ) 1/2
= Hm e-7Jtt 1/ 2 r lEI (q(s, .,w)cpp, m)1 2ds

t-too Jo
(13)

(

00. 2 ) 1/2 t 1/ 2::;; r lEI rq(s,x,w)cpp(x)m(dX)! ds Hm -,-t = 0,Jo JR. Hoo e'7

autant que 'Tl soit positif, où R désigne la mesure de Lebesgue sur :IR, nous allons
posé nt = (0, t] x n pour simplicité, et nous nous avons servi de l'hypothèse (3) sur
la fonction aléatoire q. En cas de "l = 0, il est facile à considérer le comportement
asymptote avec la condition (4). Pour traiter tous les deux cas 'Tl = 0 et 'Tl < 0
en même temps, nous allons considérer l'intégrale sur le domaine [0,T~] retreint.
Noter que

(14)

pour un nombre To suffisamment grand, décrit en hypothèse (4). Par conséquent,
il y a un fini nombre Ko(To) > 0 positif tel que

(3) Ko(To) == Ko(q,cp;; To)

= Il (qcpp, m)(s, w)IILl([o,To)xO; df@dJ!')

(15) = l TO
lE (L q(s,x,w)cpp(x)m(dx») R(ds) < 00.

Puisque notre intérêt principal est d'étudier comportements asymptotes de l'intég­
rale au poids avec le terme exponentiel e-7Jt lorsque le temps t tend vers l'infini, il
est raisonable à diviser l'intégrale en deux parts: c'est-à-dire, pour Vt > To,

(si 'Tl> 0),
(si 'Tl = 0),

(si 'Tl < 0).

(17)

(16)

e-7Jtl t

lE (L q(s,x,w)cpp(x)m(dx») ds

~ e-"'{t +!}E (L q(S,X,W)\,p(x)dm) ds

=e-7JtKo(To)+e-7Jt r lE[(q(s,.,w)cpp,m)]ds.
JTo

Il suit immédiatement de (15) que

To { 0,
lim e-7Jt r lE[(q(s, .,w)cpp,m)]ds= Ko(To),

t-too Jo
00,
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De (4) on a alors

(18) ql exp{ -qas} ~ q(s, x, w) ~ q2 exp{ -qos}, ]P> - p.s.

uniformément par rapport à x pour un temps s(> Ta) suffisamment grand. En
conséquence, par linéarité et monotonicité de l'intégration, on obtient aisément
(19)

(cpp,m) r qle-qOSds~' r lE ( î q(s,x,w)cpp(X)dm) ds ~ (cpp,m) rt q2e-QOsds,
1To 1To 1R. 1To

pour aucun t > To. En d'autres termes, Eq.(19) amène

(20)

En prenant la limite t -7 00, il est facile à voir

(21)

Il est intéressant à noter que la combinaison de (17) avec (21) amène aussi le résultat
(13) au-dessus en cas de '1] > O. Puisqu'on a

(22)

en cas spécial de "1 = 0, le terme droit de (8) possède la limite et sa limite est
donnée par Ko(To) + C' e-qoTo(cpp, m) avec ql ~ C* ~ qz, en prenant le résultatqo
(17) en considération. Pour le cas de "1 < 0, c'est la presque même chose-là, et nous
n'avons qu'à regarder fixement

(23)

en posant "1+ = -"1 > O. Donc, il est facile à voir que

(24)

(si "1 > 0),

(si "1 = 0),

(si "1 < 0).

En combinant ces résultats sur limites au poids (17) et (24), on peut conclure (8)
enfin. 0
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Démonstration de Proposition 3. Un calcul direct entraîne

Cl r {Cl }211plloo Jo (CPP' fb) exp 21lplloo(t - s) ds

= ~ll1plloo(cpp'fb)e ~lllpiloot lt exp {- ~ll1plloos}ds

= ~lllplloo(cpp, fb)e ~lllpiloot . %-11~lIoo (1 - e- ~lllpiloot)

(25) = (cpp, fb)e-9-lIplloot (1 - e- ~lIlPlloot) .

Par conséquent, on en déduit immédiatement que

(26)

Donc, il est clair par des résultats décrits au-dessus que la limite (26) devient nulle
si 'Tl > C11Iplloo/2, mais possède une finie valeur de limite (cpp, fb) « 00) lorsque 'Tl =

Cillplloo/2, et peut tendre vers l'infini autant que 'Tl < C11IpIl00/2. Ce qui termine
la preuve de Proposition 3. D

IV Preuves de proposition et lemme clé

Nous allons démontrer Proposition 4 dans cette section. En vertu de l'hypothèse
(3), une application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec 0 ~ s ~ t entraîne
l'estimation simple suivante

(27)

18

lE(lq(u,x,w)cpp(X)m(dx)) du

(
2 )1/2

~ VS 100

lEIlq(u,x,w)cpp(x)m(dX)! du

~ t1/ 2 . O(q ln )1/2 < 00-....::::: '--' 7rp ,

en posant 3(q,cpp) = J;'lEl(qcpp,mWdu, parce que la quantité IIq(s,w)IILl(IR;<ppdm)
est carré intégrable comme une fonction de (s,w), c'est-à-dire,

(28) Ilq(s, w)IILl(IR;<ppdm) E L 2 ([O,00) x 0; (f @ JID)(ds, dw)).
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Donc, il est clair que

t~ e-7/t~1 IIpiloo l t {lS

lE (l q(U,X)rpp(X)dm) dU} ec;lllplloo(t-s)ds

::::;; Cl Ilpiloo . lim e-7/t tt1/23 (q, rpp)1/2 . exp {Cl IIplloo(t - s)} ds
2 Hoo Jo 2

= ~1 IIpll003(q, rpp)1/2 . t~~ e-7/tt1/2ec;lllplloot l t
exp { - ~1 IIPlloos} ds

= 3(q, rp )1/2. lim t1/2e-(7/-~lIplloo)t. lim (1 - e-~lIplloot)
p t~oo t~oo

(29)
t 1/ 2

= 3(q rp )1/2. lim = 0,
, P t~oo exp {(17 - ~l /Iplloo) t}

autant que le paramètre 17 excède la valeur C11IpIl00/2. Des cas les plus intéressants
tels que 0 < 1] < ~l IIplloo ou 1] = ~l Ilplloo seront discutés plus tard.

Nous considérons maintenant deux cas intéressants: 0 < 17 < ~l IIpl/oo ou bien
17 = ~l IIplloc. Noter que .c[f](a) = Jo

oo
e-œs f(s)ds. En fait, nous avons

t~~ e-7/tl t
~lllplloo {lS

lE (l q(U)rppdm) dU} e~lIplloo(t-s)ds

= lim e-(7/- c;lllplloo)t . C11lplloo' lim t { r lE[(q(u)rpp, ~)]dU} e- c;lllplloosds
t~oo 2 t~oo Jo Jo

(30)
Cl

=: Il X T"p"oo x h.

Nous obtenons clairement

(31)

Cl
(si 17 = Tllplloo),

Cl
(si 0 < 17 < T11plloo).

D'autre part, pour le terme h, on observe que 12 peut être récrit en

(32)

si la transformation de Laplace de H(t) au point a = C111p 1l 00/ 2 existe. En
conséquence, s'il existe (3) .c[H](~l Ilplloo) < 00, alors la limite ~ll/plloo . h x h
peut exister ou bien n'existe pas en conformité avec la région du paramètre 17.
C'est-à-dire, en prenant (31) en considération, nous pouvons obtenir aisément

la limite
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(33)

Cl
(si 'Tl = 21Iplloo),

(si 0 <: 'Tl < ~l Ilplloo).

Quand on combine (29) avec le résultat (33) au-dessus, alors on obtient enfin le
comportement (10). Ce qui donne le résultat souhaité.

Pour conclure la preuve parfaitement, il reste encore à montrer l'existence de
transformation de Laplace .c[H](o:) au point 0: = Cl llp lloo/ 2.. En effet, l'argument
sur de finies valeurs est pourvue par le lemme clé suivant:

Lemme 6. La transformation de Laplace ..c[H](o:) de la fonction H(s) définie en
(5) existe au point 0: = ~1 Ilplloo; c'est-à-dire, il existe une constante propre K > 0
telle que l'on ait

(34) < 00,

où K == K(To,3, 'Pp, m, qo,q2) est un nombre positif fini dépendant de To, 3(q, 'Pp),
m, qo et q2.

Démonstration de Lemme 6. Rappelons ici que

(35)

avec la fonction H(s) = J; lEllq(u)llu(lR;'Ppdm)du. Nous divisons l'intégrale (35) en
deux parts Il et 12 , celles qui sont des intégrales avec les mêmes intégrands sur les
intervalles [0, To] et [To, (0) respectivement. En effet, chaque i~tégrale est donnée
comme suit.

(36)

et

t, = lTO {lS lE(l q(U,X,W)'Pp(X)dm) dU} exp {- ~lllpll(X)s}ds,

(37) t; = h~ {lS lE(l q(u,x,W)'Pp(X)dm) dU} exp {- ~lllpll(X)s}ds.

Tout d'abord nous considérons h. Puisque nous obtenons aisément
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en employant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'hypothèse (3), il n'est pas difficile
à voir que

D'autre part, même pour le terme 12 , une discussion similaire au-dessus avec
l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la même hypothèse (3) amène

11 ( 11 .) 1/2o 1/2 0
J1 := l JE[(q(u,-,w)cpp,m)]du::.:;; Ta l JEI(q(u,-,w)cpp,mWdu

(40)
1/2 ~( )1/2::.:;; Ta -.:::. q,cpp < 00.

De plus, on va appliquer. l'hypothèse (4) cette fois pour obtenir

(41)

J2:= {CO JE[(q(u,-,w)cpp,m)]du::':;; {CO q2e-QOuJE[(cpp,m)]du
JTo JTo

= q2 (cpp, m) {CO exp{ -qa'l.L}du = (cpp, m) (q2) exp{ -qaTa} < 00.
JTo qa

Par conséquent, il en découle que

i. ~f ({t +f} E (/. q(u,x),op(X)dm) dU) exp { - ~lIIPII=+'

::.:;; h~ {Tci"/2 -3(q, cpp)1/2 + (cpp, m) (:~) e-qoTo} e-~lIplloosds

(42)

parce que nous avons utilisé les estimations supérieure (40) et (41), et ensuite posé

K* = Tci"/2 -3(q, cpp)1/2 + (cpp,m)(q2/qa)e- qoTOpour simplicité. Puisqu'on a
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il suit immédiatement de (39) et (42) que

où on n'a qu'à poser

(45) k = 2JTO ' B(q,cpp) + (cpp,m) (:~).

Ce qui conclut l'assertion du lemme clé. 0

V Preuve de théorème

En vertu de la caractérisation de super-processus X par martingale (6), nous
avons (voir [18],[19] et [8])

(46) (cp, X t) = Mt (cp) + (cp, f.L) + p(O) ft (cp", Xs)ds + t (q( s)cp, m)ds.
2 Jo Jo

En faisant attention à l'égalité simple JE[Mt(cpp)] = 0 [21], nous pouvons prendre
l'espérance JE[.] de (46) par rapport à dJP' et appliquer le théorème de Fubini pour
obtenir

De plus, un calcul simple avec l'inégalité de Gronwall amène l'estimation suivante,
parce que nous avons employé une relation triviale Icp~1 + Icp~1 :;::; C1cpp, (3C1 > 0).
C'est-à-dire que, par Proposition 2.1 de [22] (Li-Xiong; 2006), le super-processus
X = {Xt ; t ;::: O} étant une solution au problème de martingale (6)-(7), celui qui
remplit l'inégalité suivant

(48)

JE[(cpp,Xt)] :;::;(cpp,f.L) +l t

JE[(q(s)cpp,m)]ds

+ ~lllplloo l t

((cpP'f.L) +18
JE[(q(u)cpp,m)]du) e~lIplloo(t-8)ds.

Puisque (cpp, f.L) reste fini autant que f.L vit en Mp(IR), il est facile à voir

(49)
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Nous définissons ici une fonction dominante q>(t) par rapport au terme de but
e-1) t lE [(cPp, X t ) ) comm~

(50)

Par l'inégalité (48), cette fonction q>(t) satisfait clairement e-1) t lE [(cPp, X t )] :::; q>(t)
pour aucun t > O. Par conséquent, le comportement asymptote (12) de q>(t) au
long temps lorsque t --+ 00, celui qui est naturellement dérivé par (49), (8) de
Proposition 2, (9) de Proposition 3, et (10) de Proposition 4, si .L:[HJ(ao) = 00.

De plus, si nous avons .L:[HJ(ao) < 00, alors par (10) de Proposition 4, cette fois,
avec (49), il en découle que un autre comportement asymptote (12) au long temps
alternatif se passe, en combinant ces comportements asymptotes-là en Proposition
2 et Proposition 3. Cela signifie l'assertion souhaité et annoncé. Ce qui termine la
preuve du théorème 5. 0
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