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Comportement limite sur I’espérance au poids

des super-processus

Isamu DOKU*

Résumé
Nous considérons dans cet article une classe de super-processus. Particulierement,
certains comportements asymptotes des super-processus nous intéressent beaucoup.
De fait, nous essayerons de donner une preuve détaillée du comportement limite
sur I'espérance au poids des super-processus lorsque le temps tend vers ’infini.

Mots-clés: mesure aléatoire, comportement limite, le temps long,
super-processus, 1’espérance au poids.

I Introduction

Cet article traite le probleme de comportement limite sur I'espérance au poids
des super-processus. Notre seul but est de pourvoir une preuve du comportement
local en Despérance de super-processus. De fait, nous essayerons de donner une
démonstration détaillée du comportement limite sur ’espérance au poids des super-
processus du type diffusion lorsque le temps tend vers l'infini.

Soit D un domaine de R?, et soit B(D) la o-tribu borélienne sur D. L’espace
Mp(D) (resp. M.(D) ) désigne respectivement la classe de mesures finies sur B(D)
(resp. la classe de mesures finies sur B(D) avec support compact). Le symbole |||
signifie la mesure totale ;(D) pour une mesure z dans Mp(D). Soient C;" (D) (resp.
CH(D) ) respectivement la classe de fonctions continues bornées et non-négatives
sur D (resp. la classe de fonctions continues et non-négatives sur D avec support
compact). On désigne par C*7(D) I'espace de Holder usuel a indice n € (0,1],
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celui qui inclut les dérivées d’ordre k, et en particulier on écrit C"(D) = C%"(D)
simplement. Soit L un opérateur elliptique sur le domaine D du type

UL 0 s
L=< — | aij(x)=— bi(:
) 5 2 i (estorg; ) + Do)
ot a(xz) = (a;j(x)) est une matrice de type positif pour z € D, et est aussi

symétrique. Supposons ici que a;;(z) € CY(D) et bi(z) € CH(D) pour i,j =
1,2,...,d. On écrit souvent

@) o, f) = /D f(@)v(dz),

Iintégrale de fonction mesurable f par rapport a la mesure v sur D.

II Super-processus de diffusion

Dans cette section nous allons définir une classe de super-processus de type
diffusion.

Définition 1. (Super-diffusion [10]) On dit que X = {X;,t > 0; P, € Mp(D)}
est un super-processus du type diffusion (ou bien un super-diffusion simplement
) avec paramétres (L, [, c, D), s’il existe un unique processus markovien continu

et homogéne par rapport au temps a valeurs dans U'espace Mp(D), tel que pour
Vg € G (D)

3) Bpep{ - [ a(@)Xilaa) | —ep{- [ uta.om(an)}.

ot u = u(x,t) est une solution minimale non-négative pour le probléme de Cauchy

d

Ou(x,t) 1 0 - Ou (2,t) 8u (x,t)
ot N 5 zjz::] ox; <az] (-7') ) Zb 8'1,1

+ B(z)u(z,t) — az)u?(z, t), sur D x (0, 00)
ltilr{)l u(z,t) = g(z) € Cf (D).

Nous supposons ici que o et 3 appartiennent a ’espace C"(D) avec n € (0,1], et
aussi que o soit positive pour Vo € D et 3(x) soit bornée d’en haut.

Ensuite, nous allons donner une définition de super-diffusion inhomogene par
rapport au temps. Supposons quc aij(z,t) : D xRt — R et bi(z,t) : D xRt —
R appartiennent a l'espace C’; Ll (D x RT) et satisfaitent les conditions similaires
aux cas de a(z) = (a;;(z)) et b( :) = (bi(z)). De plus, on suppose aussi que &(z, t)
: D xRt — Ret f(x,t) : D xRt — R appartiennent & 'espace C™ 1(D x RT)

— 210 —



COMPORTEMENT LIMITE DES SUPER-PROCESSUS

et satisfaitent les conditions similaires aux cas de a(x) et f(x). Alors on définit un
nouvel opérateur comme suit:

R e
(5) Lzﬁ'z D (au(m r 8”6,) Zb &57) Bw,

On dit que X = {X,t > 0; Pyy,pp € Mp(D),r > 0} est un super-diffusion avec
parametres (L, 3, &, D), s’il existe un processus markovien inhomogéne par rapport
au temps a valeurs dans I'espace Mp(D), tel que pour chaque g € CJ(D) et
w€ Mp(D),

©  Euer{- [ soxn)—en{- [ ot g)uldn) |

est valable, on C'[r, 00) désigne P’espace de chemins continus sur lintervalle [r, oo),
P, est une mesure de probabilité sur C[r,c0), c’est-a-dire, P, , € P(C[r,o0)),
et u = u(-,-;t, g) est une solution non-négative pour le probleme de 1’équation en
arriere suivant:

ou 1oy B F, ou(z,r) LN Ou(z,r)
=3 2 o (auen 252 1 35 2

44=1 i=1
7 ~
@) + Bz, r)u(z,r) — &z, r)u?(z,r), sur (z,7) € D x (0,t)
li%l u(z,r;t,g) = g(x), Vx € D.

Pour déterminer la solution de I’équation en arriére uniquement, nous devons em-
b

ployer I’équation en avant équivalente. Par conséquent, on considere ici avec le

parametre r € [0, ¢] le probléme suivant:

ov % 8 ¢, ov(x,r) . i ov(z, )
5(1,7) =5 ”ZZI . (aij(m, t— r)iaxj ) —+ ;bz(z,t — 7")78.%

+ Bz, t — r)v(z, ) — @(x, t —r)vi(z,r), sur D x(0,t)
li r;t, g) = gla).
limv(z, 7, 9) = g(2)

Englander et Pinsky [J. Diffe. Egs. 192 (2003), no.2, 396-428] ont montré qu’il ex-
iste une solution unique v non-négative pour le probleme de ’équation (8) en avant.
Donc, d’ott nous pouvons savoir que la solution u pour ’équation en arriere (7) ex-
iste aussi uniquement. En conséquence, on peut vérifier le probleme de I'existence
et 'unicité de solution pour le probléeme de Cauchy (4), en utilisant cette formula-
tion inhomogene. Il en suit que le super-diffusion X = {Xy;¢ > 0} correspondant
existe aussi uniquement.

IIT La valeur propre principale généralisée
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On pose ici I'opérateur Lo = L+ sur le domaine D. La valeur propre principale
généralisée A, est définie par

9) ¢ = Ae(Lo) = inf{\ € R; il existe une fonction positive u
satisfaisant (L + (3 —A)u=0 dans D}.

Selon Théoréme 4.4 (p.159) de Pinsky (1995) [16], cette valeur propre principale
géndéralisée . peut étre exprimée, a la maniere de la théorie des probabilités, comme

t
(10) Ae = sup lim lloglEx {exp </ ﬂ(.ﬁsL)ds) i T(4) > t}
A t—oo t 0

pour Vo € D, ou ¢ = {¢F;t > 0} est un processus de diffusion correspondant &
I'opérateur L sur D, P, est la loi de ¥, celui qui commence au point @ € D, telle
que P, (¢f = x) = 1, E, désigne D'espérance par rapport a la mesure de probabilité
P, 7(A) est le temps d’arrét tel que

(11) T(A) = {t > 0; & € A°},
et ’ensemble A de sup en (10) prend sur toute la classe
(12) {A; Ae D, laborne 0A est de classe C27}.

Noter que A\. < +oo. Il est tres connu par la théorie standard (cf. §4.3 de Pinsky
(1995) [16] ) que pour tout A > A, il existe une fonction f positive qui appartient
A lespace C?"(D), telle que (L + 8 — \)f = 0 sur D. D’autre part, Pinsky (1996)
[17] a montré que le super-diffusion X = {X,,¢ > 0} exhibe Pextinction locale si et
seulement si A, < 0, ol noter que ce que le super-processus X possede la propriété
d’extinction locale, c’est équivalent au fait que le support supp(X) de X quitte
aucun ensemble borné donné P,,-presque stirement pour chaque p € M.(D). A cet
égard, le support supp(p) de la mesure pu sur D est donné par

(13) supp(p) = {F € B(D); F'  étant un ensemble fermé minimal
tel que p(F°)=0}.
En ce moment, nous supposons que A, > 0. Cela signifie que le super-processus
X n’exhibe pas l'extinction locale. Alors il y a un théoréme trés important dans
Pappendice de [11], mais on peut trouver seulement six lignes qui font allusion & sa

démonstration. Voila ’assertion sur laquelle nous essayerons de donner sa preuve.
C’est-a-dire que:

Théoréme 2. ( Comportement local; Englinder-Winter (2006) [11] ) Soit A. > 0.
Supposons que l'opérateur L = L+ 3 — . soit sous-critique. On a alors

(14) lim e *'E,[(X¢, )] = 0

t—oo

pour aucune g appartenant a l’espace CF (D).
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Le seul but de cet article, c’est de pouvoir sa preuve détaillée de comportement
limite sur l'espérance au poids pour le super-processus de type diffusion (X,P,),
lorsque le temps tend vers I'infini.

Quand l'opérateur L+ [ est sous-critique, il permet d’avoir la fonction de Green,
cf. Définition en §4.3, p.145 de [16]. Par exemple, quand on désigne par p(t, z, dy)
la mesure de transition pour l'opérateur L sur D, sa mesure est définie par

(15) p(t, 7, B) = E, {exp ( / tﬂ(es)ds)  be B}

pour aucun ensemble borélien B. Si la mesure p(t, x, dy) remplit

(16) A p(t,xz, B)dt = Ez/(; exp {/O.I[f(fs)ds} ~1p(&)dt < 400,

alors la mesure de Green G(z,dy) pour L sur D est donnée par
(17) Gawdy) = [ plt,a,dy)er
0

D’otl, sous le cas sous-critique, il existe une fonction de Green (la densité) G(z,y)

telle que G(z,dy) = G(z,y)dy par rapport a la mesure de Lebesgue dy.

IV Preuve de comportement limite sur I’espérance au poids

Quand on écrit le semi-groupe pour l'opérateur Ly sur D par S, on voit aisément
que u(z,t) = Sy f(x) avec Sp = I (I'identité) remplit le probleme de Cauchy:

(18) %—l: = Lou avec  u(0) = f.

Naturellement, le générateur infinitésimal du semi-groupe {S;;t > 0} est donné par

. Sf—f
(19) ltllrgl—t——

=Lof = (L+P)f.

Lemme 3. Le semi-groupe {Ty;t > 0} pour Uopérateur L est donné par T} =
e~ AetS, pour tout t > 0.

Démonstration de lemme 3. Clest trivial: Ty = e *!Si|4=0 = I. Quand {T}}
est le semi-groupe de £ = L+ 3 — A, alors il faut que v(z,t) = Tig(x) remplit le
probleme: v = (L + f)v — Av avec v(0) = g. Puisque S;g satisfait la relation
9;(S1g) = (L + B)S:g, il est facile a voir que

51}_2

== gl 8= —AeeNet8,g 4+ e UL + B)Sug.

(20)
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Dong, il en suit que

. Twg—g .. Tyg—Tog O
: =] : = —(T; -
i to  t—0 gt (19)l=o0

= {—)\ce_)‘“LStg + e_xct(L + B)Sig}Hi=0 = (L+ B — Ac)g = Lg.

Cela signifie que le générateur infinitésimal de {7;} n’est rien de moins que £ =
L+pB—-X. O

L’analyse élémentaire permet d’avoir la formule de premier moment E,[(X;, g)]
= {(u,u(-,t)), on u(z,t) = Sig(x) donne une solution pour dyu = (L + B)u avec
limg, u(-,t) = g(-). En ce moment, puisque nous avons e *<‘u(z,t) = e~ *<!S,g(x)
= Tig(x), on a alors

(21) e (X, )] = (e M, 1) = (1, Trg).

Par conséquent, & la place de Passertion (14) dans Théoreéme 2, on doit montrer
que

(22) Jim (g1, [Tyg](2)) = 0.

A ce propos, on peut considérer la h-transformation, cf. Doob (2001) [8]. Quand
nous choisissons soigneusement la fonction h > 0 telle que (L + 3 — A.)h = 0 (en
d’autre terme, quand h est la fonction propre sur 'opérateur Ly = L + 3, celle qui
est associée a la valeur propre A, ), alors on a

(23) [Ti9)(x) = h(x)[T}(9)](2)

pour tout 2 € D, en posant § = gh™!. Par ailleurs, par (22) et (23) le probleme
original (14) peut étre attribué & vérifier que

(24) Jim (u, AT} (§))(x)) = 0.

Ici soit &/ un processus de Lfi-diffusion correspondant au semi-groupe {T}"}. En
effet, w(z,t) = T(§)(z) remplit dyw = Lhw avec w(0) = §; de plus, le semi-groupe
{T}'} est défini par

Tth(g) ('E) =E; [g( S ;l)]
Noter que

L (u) =h L 4 8- Ae)(h)
= (e7**h) " (L + B+ 1) (e "h)u,

voir §4.1 The h-transform (pp.125-129) de [16]. Noter aussi que hy € M.(D).
Finalement, on n’a qu’a prouver que:

— 214 —



COMPORTEMENT LIMITE DES SUPER-PROCESSUS

Proposition 4. Soient g = gh™*, g € C.F(D) et h > 0. Supposons que h soit la
fonction propre de Ly correspondante a la valeur propre \.. Alors

(25) Jim (s, Eo[3(61)]) = 0
pour x € D, ot hyw € M.(D).

Ensuite, nous introduisons une propriété élémentaire de notre semi-groupe:
Lemme 5. L’inégalité suivante est valable :
(26) [TH(@))(x) = Ea[3(61)] < ldlloo
pour Vx € D et Vt > 0.

Démonstration de lemme 5. Selon la remarque mentionée dans la sention III
précédente, puisque h > 0 est de classe C*7(D), cette h peut étre regardée comme

une fonction continue bornée sous 'intégrale par p € M.(D). Donc, il n’est pas
difficile & voir que

E.[3(eM)] = / H(EN(@))Pa(dw)
< 6lloe / 1 Pa(dw) = [3lloe - Pa() = [llo0 < +o00,
pour tout x € D et t > 0. U

Remarque 1. Quand on définit la norme d’opérateur par

||Tth9|| ou

geCT (D) lgll geCT (D)
g#0 llgll=1

(27) T = 1T gll,

alors I'assertion du lemme 5 signifie que [||T}]|| < 1, celle qui montre que T}* est
contractif.

Remarque 2. L’assertion générale (25) en Proposition 4 (étant le notre but)
deviendra le résultat d’attribuer au cas simple p = 6, étant la mesure de Dirac.
En fait, nous obtenons (hd,, E.[G(6M)]) = h(z) - EL[g(£})], et de plus, en vertu
du lemme 5, une application du théoréme de Lebesgue sur la convergence bornée
permet d’obtenir

Jlim (b, B4 [9(&)))) = lim [ Ea[g(&;)]R(z)p(dx)

t—o0 D

/D (Jim (@) [3(6)]) p(da) = 0

I

si 'on sait que lim;_ o 2(2)E,[g(£})] = 0 uniformément pour z € D.
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V Preuve de Proposition 4

Dans cette section nous allons prouver la proposition 4: limy_, o (hpt, EL[g(61)]) =
0, celle qui est équivalente & 1’assertion (14)

lim e *<*E,[(X;, g)] = 0

t—o0

du théoreéme 2, étant le comportement limite sur ’espérance au poids pour le super-
processus de type diffusion lorsque le temps tend vers l'infini.

Lemme 6. On a alors :
. 18 ol
(28) lim E, < —(&') p =0
t—oo h
pour tout x € D et tout ensemble borélien B.

Démonstration de lemme 6. 1p(x) est 'indicatrice pour un ensemble B, et puis
1p(z) vaut 1 seulement sur B, si non elle devient nulle. Par la discussion dans le
Chapitre 4 de Pinsky (1995) [16], il est trés connu que la propriété sous-critique
est invariante sous la hA-transformation. D’autre part, par la théorie standard nous
savons que la propriété transitoire sur le processus de diffusion est équivalente a
la propriété sous-critique sur son opérateur elliptique correspondant. D’ou il est
clair que le processus de diffusion {¢]'} reste transitoire. Par conséquent, on voit
15(€F) — 0 P-presque siirement lorsque t — oo, quand B est une boule, parce que
le processus £" se comporte comme une particule qui continue toujours A errer, et
ne reste jamais au méme point. Donc, on en déduit que

; Y aml _ w (&' (w))
2 e {;T( f)} —)220/9 TErw) T )
_ / limy 00 15( ?(w))
Q h(Er (w))

ol on a employé le théoréme de convergence bornée. [

P, (dw) =0,

L’approximation soignera le cas général pour g. En fait, pour g € CF (D), il y a
une famille de fonctions simples {gy}n telles que 0 < g1 < go < - < gp < -++
et limy .o gn () = g(x), p.p--z, olt pour chaque N donné, gn posséde 'expression

n(N)
qN(T) = Z az('N)]'BfN)(x)a

=1

N .
et al(- ) >0 ( pout tout i ), et de plus, B,L-(N) peut étre regardé comme le boule déja

mentionné au-dessus, parce que le support supp(g) est compact. Il est clair que
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limpy —e0 g (€1 (w)) = g(€](w)) est valable P-presque stirement pour tout ¢ > 0. En
conséquence, on obtient

. ~ . g v
Jim (s, o 9(6)) = Jim (s, B { £61) )
1 n(N)
= fim (hys, By § 5 Jim D7 0100 (68) 1)

(N) 2 1EaN)
:]\}Erlm;ai {tli_f{.lo<h/“ba]Em{ - (éf‘)})}

en employant le théoreme de convergence borné. L’assertion (25) est le résultat
immeédiate lorsque 'on se sert du lemme 6. Ce qui termine la démonstration de
Proposition 4. O
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