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Résumé

On considere un processus markovien indexé par un arbre, et discute sur I’équation associée.
En fait, nous considérons dans cet article la structure des arbres mathématiques et construirons
une classe de processus markoviens indexés par un arbre. Particulierement, I’équation associée
au processus markovien avec index du type arbre est traitée.

Mots-clés: processus markovien indexé par un arbre, équation associée

1. Introduction

L’histoire de la recherche sur des solutions stochastiques en théorie des probabilité est tres
longue. Par exemple, le mouvement brownien B = {By; t > 0} comme un processus aléatoire
correspond a l'opérateur différentiel appelé laplacien A, voir Lévy (1940). En vertu de ce fait,
la solution w = u(t,z) de 'équation de la chaleur dyu(t,z) = (A/2)u(t,z) en 'analyse est
obtenue par ’espérance d'une fonctionnelle du mouvement brownien E[F(B;)], voir Durrett
(1991). Elle n’est rien de moins que la solution stochastique ou bien la solution probabilis-
tique. Dans plusieurs cas, des solutions stochastiques donnent la variété des représentations
probabilistiques aux solutions classiques en analyse, voir Friedman (1975). C’est-a-dire que
la solution stochastique nous pourvoit la notion d’interprétation probabilistique sur des so-
lutions du probleme analytique, celles qui sont toujours aussi déterministes, n’étant jamais
stochastiques. Cela nous intéresse beaucoup, et on considere un processus markovien indexé
par un arbre, et discute sur I’équation associée. En fait, nous considérons dans cet article la
structure des arbres mathématiques (voir Drmota (2009)) et construirons une classe de pro-
cessus markoviens indexés par un arbre. Particulierement, ’équation associée au processus
markovien avec index du type arbre est traitée.

2. Résultats principals

Nous introduirons dans cette section quelques résultats principals de cet article. Pour sim-
plicité on posera ici £ = R3, E; = (0,t] x R?, E? = (0,t] x E* et N, = {1,2,...,k,...,n}

* Université de Saitama, Département de Mathématiques, 338-8570 Saitama, Japon.
E-mail: idoku@math.edu.saitama-u.ac.jp.

—215—



pour k € N. Soit p(t, z) une fonction de densité de transition pour le mouvement brownien a
dimension trois, celui qui part de l'origine & temps zero, et pour x € E avec |z| > 0, soit e, un
vecteur unitaire dans la direction z. Le symbole P, désigne une (3 x 3)-matrice qui projete
des vecteurs sur le sous-espace perpendiculaire & x. De plus, nous poserons =, = I — 3e,el,
et O, (u,v) = (u-e,)Ppv+ (v-e,)Peu, et poserons ¥, (u,v) = @, (u,v) + u-Z,ve,. Soit h une
fonction : B2 — R* telle que

(1) sup (P2 xm)(@)

z€F h({L‘)

ol * désigne la convolution et 7(z) est donnée par 1/|z|?, et nous supposons que h soit excessive
en la théorie de potentiel, voir Doob (2001). Et puis, on définira deux fonctions de densité de

probabilité avec deux parametres, conditionnelle sous 2 donnée. Soient fy et f: E? — R, et
pour x fixée,

oy, 2|z) ~ O (@,) ot ~O (‘21‘4) . f(y,2|w) ~ O (,;) ot ~O (,f;}) .

Par définition, noter que

(2) fly, 2lz) =

< 00,

f(z,y,2)
S g f(2,y, 2)dydz’

ou la fonction f(x,y, z) est un densité conjoint des variables aléatoire (X, Y, Z), voir Durrett
(1991) ou bien Dalang-Conus (2008). De plus, on va continuer a définir: soient gy et g une
paire de fonctions de densité conditionnelle pour attente, telles que pour y € F donnée,

go(sly) ~ 2%

S

et ly) ~ p(s,-) pour s> 0.

(s|2) pour 2 et 4, fi(s) =

g(s
De plus, nous poserons pour simplicité, fi(s) := go(s|z), fx(s) := g(s
p < 3, et fi(y, z|lz) == f(y, z|x) pour

g(sly) pour 3 et 5, fi(y,z|z) := fo(y, z|x) pour 1 < k
k=4,5.
Voila notre résultat principal dans cet article.

Théoreme 1. Il y a un processus markovien X = {{W,(t) }+>0, Xo, Yo, Zy, To,, K3 v € V'}
indexé par un arbre V, et une fonctionnelle aléatoire U,(t) associée au processus X, tels que
en posant w(t,x) = E,[Up(t)], la fonction w(t,x) satisfait I’équation intégrale suivante :

@ wito)= [ watiod

+ Ezm(x)( 90(s]2) fo(y, 2|x)®.(w oy, w o )

+ (29(s12) foly, zlx) — 3g(sly) foly, 2|2)) W (w 0 7, w 0 7))dzdyds

[ ) Calslanf . 240 P.lo 02) = a0 1) (0 )y,

t
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pour certaines fonctions m(x) et £(z), ot ¢ : Ry x E — E est une fonction propre, w o vy
=w(t—s, ©r—z), et q(t,y|lxr) est la fonction de densité de transition pour le mouvement
h-brownien sur l’espace étendu E U {0} avec le piége ou la trappe 0, sous x donnée.

Remarque 1. Ce résultat décrit en Théoreme 1, c’est, en un sens, une extension du résultat
exprimé en Ossiander (2005), voir Eq.(23) de Proposition 4.1 a p.282.

3. Des exemples simples de solutions probabilistiques

Dans cette section nous allons donner des exemples typiques et trés importants, ceux qui
sont des solutions stochastiques ou bien des solutions probabilistiques.

Exemple 1. (Equation de la chaleur & dimension un) Quand on considere le probleme de Cauchy

d 1 o2
(4) au(t, x) = 5@”“’@’ reRt>0 avec  u(0,z) = f(z).

En la théorie des équations différentielles aux dérivées partielles, la solution de (4) pour la
fonction initiale f étant membre de la classe des fonctions propres est donnée par

(5) Mm@—%mw*ﬁ@%—ﬁp@x—yV@My

= \/%/_Z;Eexp{(x;;y}f(y)dy;

ou

(6) p(t, ) =

1 < x2>

exp | ——
V2mt 2t
est la solution fondamentale de I’équation de la chaleur (4), et f*g désigne la convolution entre
deux fonctions f et g. D’autre part, quand on considére le mouvement brownien standard a
dimension un

B={B;t>0}={B;, P;t >0,z € R},

si la fonction initiale f est, par exemple, de fonction continue et bornée définie sur R, alors la
solution de (4) est donnée par

ou E, désigne I'espérance par rapport a la mesure de probabilité P, celle qui est une loi du

mouvement brownien B = {By;t >} a dimension un défini sur un espace probabilisé (2, F,P),
tel que P,(By(w) = x) = 1. En fait, on va montrer

©) ultsa) =B/ (B)] = | F(Blw)Pdo)
Ensuite Eq.(8) s’écrit comme

Aﬂwmmmw
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en utilisant la fonction de transition P, celle qui permet d’avoir l'interprétation suivante:
P(t,x,dy) = P(B; € dy| By = z).

Puisque la fonction de transition P est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue m!(dy) = dy, c’est-a-dire, P(t,z,dy) << dy avec la fonction de densité p. Dans ce
cas, P possede une expression (cf. Doob (1953))

(9) P(tv €, dy) = p(t7 T — y)dy7

et permet d’avoir
(10) ult.a) = [ Fwwit.o— o)y,
R
ou la fonction de densité p n’est rien de moins que la solution fondamentale p en (6). |

Exemple 2. (Equation de la chaleur & dimension n) On considere le probleme de Cauchy

0 1
(11) au(t,x) = §Au(t,a:), t>0 avec u(0,z) = f(x),
ounx=(x,...,x,) € R" et A est un opérateur différentiel appelé laplacien, ayant

"L 07 0? 02
A = _— = — ce _
2ot o
k=1
Bien str, la solution du probleme (11) est donnée par

(12) mwm—@m*n@wi/pwx—mﬂw@,

n

ou

(13) pit.) = ( J%)neXp <_%>

est la solution fondamentale de I’équation de la chaleur (11), et |z| est la norme euclidienne,
ie.,

x| =

in = (l’%ﬂL"'Ii)l/Q.
k=1

Méme dans ce cas la solution générale unique s’écrit aussi comme (cf. Doob (2001))

(14) ult,z) = E.[f(B)] = Euf(BL,..., BY))

en employant cette fois le mouvement brownien standard a dimension n
B={B;t>0}={B;=(B},...,B"), Pyt >0,z € R"},

ot pour chaque k (k = 1,...,n), BF est une copie du mouvement brownien & dimension un
étant mutuellement indépendant, voir Durrett (1991). O
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Exemple 3. (Equation de la diffusion) Définissons l'opérateur différentiel L sur R" comme

(15) L= Zam o 6$J+Z

,5=1

et supposons que L soit uniformément elliptique. Soit a(z) = (a;;()) une matrice symétrique,
positive et réguliere, et supposons aussi que pour chaque 4,7 (i,j = 1,...,n), des éléments
a;;(z), b(x) = (bi(z),...,bu(2z)), z € R™, soient fonctions continues et bornées, et de classe
C'. On considere le probleme de Cauchy suivant:

(16) u(t,z) = Lu(t,xz), z=e€R", t>0, avec u(0,x) = f(z) € Cp(R"™).

0
ot
Selon la théorie générale des équations différentielles aux dérivées partielles, la solution unique
u = u(t,x) de (16) est donnée par

a7) tia) = [ altz,) f)dy,

ou q(t,z,y) est la solution fondamentale pour l'opérateur L sur R™, voir Stroock-Varadhan
(1979). D’autre part, soit X = {X;;t > 0} = {Xy, P,;t > 0,2 € R"} un processus de diffusion
sur R™ avec générateur infinitésimal L, celui qui se réalise comme la solution unique d’équation
différentielle stochastique du type It

(18) dX; = ®(X,)dB; + b(X,)dt avec Xy = x.
Ici (x) = (P;j(x)) est une (n x d)- matrice non-dégénérée de classe M(n x d) telle que
O(z) - '®(z) = a(x) = (a;;(x)) € M(n x n), pour Vo € R".

C’est-a-dire, pour chaque 4,7 (7,7 = 1,...,n), la relation suivante se remplit
Z Qi (x)Pyj () = a;5(x), pour Vo € R™.

Et puis, B = {By;t > 0} désigne un mouvement brownien standard & dimension d. Autrement
dit, pour le processus de diffusion X;(w) = (X} (w), ..., X;(w)) sur R", chaque processus de
diffusion a dimension un, X/(w) satifait une équation différentielle stochastique du type Ito

d
(19) dX] =) Pp(X)dBy +b;(Xy)dt  avec Xi(w) = a1, p.s.
k=1

En d’autre termes, en employant l'intégrale stochastique d’It6 par rapport au mouvement
brownien, nous pouvons récrire I’équation précédente comme

d t t
(20) Xi=z; + Z/ (X, )dB" +/ b;(Xs)ds, chaque i.
k=10 0
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Sous la situation décrite ci-dessus, la solution stochastique de (16) est donnée par

(21) u(t, ) = Eo[f(Xe)] = Bo[f(X], ..., a7)],
voir Varadhan (1980), Friedman (1975) (voir aussi Ikéda-Oitanabé (1986) et Karatzas-Shreve
(1988)). O

Exemple 4. (Equation de KPP) Voir McKean (1975); et voir aussi Champneys et al. (1995) et
Neveu (1987). Selon l'idée de McKean, on consideére le probleme de Cauchy pour 'équation
de Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov (KPP):

0 1 o2 9
(22) Eu(t,m) = E@U(t,x) +u(t,z)” —u(t,z), t>0, ze€R, avec u(0,z)= f(z).

Supposons ici que 0 < f(z) < 1 for all x € R. Pour I'équation de KPP elle-méme, voir
Kolmogorov et al. (1937). Soit {S;;t > 0} un semi-groupe avec parametre un, celui qui juste-
ment correspond a lopérateur (1/2)0?/0z%. L’équation de KPP est équivalente & I’équation
intégrale suivante:

(23) u(t,z) = e 'Sy f(x) + /t e 98, _u(s, z)%ds.
0

Il est évident que le terme laplacien produit une particule brownienne, et aussi que le terme
quadratique u? induit le branchement binaire. Mais cependant, il est trés clair que le terme
réductif —u entraine le temps exponentiel 7(w) entre une paire de branchements. Soit ici N(t)
le nombre des particules descendantes a le temps ¢, tel que

P(N(t) = k) = e (1 — )1,

De plus, soit W = {Wt(i);t > 0,7 > 1} le mouvement brownien de branchement sur R avec la
probabilité

P(r(w) >t)=e"

En ce cas, la solution stochastique de (22) (ou bien (23)) peut étre obtenue par

N(t)
24)  ulte) = E[[[ r V)] = EBlf (e + W) fl@+ WE) - o+ WO,

Noter que 'existence de la solution u pour I’équation de KPP peut étre assurée par la borne
imposée sur la donnée initiale f. O

4. Des exemples compliqués de solutions probabilistiques

Dans cette section nous considérons des exemples plus compliqués, qui sont tres utiles en
considération de construire une solution stochastique.
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Exemple 5. (Equation non-linéaire et super-processus) Ici on considere le probleme de Cauchy
pour une certaine équation différentielle non-linéaire:

(25) u(t,z) = Lu(t,x) — ¢ (u) dans [0,00) x D, avec u(0,z) = f(z), Yo € D,

0
ot
ou L désigne un opérateur elliptique auquel s’associe le processus de diffusion {&;}, le domaine
D est un sous-ensemble borné de RY, et la fonction v (u) désigne un terme non-linéaire de
u. Alors il existe un super-processus X = {X;,P,;t > 0,u € Mp(D)} (ou bien un processus
aléatoire & valeurs dans I'espace Mp(R?) de mesures finies sur R?), celui qui est un processus
markovien a valeurs dans 'espace Mp(D), tel que la fonctionnelle de transition de Laplace
remplit

(26) Eﬂ[e%ano)] — o (mal?l(t))

)

ot la fonction u = u(t, z) = ul?!(¢, 2) est une solution unique du probleme (25) avec la fonction
initiale p a la place de f. Par conséquent, il est tres facile de voir que la solution probabilistique
de (25) est donnée par

(27) ult,z) = — log By, =X,

Il est bien connu que le super-processus décrit ci-dessus existe strement si la fonction non-
linéaire satisfait la condition suivante:

(28) Y(2) = a(z)z + b(x)2* + /Ooo(e” — 1+ rz)n(dr),

avec une mesure de Radon n(dr) sur (0, 00) satisfaisant

/Ooo(r Ar?)n(dr) < oo,

voir Dynkin (1993), Dynkin (1994); et puis voir aussi Etheridge (2000), Roelly-Coppoletta
(1986), Iscoe (1986), Dawson (1993), Doku (2000), Doku (2010) et Englénder-Turaev (2002).
(|

Exemple 6. (Equation de Navier-Stokes) Nous considérons ici I’équation de Navier-Stokes pour
le fluide incompressible.

2
(29) O + iukuj = 1/M _ o + fr, avec — =0.
z; z;

Selon Le Jan-Sznitman (1997), la solution de I’équation changée par la transformation de
Fourier possede une représentation probabilistique. Nous employons ici la transformation de
Fourier suivante:

1

(30) w.0=(F069 = (=) [ et
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celle qui change 'espace ordinaire en I'espace de Fourier. En utilisant cette transformation de
Fourier pour I’équation de Navier-Stokes (29), on obtient alors

(31) % +1 (%) &ty * 1) = —v|€[PU — i&p + fr.

De plus, on va employer la projection de Leray, multiplication et division par le terme [|£], et
puis nous allons exécuter la transformation des variables : s — ¢t — s. D’ailleurs, supposons ici
que la donnée initiale et la force extérieure soient franches de la divergence. Alors il est tres
naturel que cela ameéne la disparition du terme de pression p. Par ailleurs, nous définissons ici
le nouveau signe pour simplicité:

o) - (5)8)

Sous cette circonstance au-dessus, 'expression en la forme différentielle (31) se transforme en
celle plus simple en la forme intégrale, c’est-a-dire,

i
(V2"

<[ a<t—s,m@ga(t—s,s—mdnﬁ(f—s,s>)ds.

(32 i) = e in(e) + [ s(

Noter ici qu’il faut normaliser tous les coefficients pour obtenir des mesures de probabilité. On
définira alors une nouvelle fonction y :

at, §)
H(¢)
en posant, par exemple, H(¢) = 1/(7%|¢|?); ou bien H (&) = Be Pkl/(27]€]) comme le noyau

majorant pour le cas a dimension 3, satisfaisant la condition H * H(§) < [¢|- H(§). Quand on
pose

(33) x(t, ) =

~ o(é)
comme la nouvelle donnée initiale, en définissant
20¢ - H x H(&) 2/(t,€)
3 = = SIS
(35) m(§) RV H () o(t.€) JERH(E)

alors on peut construire une fonction de densité de probabilité K, comme

H(n)H(E —n)

(36) Ke(n, & —n) = HeHE)
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par l'usage du noyau majorant H(§). En conséquence, I’équation intégrale (32) se récrit encore
en une autre équation intégrale similaire par rapport au terme x(¢,&). Clest-a-dire,

(37) nmww%%m@+ﬁww5“%0§i

- /n X(t = s,m) @ X(t = 5,& = 1) Ke(n, € —n)dn + @) ds.

Ensuite, nous considérerons ci-sessous une interprétation probabilistique pour 1’équation
(37) précédente. Soit S = S(w) une variable aléatoire qui est distribuée par la distribution
exponentielle avec parametre v|¢]?) ie., S ~ Ez(v[¢|?). En d’autres termes, cela signifie que sa
fonction de densité est donnée explicitement par v|¢|? exp{—v|£|*}. De plus, soient Z = Z(w)

une variable aléatoire de Bernoulli avec parametre %, et Y7, Y5 une paire de variables aléatoires

corrélatives, celles qui sont distribuées par K¢(d&;,d&s). On suppose ici que S, Z,Y; et Y,
soient tous mutuellement indépendantes. Dans ce cas, nous obtenons maintenant

(38) X(t,€) = Exo(§)H{S(w) >t} + ot — S(w), ) {S(w) < t} - {Z(w) = 0}
+m(§x(t — S(w), Y1(w)) @ x(t — S(w), Yo(w)){S(w) < t} - 1{Z = 1}]
= E[VO(¢,€)].

En faisant usage itératif de cette formalité pour la variable aléatoire V*) (¢, £), nous pouvons
obtenir finalement en sa limite

(39)
VOt €) = xo(§)1{S(w) > t} + ¢(t — S(w), ) 1{S(w) < t} - 1{Z(w) = 0}
+m(E)VO(t — S(w), Vi(w)) ® VOO(t — S(w), Ya(w)1{S(w) < t} - 1{Z = 1},

s’il existe sa limite. Sous cette circonstance, on en déduit que

(40) X(t, &) =E[V™)(t,€)).

En prenant (33) en considération, il découle que la solution stochastique pour I’équation (32)
est donnée par

(41) a(t, &) = H(E) - EV)(t,€)).

C’est une représentation probabilistique de la solution (¢, &) de (32) comme 'espérance au
poids. O

Remarque 2. Un résultat de la généralisation de cette représentation stochastique décrite
ci-dessus, celui qui se trouve dans l'article de Bhattacharya et al. (2003).

Remarque 3. Dans 'article de Constanti-Iyer (2008), on trouvera une autre approache &
I’équation de Navier-Stokes, oli, par exemple, le terme du cours en I’équation différentielle
stochastique est calculé implicitement comme 'espérance d’une expression qui engage le fluide
lequel conduit son équation.
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Remarque 4. Dans Particle de Vilela Mendes (2009), se trouvent une solution stochastique
pour ’équation de Poisson-Vlasov transformée par la transformation de Fourier du type

Of;

(42) Y

b T Vafi— VBV, f =0
m;

pour ¢ = 1,2, avec

(43) A — —dr (Z . / £t 7, 7)d3u> ,

et une interprétation probabilistique pour la solution de I’équation d’Euler du type

ou
(44) T (u-V)u=Vp

pour le fluide incompressible avec V - u = 0.
5. Processus markovien indexé par un arbre
Nous allons construire dans cette section des processus markoviens indexés par un arbre,

ceux qui sont des processus stochastiques tres importants pour notre article. Soit V la totalité
des arbres binaires, i.e.,

(45) V= J{0,1}" ={0,13° U {0, 1} U{0,1}* U - U {0, 1}" U - -
n=0
avec la racine () = {0, 1}°, et soit 9V = {0, 1} la borne de V. Pour un élément v = (vy, ..., v,)
€ {0,1}", on définit
(46) v =n,

qui s’appelle la magnitude de v. De plus, pour v € V, on définit v|0 = (), et pour v # ) et
n > 1, on définit

(47) vln = (v1,...,0).

Si |v] > n (In € N) pour v € V, alors il existe un élément w € V tel que |w| = n, et vin = w.
Dans ce cas, cet élément w s’appelle un ancétre de v, et en revanche, I’élément v s’appelle un
descendant de w. Pour v € V avec |[v| =n et 0 < n < oo, on écrit comme

(48) v =0|(Jv] = 1) et vxk={(v,...,vn, k), avec k=0,1.

C’est-a-dire que v est un enfant de v et v a des enfants v x 0 et v x 1. Par exemple, si v =
(v1,...,vp) € V, alors [v] = net © = v[(n —1) = (v1,...,v,-1). De plus, il est souvent
commode & interpréter I’élément () comme un précurseur de la racine (). Pour v,w € V avec
v # w, on écrit leur commun ancétre comme v A w, et on le définira ci-dessous. Soit

(49) Ny = max{m > 0; v|m=w|m },
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et on définit

(50) VAW 1= 0[Ny .

Par exemple, quand on a v = (vy,...,v,) et w = (v1,...,V, Wi1, ..., Wy,) avec n # m, alors
il existe un nombre k € N tel que k = max{¢ > 0; v|¢ = w|l }, et on a alors v A w = v|k =
(v1,...,vk). On dit que W C V est un sous-arbre binaire & la racine, si les trois conditions

suivantes sont valables: (i) YW comprend la racine ), i.e., @ € W; (ii) pour aucun élément
v € W, vlk € W est valable pour Yk < |v|; (iii) pour aucun v % j € W (avec j = 0,1),
vk (1—j)eW.

Quand W est un sous-arbre binaire fini avec la racine, on définit la borne 0V de W comme
les éléments de W qui n’ont pas de descendants dans W, c’est-a-dire,

(51) W={veW;, vx0e W}

L’intérieur W° = W\ OW de W, celui qui se compose des éléments de W qui possedent des
descendants dans WW. Noter que, si 'espérance du nombre de descendants est moins que ou
bien égale a 1, alors le sous-arbre binaire est fini avec probabilité un.

Soit (B, B) un espace mesurable, et soit X = {X,; v € V} une collection de variables
aléatoires a valeurs dans l'espace B indexées par un arbre V), celle qui est définie sur un
commun espace probabilisé (2, F,P). Le symbole F, = o(X,) désigne la o-tribu engendrée
par la collection de variables aléatoires indexées par I’élément v de 'arbre V, et

(52) G, = U({ len; n < ‘U’ })

signifie la o-tribu engendrée par la collection de variables aléatoires indexées par tous les
ancétres de v € V. D’autre part, le symbole

(53) Ho =o({ Xu; wl|(|v]) =v})

désigne la o-tribu engendrée par la collection de variables aléatoires indexées par I’élément v
de V et tous les descendants de v. De plus, bien str, Fj est la o-tribu triviale. Voir Drmota
(2009).

Définition. On dit que X = {X,; v € V} est un processus markovien indexé par un arbre V),
si pour aucun v € V avec |[v] < o0, les deux o-tribus H,.o et H,1 sont conditionnellement
indépendantes sous la o-tribu F, donnée, par conséquent,

(54) ]P(AO nA; ’fv) = ]P)(AO ‘ fv)]P(Al | fv)

est valable P-p.s. pour Ay € H,.« avec k = 0,1; de plus, si pour aucuns v,w € V et aucune
variable aléatoire Y étant H,-mesurable telle que E|Y| < oo,

(55) ElY|G,] =E[Y|Fonu], P—p.s.
est valable. O
Remarque 5. La loi ou bien la distribution du processus markovien X indexé par un arbre

V, celle qui peut étre spécifiée par les distributions conditionnelles de X, sous la o-tribu F3
donnée pour v € V.
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6. Preuve du théoréme

Dans cette section, nous specifierons le processus markovien X indexé par un arbre, celui
qui est utilisé pour construire la solution probabilistique pour une équation intégrale (3) en
théoreme 1. Il est tres utile & combiner des fonctions de densité de transition spatiales et
temporelles fy, f, go et g données et leur décrire comme une fonction de densité conjointe via
le choix aléatoire. Soit pr > 0 (1 < k < 5) telle que >, pp = 1 et p1+ps+p3 < 5. Pourz € E
fixée, nous définissons ci-dessous une fonction de densité conjointe conditionnelle 3(y, z, s, k|x)
pour un quadruple (Y, Z, T, K) des variables aléatoires a valeurs dans E' x £ x RT x Nj :

(56) ﬁ(ya Z,S,k|$) :pkfk(s)fk(ya le) pour ke N5~

Maintenant nous définirons ici le processus markovien indexé par un arbre V, celui qui joue
un role trés important dans notre représentation stochastique. Soit X = {{W,(t)}i>0, Xo,
Yo, Zy, Ty, Ky; v € V} un processus markovien indexé par un arbre V avec la probabilité
de transition suivante. Sous la condition que X; = x donnée, {W,(t); t > 0} est un mou-
vement h-brownien avec sa valeur initiale x et la fonction de densité de transition g(t,y|x)
sur l'espace étendu E U {6} avec le piege ou la trappe 6. Noter que chaque W, est lui-méme
un processus markovien et continu avec probabilité un, voir Doob (2001). Nous définirons
maintenant la fonction de densité conditionnelle sous X; = x donnée pour (Y, Z,,T,, K,)
comme f(y, z, s, k|x) en (56), et poserons X,, = X; — Z,. On suppose ici que pour tout v € V,
le procrssus {W,(t)}s> et I'ensemble (X,,Y,, Z,, T,, K,) soient mutuellement indépendantes
conditionnellement sous ’état X3 donnée.

Remarque 6. 11 est évident que seulement 1'ensemble {W5(t);t >} et (X3, Yy, Zs, T, Ky) est
dominant dans le mécanisme déterminant pour la distribution de notre processus markovien
X indexé par I’arbre V.

Remarque 7. 1l est intéressant & commenter que l'ensemble {X,; v € V} réalise lui-méme
une marche aléatoire markovienne de branchement.

Puisque la distribution de X dépend de la valeur initiale X§, on écrira par [P, la mesure de
probabilité correspondante a X = x, et dSignera par E, son espérance par rapport a cette
mesure de probabilité. Ensuite, on va définir ci-dessous une fonctionnelle aléatoire U, (t) pour
v € V. 0O, désigne 'opérateur bilinéaire aléatoire, celui qui se réalise comme O,(a, 3) =
Dy ), B) si Ky = 1et = ((=1)%/2)U 4 (v, B) si K, = 2,3. D’autre part, ©,, désigne une
matrice aléatoire pour des cas suivants: en effet, on définit comme ©, = Py, (. si K, = 4, et
0, = (-1)/2-Z7,(u) si K, = 5. Alors nous poserons

(57) Uv(t) = wO(Wv(t)) + mi)Xv)G)v(Uv*O(t - Tv)a Uv*l(t - Tv))l{Kv S NS}l{Tv < t}
+ 206 ot - 10 XL € N\ NPT, < 1)
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En ce cas nous poserons ici E, [Uy(t)] = w(t, z). Tout d’abord, noter que Uy(t—Tp) et Uy (t—Tp)
sont indépendantes conditionnellement sous la tribu Fp donnée. Cela entraine que
(58)  E.[Un(t)|Fo] = wo(Wo(t))

L m@)

Dz, (E, [Uo(t — Tp)|Fol, E[Ur(t — Tp)| Fo]) 1{ Ko = 1}1{Ty < t}

P

P2

n <2m($) 1Ky =2} — ;’31{;{@ - 3}) U 2, (Eo[U(t — Ty) | Fo), B [U (¢ — Tp) | Fo]) 1{Tp < t}

2 1 -
+l(z) (]3—41{K0 =4} Pz, — p—l{K@ = 5}:z@> ot — Ty, x — Zp){Tp < t}.
5

Quand on considere le mécanisme de branchement aléatoire spatiale et temporelle pour Uy, tout
d’abord, en initiant le processus markovien X par X = x € E, on va activer le mouvement h-
brownien Wy(t) qui part du point Xj a temps ¢ = 0. Ce mouvement va continuer jusqu’a temps
t avec wo(Wy(t)), celui étant employé en calcul du premier terme de Uy(t). Mais cependant,
ce terme disparait si Wy est entré dans le piege 6. Bien que le processus Wy bouge jusqu’a
temps ¢, si Ty est moins que ¢, alors le chemin est déactivé a temps Ty. Si cette déactivation se
passe avant le temps ¢, il y a deux possibilités: (i) si Ky = 1,2 ou 3, deux nouveaux chemins
Wy et Wi sont partis & la position Xy et le temps Tp; (ii) si Ky = 4 ou 5, alors la force est
mise entre Uy par ’évaluation de Oy a la position Xy et le temps ¢t — Tjy. Les distributions de
ces chemins nouvellement activés sont indédenpants conditionnellement sous Xy donnée. Si
les chemins W, et Wy ont été activés, alors le processus en question répétera la méme chose
avec Xy a la place de Xj et avec t — T} a la place de ¢.

Lemme 1. Pourv =0 on a alors une expression suivante:

(59) U()(t — T@) = wO(WO(t _ T@)) + g(XQ))

Oop(t — Ty — T, Xo)-

Lemme 2. Pourv =1 on a alors une expression suivante:
m(Xp)
b1

avec & = Wl,o(t - Tq) - Tl) et = Wl,l(t - TQ) - Tl)

(60) Ui(t —Ty) = wo(Wi(t — Typ)) + O1(wo(d), wo(&)),
Lemme 3. Pour v = () on a alors une formule recursive stochastique:

(61) Un(t) = wo(Wa(t)) + mgf‘”)@@(vo(t T, Uit — T)).

De plus, nous obtenons

Lemme 4. On a alors pouri = 0,1

(62) E.[Ui(t = To)|Fo]1{Zo = 2}1{Tp = s} = E,—.[Up(t — 5)].
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En prenant des résultats du lemme 1,2 et 3 en considération, on peut employer Lemme 4 a
déduire I'expression suivante:

(63) E.[Up(t)] = E[Eo[Up(t)|Fo]]
= / q(t,yle)we(y)dy + I + Iy + I3 + 1y,

ou Iy (resp. Iy, I3 ou I) est donnée respectivement par

(64) 0D 52500000 — 3] B[00 — 9]}y,
B2 D
(65)
[ B 5,200) = B, 5,30) V. (Ba (e = 5)) B U0 = )]s,
(66) / 2gﬂ:)ﬁ(y, z, 8, 4|x) Pt — s, — z)dzdyds, et
B2 D4
(67) / E](;U)ﬁ(y, z,8,5|x)=2,0(t — s, — z)dzdyds.
Et2 5

D’oti on en déduit 'expression (3). Cela signifie I'équation intégrale souhaitée. Ce qui termine
la démonstration du théoreme.
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