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論文の内容の要旨

　本論文では、量子力学にはじまる三つの異なる主題を扱う。第一章では、一般に Carleson の問題と呼ば
れる Schrödinger 方程式の解の各点収束性に関する初期値の滑らかさについて議論する。1980 年に Lennart 
Carleson が統計力学を背景にこの問題を提案し、以降、別の調和解析の大問題である Stein の制限予想や
Kakeya 予想と密接な関係とも相まって精力的に研究がなされてきた。比較的簡単な一次元空間の状況に対
して、高次元の場合には 2016 年に Jean Bourgain が必要条件を提示なるまで決定的な理解が進まず、2017
年と 2018 年の論文で Xiumin Du, Larry Guth, Xiaochun Li, Ruixiang Zhang らによって現代調和解析学の
集大成とも言える証明が与えられ、その本質的な解決を見た。Carlson 問題はその重要性から多角的に研究
が進められてきていて、特に、発散集合のHausdorff測度による計測や収束経路の一般化がその代表例である。
2012 年、Chu-hee Cho, Sanghyuk Lee, Ana Vargas らは、各点収束に関わる収束経路に関して二種類の一般
化を行なった：（1）与えられたフラクタル集合により生成された直線群に沿う収束経路および（2）時空間
における空間超平面に接する曲線に沿う収束経路。そして、彼らは標準的 Schrödinger 方程式の解に対して
各点収束性と初期値の滑らかさについて空間一次元で議論した。本研究では、その標準的 Schrödinger 方程
式と同様に近年研究が活発に行われている分数階 Schrödinger 方程式に対して彼らの結果を一般化する。（1）
については収束経路の自由度を与えるフラクタル集合の Minkowski 次元が初期値の滑らかさの条件に影響
を与えることが示唆され、（2）については接曲線の Hölder 指数と分数階 Schrödinger 作用素の階数が初期
値の滑らかさの条件に影響することを見出される。また、後者では発散集合の議論も行う。
　第二章では、時折 Schrödinger 方程式と波動方程式の折衷と考えられることもある Klein － Gordon 方程
式の時空間における次の特性を調べる。1977 年に Robert S. Strichartz によって証明された Strichartz 評価
と呼ばれる時空間の性質は、その量子力学における非線形方程式の解析に関わる応用や Stein の制限予想と
の関係などから、調和解析における非常に重要な地位を占める。Damiano Foschi は 2007 年の論文において、
双線形評価と Lorentz 変換を駆使してある特別な条件における波動方程式に対する Stricharz 評価の最良定
数と最大化関数（extremiser）を求めた。この結果に対する最も新しい直接の一般化として双線形評価にお
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ける零形式（null form）を組み込んだ Neal Bez, Chris Jeavons,  Tohru Ozawa らの論文が挙げられる。一
方で、この Foschi の手法と結果は René Quilodrán によって Klein － Gordon 方程式に対して拡張されていて、
最良定数に関する波動方程式との著しい類似性が指摘されている。また、Jeavons は五次元空間において同
様の一般化を行い類似の結果と Strichartz 評価のある種の改良を行なった。本研究では、Bez － Jeavons －
Ozawa の手法を応用することで Quildorán と Jeavons の結果を零形式の文脈で拡張し、また特に Qulodrán
の論文で触れられていた「波動」・「非波動」の二つの方向に対する明確な考察を行う。非波動の文脈におい
ては空間四次元において Jeavons が得た Strichartz 評価のある種の改良に類する評価も得る。
　第三章では、1960 年ごろに Edward Nelson により見出された超縮小性不等式（hypercontractivity）に
対して一般化された熱方程式の優解による考察および一般化を行う。この研究は、Jonathan Bennett と Bez
による優解の代数的閉性（closure property）に関する一連の研究に端を発する。特に 2009 年の論文におい
て彼らは二つの異なる熱方程式の優解にある特殊な作用を施したとき、その生成物が再び優解になっている
という閉性を証明した。これと合わせて、熱の拡散に由来する単調性を応用することで、最良定数を伴う厳
密な Young の畳み込み不等式と逆不等式を証明した。本研究では、量子力学において重要な役割を果たす
Ornstein － Uhlenbeck 半群に対して、一般化された熱方程式の優解が持つ適当な閉性を証明し、拡散流単
調性を用いて超縮小性不等式とその逆不等式を証明する。また形式的に、より一般に Markov 半群とそこに
自然に導入される拡散性質に対して同様の結果を証明するとともに、関数の凸性のみを抽出した形で超縮小
性不等式そのものの一般化を行う。
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論文の審査結果の要旨

	 	 別紙1 
学	位	論	文	の	審	査	結	果	の	要	旨 
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本論文のすべての成果は量子力学との関係があり、大きくいって三つのテーマに分けられる。この
三つのテーマは分数階 Schrödinger 方程式に対する各点収束問題、Klein–Gordon 方程式に対する零
形式型時空間評価とその最良定数、拡散流単調性を用いた超縮小性の導出であり、この順番で説明
したい。

Schrödinger 方程式
(i∂t −∆)u(t, x) = 0, u(0, x) = f(x)

は量子力学における基礎方程式であり、この方程式の解 e−it∆f の時間に関する各点収束問題は
Carleson の問題と呼ばれている。正確には「解の初期データへの各点収束を保証するために必要な
初期データの最小ソボレフ正則度は何か」という問題であり、偏微分方程式及び調和解析における
非常に重要な問題として知られる。1980 年代初頭に定式化され、近年フーリエ制限問題と関連す
る発展の影響でいくつかのブレイクスルーが引き起こされている。さらに、Carleson の問題の重要
性に伴い多くの一般化が研究されている。その中で、 Chuhee Cho, Sanghyuk Lee, Ana Vargas の 3
氏は、収束経路に「フラクタル集合から生成される線群」と「接曲線」の異なる二種類を考察し、
それぞれの収束経路が解の各点収束に与える影響を研究した。

第1章では、申請者は次の分数階 Schrödinger 方程式と呼ばれている分散型偏微分方程式を考察し
た。

(i∂t + (−∆)a/2)u(t, x) = 0, u(0, x) = f(x)

ただし、a > 1, (t, x) ∈ R× R である。標準的 Schrödinger 方程式と対応している a = 2 の場合は、
Cho–Lee–Vargas が次の結果を得た。s > 1

4(1 + β(Θ)) とし、初期データ f がソボレフ空間 Hs(R)
に属するとき

lim
(t,y)→(0,x)
y−x∈tΘ

e−it∆f(y) = f(x) ほとんどすべての x ∈ R

が成り立つ。ただし、β(Θ) は R のコンパクト集合 Θ の upper Minkowski 次元である。Θ = {0} の
場合、Carleson と Dahlberg–Kenig の結果のおかげで 1/4 が最小のソボレフ正則度であることが知
られ、Θ が有界閉区間の場合、Sjögren–Sjölin により 1/2 が最小のソボレフ正則度であることが分
かる。申請者は、a > 1 の分数階 Schrödinger 程式に対しても Cho らと同様な結果を証明すること
に成功した。さらに、申請者が考案した証明方法は Cho らが採用したアプローチとは異なる。実
際に、Cho らの証明は重要なステップとして時間局所化という方法を用いた。同様なアプローチを
採用すると結果は a ≥ 3/2 の場合にのみ証明でき、a > 1 の場合に拡張するために工夫が必要であ
る。申請者が考案した新たなアプローチは、時間局所化を大胆に取り除き、巧妙な分解を通じて振
動積分を評価することに基づいて、より単純でより直接的なアプローチに置き換えることに成功し
た。その単純さのおかげで、申請者の新たなアプローチは関連する問題への応用が期待される。実
際に、申請者のアプローチに基づいて、分数階 Schrödinger 方程式に対して収束経路が接曲線の場
合の各点収束に与える影響を理解することに成功した。Cho 氏との共同研究により、次の定理を証
明した。a > 1, α, κ ∈ (0, 1] とし、γ(t, x) は t ∈ [−1, 1] に関して κ-ヘルダー連続かつ x ∈ R に関し
て双リプシッツと仮定する。s > max{1

4 ,
1
2(1− α), 12(1− aακ)} とし、初期データ f がソボレフ空間

Hs(R) に属するとき

lim
t→0

eit(−∆)a/2f(γ(x, t)) = f(x) µ-ほとんどすべての x ∈ R

が成り立つ。
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これは任意の α-dimensional 測度 µ で成り立つため、この一般性から利益を得ることができ、フラ
クタル幾何の Frostman の補題を適用することにより発散集合の capacitary 次元も評価することに
成功した。Cho–Leeが得た標準的 Schrödinger方程式についての結果を a > 1の分散階 Schrödinger
方程式に拡張することに加えて、申請者の定理は Ding–Niu によって出版された論文の重大な誤り
も修正した。

次に Klein–Gordon方程式に対する零形式型時空間評価とその最良定数について説明したい。第2章
では、Klein–Gordon 方程式の初期値問題 (� +m2)u = 0, (u(0), ∂tu(0)) = (f, 0) の解に対する次の
零形式型時空間評価を考えた。

‖Dβ(|u|2)‖L2(R×Rd) ≤ C∗‖(m2 −∆)s/2f‖2L2(Rd)

ただし β, s ∈ R, m ≥ 0 であり、平滑化作用素 D は D = |� − (2m)2| で定義する。波動方程式
(m = 0) に対して、このような不等式は Klainerman–Machedon によって開拓され、いわゆる null
condition を満たす非線形項をもつ非線形波動方程式系の局所適切性に変革的な影響を与えた。申
請者は Klein–Gordon 方程式に対する上記の零形式型時空間評価の最良定数 C∗ について様々の結
果を得た。特に、Bez–Jeavons–Ozawa が得た波動方程式 (m = 0) についての結果を Klein–Gordon
方程式 (m > 0) について一般化するとともに、Klein–Gordon 方程式に対する Strichartz 評価の最
良定数について Quilodrán による結果を一般化することに成功した。第2章の目を引く結果の一つ
は、次の Klein–Gordon 方程式に対する Strichartz 評価である。

‖u‖L4(R×Rd) ≤ C∗‖f‖
H

d−1
4

C∗ = 2d−3π−d/2 Γ(d2)Γ(
d−1
2 )

(d− 2)Γ(3d−5
2 )

ただし、u は Klein–Gordon 方程式 (� + 1)u = 0, (u(0), ∂tu(0)) = (f, 0) の解であり、初期データ
f は球対称関数である。また、d ≥ 6 であり、定数 C∗ は最良定数である。零形式型時空間評価と
Strichartz 評価は非常に重要であり、それらの最良定数を得るのは難しいため第2章の結果はこの分
野における重要度は高い。

次に拡散流単調性を用いた超縮小性の導出について説明したい。超縮小性不等式の研究は場の量子
論についての Edward Nelson による論文に始まったが、このような不等式は確率論や理論計算機
科学などの他分野で頻繁に発生している。Leonard Gross による議論のおかげで、超縮小性不等式
が対数ソボレフ不等式と密接な関係があることはよく知られ、この関係はこの研究テーマの開発に
おいて重要な役割を果たしてきた。Ornstein–Uhlenbeck 半群 (esL)s≥0 の場合では、超縮小性不等
式は次の不等式である。

‖esLf‖Lq(dγ) ≤ ‖f‖Lp(dγ)

ただし、無限小生成作用素 L は LF (x) = ∆F (x) − x · ∇F (x) で定義され、 dγ(y) =
(2π)−d/2 exp(−1

2 |y|
2)dy はガウス確率測度である。また、1 < p < q, s ≥ 0 が (p − 1) = e2s(q − 1)

を満たすと仮定する。第3章では、超縮小性不等式が量 Q(t) =
∫
Rd ũ(t, ·) dγ の単調性から

導出されることを示すことにより、新しく簡潔な証明を得ることに成功した。関数 ũ は
ũ(t, x)1/q = esL((etLf)1/p)(x) で定まる。Q の単調性を示すために、L に対する拡散方程式の
supersolution についての closure property「∂tu ≥ Lu ならば ∂tũ ≥ Lũ」を証明した。さらに、申請
者は拡散と曲率条件を満たすマルコフ半群に対する超縮小性不等式も同様な方法で導出できること
を証明した。このような簡潔な closure property への超縮小性不等式の導出を単純化することによ
り、この新たな視点が関連する問題への応用が期待される。

申請者は調和解析と偏微分方程式のインターフェースにおける三つの異なる研究問題にオリジナ
ルで重要な貢献をし、多くの研究者によって注目されている。審査の結果、業績は十分と認められ
た。




