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論文要旨
超伝導体は完全導電性や完全反磁性、磁束の量子化を伴う渦の形成などの多彩な物性を

示し、多くの研究者の興味を惹きつけてきた。超伝導発現機構の研究は既存の現象の起源
を解明するだけでなく、将来的には新たな超伝導体の設計にもつながる重要な研究課題で
ある。超伝導の微視的な発現機構としてはBardeen-Cooper-Schrieffer(BCS)の 3人によっ
て提案された BCS理論が知られている。彼らは「伝導電子間の局所的な引力によって s

波 Cooper対が形成され、フルギャップ超伝導が実現する」と論じた。一方、f 電子系超
伝導体の発見に始まり、従来のBCS理論ではその発現機構が説明できない非従来型超伝
導体が現在に至るまでに数多く発見されている。
f 電子系では、局在性を示す f 電子と固体中を遍歴する伝導電子の相互作用によって、

重い電子状態や多極子秩序などの多彩な物性が発現する。重い電子の形成に重要であるの
が近藤効果、すなわち「局在スピンとして振る舞う f電子と伝導電子が低温領域で一重項
(近藤一重項)を形成する現象」である。一方、超伝導に関しては、f 電子の局在性に由来
する強い斥力が s波対の形成を阻害するため、非局所的なCooper対 (非 s波対)の形成に
よるノーダルギャップ超伝導が実現すると考えられてきた。しかし近年、重い電子系超伝
導体CeCu2Si2及びUBe13におけるフルギャップ状態の実現が報告されており、これらの
超伝導体中では非 s波対の形成とは異なる超伝導発現機構が実現している可能性がある。
本研究では強い斥力を伴う f 電子系においてもフルギャップ超伝導を実現する発現機構

を提案する。この問題を考えるにあたり、UBe13の特徴的な化学構造に着目する。UBe13
は f 電子を供給するU元素に比べて Be元素を多く含むため、その伝導バンド構造に Be

の性質を強く引き継いでいる可能性がある。単体のBeは Fermi準位上に電子バンドと正
孔バンドを持つ補償金属であることから、我々は超伝導発現機構を論じる舞台として、f
電子の局在スピンが補償金属と相互作用する「補償金属的バンド構造を持つ近藤系」を着
想した。この系では電子と正孔が近藤一重項の形成に関して競合するため、低温領域に
おける基底状態は「近藤効果を通じた電子と正孔の量子力学的重ね合わせ」によって実現
し、ゲージ対称性の破れた超伝導状態の出現が期待される。f 電子系の超伝導発現機構と
しては磁気秩序などが抑制される量子臨界点近傍における揺らぎを媒介した対形成やマ
ルチチャンネル近藤効果などが議論されてきたが、「補償金属系における電子と正孔の競
合の効果」に着目したのは本研究が初めての例である。
本研究では「補償金属的バンド構造を持つ近藤系」の超伝導発現機構の確立とその物性

の解明を目的とする。微視的な模型に超伝導状態を記述する平均場理論を適用し、解析計
算・数値計算の両面から研究を行った。以下に本研究の主な成果を記す。

・超伝導発現機構：秩序変数と電磁応答
補償金属バンドを自由電子近似して得られる低エネルギー有効模型を用いて物理量の

解析計算を行い、超伝導状態の物理的描像を明らかにする。補償金属的バンド構造を持つ
近藤系では、伝導電子間の 2体の束縛状態 (Cooper対)ではなく、電子、正孔、局在スピ
ンの 3体の束縛状態である「複合体ペア」の形成によってフルギャップ状態が実現するこ
とを明らかにする。また、その 1粒子励起スペクトルは従来のBCS理論とは異なる間接
ギャップ構造を持つことを示す。
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さらに電磁応答関数の微視的な計算を行い、超伝導応答の機構を解明する。複合体ペア
の秩序化によるゲージ対称性の破れによって 2次的に誘起された伝導電子間のCooper対
が電流を運び、超伝導応答を示すことを明らかにする。また、磁場侵入長を解析的に計算
し、従来のBCS理論で知られる値よりも長いスケールを持つことを示す。

・伝導バンド構造に対する超伝導状態の頑強さ
低エネルギー有効模型では記述できないバンド構造の詳細に対する超伝導状態の安定性

を調べるため、強束縛模型を用いて秩序変数である複合体ペア振幅の自己無撞着計算を行
う。伝導バンド構造が異なるいくつかの模型に対して解析を行い、複合体ペア振幅は常伝
導状態の Fermi面の枚数や異方性などに対して頑強であることを明らかにする。

・磁場誘起相転移
本研究で提案する超伝導発現機構の同定にはその物性におけるBCS超伝導との差異を明

らかにすることが重要である。BCS理論では常伝導状態の ZeemanエネルギーがCooper

対形成による凝縮エネルギーを上回ることで 1次転移が生じる Pauli対破壊効果が知ら
れている。外部磁場による対破壊効果に着目し、補償金属的バンド構造を持つ近藤系に
Zeeman項を加えた強束縛模型を用いて自己無撞着方程式の数値解析を行う。まず、BCS

理論と同様のフルギャップ状態から常伝導状態への 1次転移が存在することを示す。こ
の 1次転移はPauli対破壊効果の近藤一重項に対するアナロジーとして理解できる。一方
で、通常のBCS超伝導には見られないフルギャップ状態からギャップレス超伝導状態への
Lifshitz転移が安定に存在し得ることを明らかにする。

・渦束縛状態の物性
超伝導の代表的な物性の 1つである渦の性質に着目する。BCS理論では超伝導渦の中

心付近に束縛された低エネルギー準粒子が出現することが知られている。実空間強束縛模
型による数値解析を行い、我々が提案した超伝導発現機構の下で生じる渦はBCS超伝導
とは対照的な以下のような特性を持つことを示す。(i)秩序変数の空間変調は相互作用の
値に依存せず、かつ格子定数程度の短い長さスケールによって特徴付けられる。(ii)束縛
エネルギーはバルクギャップと同程度のエネルギースケールを持つ。また、準古典Green

関数の理論を構築し、上述した渦の特性は伝導電子の自己エネルギーが周波数の逆数に比
例するという特徴的な構造に起因することを明らかにする。

本研究において、補償金属的バンド構造を持つ近藤系ではフルギャップ超伝導が実現し、
様々な物性にBCS超伝導との差異が現れることを明らかにする。また、この超伝導状態
は伝導電子間のCooper対の形成ではなく、電子と正孔の近藤効果への競合による複合体
ペアの形成によって実現することを示す。したがって、本研究の結果は補償金属系におけ
る強相関現象の概念を拡張するものであると考えられる。
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1 序論
序論として本論文の主な研究対象である f 電子系超伝導体に関する実験結果を紹介し、

研究目的を述べる。また、f 電子系の代表的な物性である近藤効果について説明した後、
本研究に関連する先行研究について紹介する。
以下では ℏ = kB = 1の単位系を取り、強束縛模型を用いる際には格子定数 a = 1と

する。

1.1 超伝導
1.1.1 背景

超伝導とは「物質中の電気抵抗が 0になる現象」としてKamerilingh Onnesによって初
めて発見された [1]。Kamerlingh Onnesは初めてHeの液化に成功し、Hgが約 4.2Kで超
伝導転移を示すことを発見した。その後の研究において、MeissnerとOchsenfeldは超伝
導体に磁場を印加すると、その内部から磁束が排除される完全反磁性 (Meissner効果)を
発見し、超伝導が完全導体とは異なる状態であることを明らかにした [2]。現在に至るま
でに数多くの化合物及び、圧力下も含めれば多くの金属元素の単体が超伝導を示すことが
明らかにされており、超伝導はFermi粒子系の低温領域における基本的な相の 1つとして
認識されている。理論的な研究としては現象論的にMeissner効果を説明した London理
論 [3]や、超伝導の相転移を記述したGinzburg-Landau(GL)理論 [4]を経て、現在では超
伝導状態の微視的な発現機構として知られるBardeen-Cooper-Schrieffer(BCS)理論 [5]が
提唱された。CooperはFermi準位の上に置かれた 2つの伝導電子の間に引力相互作用がは
たらく場合、両者が束縛状態を形成した状態 (Cooper対)がエネルギー的に安定であるこ
とを示した [6]。BCSの 3人は固体中の伝導電子の間には格子振動が媒介する有効的な引
力相互作用が働く事に着目し、「超伝導状態は物質中の伝導電子が形成する多数のCooper

対の凝縮によって実現する」という描像を提案した [5]。彼らが提案した変分波動関数理
論はMeissner効果など、現実の超伝導体の物性を非常によく再現する事に成功し、BCS

理論は超伝導の普遍的な発現機構として受け入れられている。また、BCS理論における
超伝導転移は自発的なU(1)ゲージ対称性の破れによって実現すると解釈され、その秩序
変数は Cooper対の振幅を表す量であることからペア振幅と呼ばれる1。超伝導転移が生
じるとFermi準位近傍にギャップが生じ、低エネルギー領域のエネルギースペクトルが常
伝導状態から大きく変化する。このエネルギーギャップの大きさがペア振幅によって特徴
付けられることから、超伝導の秩序変数はギャップ関数とも呼ばれる。

1U(1)ゲージ対称性の破れとは超伝導体中の電子の波動関数の位相 θ が 1つの値に定まることを指す。
BCS理論では粒子数の異なる状態の重ね合わせによって位相を揃えた状態を表現するため、粒子数保存則
が破れている点が問題視されていた。一方、ゲージ対称性の破れた状態にはその位相の選び方 (0 ≤ θ < 2π)
だけ無数に縮退が存在する。Anderson [7]や南部 [8]らは平均場近似では無視される揺らぎの項まで考慮し、
このような位相を揃えた状態の間の遷移を表す集団励起 (南部-Goldstoneモード)が電子間の Coulomb相
互作用と結合することで粒子数保存則を保ったまま超伝導物性を再現できることを示した。すなわち、(揺
らぎまで含めた)全ハミルトニアンはゲージ対称性を保っているが、状態がゲージ対称性を破ることによっ
て超伝導が実現する。BCS理論はゲージ対称性の破れた状態を表現することで、超伝導の物理的描像を個
別励起の範囲ではよく記述することができる手法として広く受け入れられている。
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図 1.1: Cooper対形成の概念図。左右の図における縦軸はペア振幅の絶対値、横軸はペアを形成
する 2つの伝導電子の相対距離を表す。パネル (a)、(b)はそれぞれ従来型、非従来型超伝導にお
ける対形成の概略を示す。

BCS理論では電子間の引力相互作用が重要になるため、電子間にはたらく強い斥力が
物性を支配する強相関電子系は超伝導体を実現するには不利であると考えられてきた。し
かし、1979年に重い電子系超伝導体CeCu2Si2 [9]が発見されたことをきっかけに、1986

年の銅酸化物超伝導体 [10]の発見など、BCS理論における従来の枠組みではその超伝導
発現機構が説明できない「非従来型超伝導体」が数多く発見され、現在の超伝導研究にお
ける中心的な課題となっている [11]。本論文では、BCS理論で説明されたように格子振
動を媒介とする局所的な引力によってCooper対が形成される場合を従来型超伝導、ある
いは BCS超伝導と呼ぶ。これに対して非従来型超伝導体はそのギャップ関数の構造から
「異方的超伝導」とも呼ばれ、BCS超伝導とは区別される。以下ではこのギャップ関数の
構造と超伝導発現機構の関連について述べた後、近年報告された f 電子系超伝導体に関
する研究結果を紹介し、本論文における研究目的を述べる。

1.1.2 超伝導ギャップ関数と非従来型超伝導

まず、多くの金属単体や近年発見された高圧下の水素化合物 [12]のような従来型の超
伝導体では格子振動を媒介とする局所的な有効引力がはたらくため、局所・等方的な s波
Cooper対の形成が好まれる。Cooper対の空間分布を表すギャップ関数が図 1.1(a)に示し
たような局所・等方的な構造をとる時、運動量空間においては一様かつ等方的にエネル
ギーギャップを開いたフルギャップ超伝導状態が実現する。一方で、銅酸化物や鉄ニクタイ
ド化合物 [13]をはじめとする非従来型の超伝導体では、局所的にはたらくCoulomb斥力
を避けるため空間的に非局所・異方的なCooper対の形成 (異方的超伝導)が好まれる [14]。
この場合、ギャップ関数の異方性が運動量空間におけるエネルギー分散に反映され、非従
来型超伝導体ではFermi準位上に節 (ノード)を持ったノーダルギャップ状態が実現すると
考えられている。このような超伝導発現機構とギャップ構造の関係という観点から、f 電
子系超伝導体に関する研究において興味深い実験結果が報告された。
f 電子系では、局在性の強い f 電子の間にはたらくCoulomb斥力に起因して、伝導電

子の有効質量が百倍から千倍程度に増大した重い電子状態が出現することが知られてい
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図 1.2: UBe13の結晶構造 [24]の概略

る [15]。この現象を指して、電子間相互作用が強くはたらく f 電子系は重い電子系と呼
ばれる。重い電子系超伝導体は非従来型超伝導の典型例であり、局所的な対形成はエネル
ギー的に不利であると考えられてきた [14, 16]。
しかし、近年行われた角度分解磁場中比熱の測定によって、最初期に発見された重い電

子系超伝導体CeCu2Si2 [9]及びUBe13 [17]ではフルギャップ状態が実現していることが報
告された [18,19]。上述したように、重い電子系では非局所的なCooper対の形成によって
ノーダルギャップ構造を伴う異方的超伝導が実現すると考えられてきたため、CeCu2Si2や
UBe13のフルギャップ超伝導状態は通常の非従来型超伝導とは異なる発現機構によって実
現している可能性がある。本研究では重い電子系においてもフルギャップ状態を実現し得
る超伝導発現機構を提案し、その物理的性質を解明することを目的とする。我々はこの問
題を考えるにあたり、重い電子系超伝導体UBe13に着目する。そこで以下ではUBe13の
物性について簡単に紹介する。

1.1.3 重い電子系超伝導体:UBe13

UBe13は転移温度約 0.9 Kの超伝導体である [17]。常伝導状態における電子比熱係数は
γ ≃ 1.1 J/(K2mol)と非常に大きな値を示し、1979年に発見された CeCu2Si2 [9]に続く
2例目の重い電子系超伝導体として知られている。発見当初は比熱 [17, 20]や核磁気共鳴
(NMR) [21]、超音波吸収 [22] などの超伝導物性から従来型とは異なる非 s波の超伝導が
実現していると考えられていたが、近年行われた角度分解磁場中比熱の測定によってフル
ギャップ状態の実現が報告された [19]。
ここでは角度分解磁場中比熱の原理について簡単に述べ、UBe13に対する実験結果を紹
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図 1.3: (a)比熱の温度依存性 [25]と (b)UBe13の温度圧力相図 [30]の概略

介する。超伝導体に磁場Hを印加すると遮蔽電流が生じるため、その流速 vs(⊥ H)に対
して δE ≃ kF · vsだけ超伝導体内を動く準粒子の運動エネルギーが増加する [23]。ここ
で kFは Fermi波数である。フルギャップ状態の場合、磁場が小さければこのエネルギー
シフトによる比熱への影響はほとんど無視できる2。一方、ノーダルギャップ状態ではこ
のエネルギーシフトによる影響が比熱の磁場方向依存性に現れる。ノーダルギャップ構造
はギャップ関数が Fermi波数 kFと同じ方向に節を持つ時に実現する。このノード方向を
knode
F とする。knode

F では超伝導ギャップが閉じるため、k ≃ knode
F の準粒子がエネルギー

シフトを受けるとFermi準位上に有限の状態密度が出現する。したがって、磁場強度を固
定して角度依存性を見た場合、磁場Hがknode

F と垂直な方向を横切る時に vs ∥ knode
F より

エネルギーシフトの大きさが最大となり、比熱が極値を示す。UBe13に対する角度分解磁
場中比熱の測定を行った先行研究 [19,24]では、低温 (T = 0.08K, 0.14K)において超伝導
転移温度と同程度のエネルギースケールの磁場 (|H| = 1T)を印加し、磁場方向を結晶の
[001] → [111] → [110]軸 (図 1.2)方向へ回転させても比熱係数の角度変化は見られず、等
方的なフルギャップ状態の実現を示唆する結果が報告されている。
一方、UBe13はその転移温度直上まで比熱や電気抵抗 [17]などの物理量が、通常3の金

属とは異なる温度依存性を示す「非 Fermi液体 (Non-Fermi Liquid:NFL)」と呼ばれる金
属状態が実現する点でも知られている。図 1.3(a)に比熱係数C(T )/T の温度依存性の磁場
の値に対する変化 [25]の概略を示す。B = 0 Tの T = 0.9 Kにおける比熱の跳びは超伝導
転移を示す。T ≳ 0.9 Kの常伝導相においては、比熱係数の温度依存性がC(T )/T ∝ −lnT

に従い、Fermi液体に期待されるC(T )/T = const.とは異なる振る舞いを示す。超伝導転
移が抑制されたB = 12 Tにおいても比熱係数はB = 0 Tと同様の対数的な温度依存性

2運動エネルギーの増加による影響が無視できても、超伝導体中に磁束が侵入することで部分的に超伝導
が破壊され、低エネルギーの準粒子励起が可能になることで有限の比熱係数が生じる。

3通常とは、アルカリ金属などのように自由電子的な記述が成立することを指す。このように物理量の温
度依存性などが自由電子と同じように振る舞う金属状態を Fermi液体 (Fermi Liquid:FL)と呼ぶ。
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を示しており、非 Fermi液体的挙動が磁場に対して頑強であることが知られている [25]。
このような磁場に対する頑強さから、UBe13の非Fermi液体状態の起源は磁気的ではない
自由度に関連していると考えられる。その候補の 1つとして、後に説明する四極子近藤
効果 [26–28]が知られている。一方、UBe13に対して圧力を印加すると、常伝導相におい
て非Fermi液体状態がFermi液体状態へ連続的に移り変わる [29]。さらに、非Fermi液体
的挙動の消失する圧力領域では、その低温領域において超伝導相も消失することが明ら
かにされた [30]。したがって、UBe13の超伝導発現機構を理解する上で常伝導相における
非 Fermi液体状態との関連は重要な点であると考えられる。以下では重い電子状態や非
Fermi液体状態の形成に関して重要な役割を果たす近藤効果について説明する。

1.2 近藤効果と重い電子の形成
1.2.1 抵抗極小の近藤理論

本節では f電子系における代表的な物性である重い電子の形成に重要な役割を果たす近
藤効果について紹介する。近藤効果とは金属中に存在する局在スピンと伝導電子の間の磁
気的な相互作用によって生じる量子多体現象である。磁性不純物を含む金属中において、
電気抵抗の温度依存性が低温で極小を示す現象の存在が 1930年代から知られていた [31]。
その微視的な起源については 30年に渡って不明であったが、1964年、近藤により伝導電
子と不純物スピンの間に働く反強磁性的な相互作用が抵抗極小現象の起源であることが
明らかにされた [32]。近藤は抵抗極小を示す合金系には必ず不純物の局在磁気モーメント
が存在することに着目し、伝導電子と局在スピンが相互作用する以下のハミルトニアンを
用いて抵抗極小現象を説明した。

H =
∑
kσ

ξkc
†
kσckσ + JS · sc, (1.1a)

S =
1

2

∑
σσ′

|σ⟩σσσ′⟨σ′|, (1.1b)

sc =
1

2N

∑
kk′σσ′

c†kσσσσ′ck′σ′ . (1.1c)

ここで ckσ(c
†
kσ)は運動量k、スピン σの伝導電子の消滅 (生成)演算子を表し、ξkはFermi

準位から測った運動エネルギーである。Sは局在スピンを表し、磁性不純物上に局在した
電子のスピン状態 |σ =↑, ↓⟩によって定義する。ここでは簡単のため軌道縮退を無視した。
σ = (σx, σy, σz)はPauli行列を表す。また、近藤カップリング J > 0は局在スピンSと伝
導電子スピン scの相互作用を表す。このハミルトニアンは s-d模型あるいは近藤模型と呼
ばれている。f 電子系においては、局在性の強い f 電子間のCoulomb相互作用によって
2重占有が禁止され、スピンの自由度のみが残ることで近藤模型が実現する。また、ここ
では不純物系を考えているが、固体中のような周期系への拡張については後で述べる。
近藤は相互作用項による電気抵抗 ρe(T )への寄与を計算し、通常用いられる第 1Born近

似の次の項まで考慮することで以下の結果を得た。

ρe(T ) = ρB [1− 2Jρ(0)ln(T/D)] (1.2)
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ρB ∝ J2は第 1Born近似の計算によって得られる抵抗率である。また、ρ(0)およびDは
伝導電子の Fermi準位における状態密度、バンド幅の半値を表す。式 (1.2)の第 2項は相
互作用が反強磁性的 (J > 0)である時、低温に向かって増大する。実際の物質中では格子
振動に由来する電気抵抗 ρph(T ) ∝ T 5も存在するため、格子振動が支配的な高温領域から
低温領域に向かって抵抗は一度減少するが、式 (1.2)の第 2項が支配的になることで増大
が起こり、全体の温度依存性としては極小を示す。以上のように、磁性不純物を含む金属
における抵抗極小現象は伝導電子と局在スピンの間にはたらく反強磁性的な相互作用に
起因することは近藤によって初めて明らかにされた [32]。
このようにして抵抗極小問題の起源は明らかにされたが、式 (1.2)の第 2項が T → 0で

発散的な振る舞いを示すことから、低温領域における相互作用の摂動論的な取り扱いの破
綻が指摘された [33]。芳田らはこの発散的な傾向から、相互作用によって局在スピンが伝
導電子スピンと一重項を形成した状態の出現を示唆していると考え、近藤模型 [式 (1.1a)]

の基底状態を考察した。その結果、低温領域における基底状態は ξ ∼ vF/TK程度の空間
的広がりを持ち、スピン 1個分だけ分極した伝導電子の雲が局在スピンを遮蔽し、一重項
を形成することが明らかにされた [34, 35]。ここで vFは伝導電子の Fermi速度、TKは近
藤温度と呼ばれ、以下のように定義される。

TK = D exp

[
− 1

Jρ(0)

]
(1.3)

このエネルギースケールは基底一重項状態と通常の金属状態のエネルギー差に相当し、局
在スピンが近藤一重項を形成して消失する温度の目安を与える。また、局在スピンの消失
に伴って、近藤温度よりも低温領域における振る舞いは有効的に相互作用のない電子系と
して記述することができる。このような考え方は局所 Fermi液体論として知られており、
Wilsonによって近藤模型が数値的に解かれた後 [36]、Nozierésによってその理論体系が
構築された [37]。

1.2.2 近藤格子模型と重い電子の形成

実際の f 電子系では周期的に並んだ磁性イオンの上に局在した f 電子のスピンが存在
する。このような状況を反映し、重い電子系を記述する基本的な模型の 1つが以下の近藤
格子模型である [38]。

H =
∑
kσ

ξkc
†
kσckσ + J

∑
i

Si · sci (1.4)

ここで sci = (1/2)
∑

σσ′ c
†
iσσσσ′ciσ′はサイト i上における伝導電子スピンである。近藤格子

模型において、重い電子の形成は以下のようにして理解される。近藤カップリング Jが伝
導電子のバンド幅 2Dに比べて大きい場合、近藤温度 TK[式 (1.3)]以下で各サイト上にお
ける伝導電子と局在スピンの一重項形成が進んでいく4。各サイト上の局在スピンは伝導

4近藤格子模型においては伝導電子を介した局在スピン間の相互作用の存在が知られており、これを
Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida(RKKY)相互作用と呼ぶ [38–40]。RKKY相互作用は、あるサイトで誘起
されたスピン分極 ⟨sc⟩ ∼ Jχc (χc ∼ ρ(0) ∼ 1/D:伝導電子の帯磁率)を持つ伝導電子が遍歴し、別のサイトの
局在スピンに内場 J⟨sc⟩を発生させる効果である。したがって、そのエネルギースケールは TRKKY ∼ J2/D
によって与えられ、近藤格子模型の J/Dの小さい領域では TRKKY > TKとなり、局在スピンの磁気秩序を
生じる可能性もある [41]。
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電子との混成を通じて、1/TK程度の時間スケールでそのスピン状態を変化させながら伝
導電子を散乱するため、T ≲ TKでは近藤格子系においても不純物系と同様に抵抗の上昇
が見られる。しかし、近藤格子系では空間的に広がりを持った近藤一重項の波動関数同士
が互いに重なり合うことによって、サイト間のコヒーレンスが発達する可能性がある。こ
の場合、元々はサイト毎に独立だった一重項状態の波動関数の位相 (すなわち局在スピン
の状態)が結晶全体で揃うため、伝導電子の散乱体としての性質を次第に失っていく。結
果的に 1つの運動量でその状態が指定されるコヒーレントな状態が生じ、T ≪ TKにおい
て抵抗は減少に転じる。このようにして近藤格子模型における非磁性の基底状態として重
い電子状態が形成される。ここで述べた重い電子的振る舞いはCeCu6 [42]などにおいて
実際に確認されている。

1.2.3 重い電子系の平均場理論

本節では重い電子状態の性質を定性的に理解することができる手法として知られる近
藤格子模型の平均場理論を紹介する [43, 44]。この手法では局在スピンと伝導電子の相互
作用をフェルミオン間の有効的な混成模型として書き換えることで重い電子の形成を記述
する。まずは局在スピンを記述するフェルミオンの自由度 {fi↑, fi↓}を以下のように導入
する。

Si =
1

2

∑
σσ′

f †
iσσσσ′fiσ′ , (1.5a)∑

σ

f †
iσfiσ = 1 (1.5b)

式 (1.5b)は各サイトに必ず 1個だけ局在した f 電子が存在することを表し、fiσは拘束条
件が課された自由度であることから擬フェルミオンと呼ばれる。この拘束条件を記述す
るために、近藤格子模型に

∑
i εif (

∑
σ f

†
iσfiσ − 1)という未定乗数項を加える。ここで εif

は式 (1.5b)を記述するために導入された Lagrangeの未定乗数であり、擬フェルミオンに
対する化学ポテンシャルとしてはたらく。そのため、以下ではこの未定乗数を f準位と呼
ぶ。ここまでの手続きは近藤格子模型をフェルミオンの自由度を用いて書き換えるもので
ある。次に、以下の平均場 Viを導入し、相互作用項の分解を行う。

J
∑
i

Si · sci ≃
∑
iσ

(
Viσf

†
iσciσ + h.c.

)
+ const., (1.6a)

Viσ =
1

4
J
(
⟨fiσc†iσ⟩+ 2⟨fiσ̄c†iσ̄⟩

)
(1.6b)

σ̄は σとは反対の成分を表し、↑̄ =↓である。ここで導入した平均場 Viσ は、伝導電子と
擬フェルミオンの間の混成を記述する行列要素を表す。重い電子は近藤一重項の形成に伴
う常磁性的な基底状態であるため、スピンに依存しない平均場解 Vi↑ = Vi↓ ≡ Viが実現す
る。また、並進対称性を仮定して平均場及び f 準位もサイト iに依らないとすれば、近藤
格子模型の平均場有効ハミルトニアンは以下の cf 混成模型として与えられる。

Heff =
∑
kσ

( c†kσ f †
kσ )

(
ξk V ∗

V εf

)(
ckσ
fkσ

)
(1.7)
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ε

εf ξk

Ek+

Ek−

−µ

0

図 1.4: 平均場理論による準粒子バンドの概略図

ここで ckσ, fkσは伝導電子、擬フェルミオンの消滅演算子の Fourier成分である。この cf

混成模型を対角化することにより、準粒子のエネルギー分散を以下のように得られる。

Ek± =
1

2

(
ξk + εf ±

√
(ξk − εf )2 + 4|V |2

)
(1.8)

このエネルギー分散の概略を図 1.4に示した。式 (1.8)のエネルギー分散は伝導電子の 1

粒子エネルギー ξkのみを通して運動量に依存するため、横軸を ξkに取ってバンド構造を
示した。伝導電子と擬フェルミオンの混成によってバンドギャップが形成され、2枚に分
裂したエネルギーバンド構造が実現する。伝導電子数 nc = 1(ハーフフィリング)の場合、
擬フェルミオンを加えた全粒子数が偶数となるため、Fermi準位が混成ギャップの中に位
置するように f 準位 εf が決まりバンド絶縁体となる。このような振る舞いはハーフフィ
リングの近藤格子模型の基底状態においても確認されており、通常のバンド絶縁体とは区
別して近藤絶縁体と呼ばれる [45]。
一方、nc ≲ 1の場合には金属状態が実現する。Fermi準位近傍の低エネルギー領域では

f 準位に由来するほとんど平坦なバンド構造を持つ有効質量の大きい準粒子、すなわち重
い電子状態が出現する。重い電子の形成に伴って再構成されたFermi面の体積には、伝導
電子だけでなく局在スピンの自由度も寄与している [46]。この意味で、近藤格子における
f 電子は電荷を持たない自由度であるにも関わらず、伝導電子との混成を通じて遍歴性を
獲得する。平均場理論によるエネルギー分散は、近藤効果に重要なスピンの揺らぎの効果
を十分に考慮した手法として知られる動的平均場理論 (DMFT)を用いて計算された伝導
電子の一粒子励起スペクトル [47]の低エネルギー領域の振る舞いをよく再現する。ゆえ
に、重い電子バンドが形成される低温領域においては平均場理論を用いた近藤格子系の記
述が正当化される。
また、式 (1.6b)の自己無撞着方程式が非自明な解を持つ条件は以下のように与えられる。

1

J
=

3

4N

∑
k

f(Ek−)− f(Ek+)

Ek+ − Ek−
(1.9)

N は格子点数である。f(x) = 1/(ex/T + 1)は Fermi分布関数を表す。右辺は正の量であ
るので、相互作用 Jが反強磁性的である場合のみ非自明な解が存在する。また、その転移
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温度 Tcは

Tc = 1.13D exp

[
− 4

3Jρ(0)

]
(1.10)

となる。近藤効果は本来、温度の低下に伴って局在スピンと伝導電子スピンの一重項が形
成されるクロスオーバーであり、自発的対称性の破れを伴う相転移現象ではない。そのた
め、転移温度近傍においては平均場理論の使用が正当化できない。しかし、ここで得た転
移温度はより正確な手法を用いて見積もられた重い電子形成のクロスオーバーのエネル
ギースケールを再現している [48]。このように、近藤格子系に対する平均場理論は重い電
子状態の性質を定性的に再現することができる。

1.3 2チャンネル近藤効果と相転移現象
1.3.1 軌道自由度とマルチチャンネル近藤効果

ここまでは f電子および伝導電子のスピン自由度のみに着目してきた。しかし、現実の
物質中ではスピン以外にも軌道の自由度が存在し、近藤効果に影響を及ぼす [49]。ここで
は再び金属中に 1つの磁性元素を含む場合から出発し、軌道自由度の存在による近藤効果
への影響を考える。
まずは伝導電子の自由度について考える。軌道自由度について考えるため、伝導電子を

磁性元素の周りで部分波へと展開する。その部分波のうち、f 電子と混成を通じて相互作
用するのは f 電子と同じ対称性を持つ成分のみであるため、それらの成分のみを残して
運動エネルギー項H0は以下のように書き換えられる。

H0 =
∑
kγ

ξkc
†
kγckγ (1.11)

ここで γは f 電子との相互作用に寄与する部分波の成分を表し、系が球対称である場合
には軌道角運動量 l、磁気量子数m及びスピン σの組となる。しかし、f 電子系では以下
に述べるように、スピン軌道相互作用及び結晶場分裂によって決まる軌道の自由度によっ
て局在状態が記述されるため、伝導電子の軌道 γも同様の自由度について考える。
続いて磁性元素に着目し、その原子極限における f 電子の自由度について考える。f 電
子を最外殻軌道に含むランタノイド、アクトノイド系列の元素ではスピン軌道相互作用の
エネルギースケールは数千Kに及ぶ。そのため、磁性元素上の f 電子の状態は良い量子
数である全角運動量 Jによって指定され、(2J +1)重に縮退する。この時、基底状態の全
角運動量 J は原子内のCoulomb相互作用及びスピン軌道相互作用を考慮するHundの規
則に従って決定される。加えて固体中では、磁性元素を取り囲むイオンによる静電ポテン
シャル (配位子場)によって (2J + 1)重の縮退が解かれ、結晶の対称性を反映したいくつ
かの多重項へと分裂する。これを結晶場分裂と呼ぶ。f 電子系における結晶場分裂の典型
的なエネルギースケールは数十から数百Kであり、結晶場分裂による低エネルギー多重
項を考慮することで f 電子系の低温領域における物性を理解することができる。
軌道自由度を踏まえた上で再び f 1配置の場合を考える。スピン軌道相互作用の下では
軌道角運動量L = 3、スピン角運動量 S = 1/2が合成され、全角運動量 J = 5/2の六重項
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…

(14)

J = 5/2 (6)

J = 7/2 (8)

Γ7 (2)

Γ8 (4)

(a) ! 配置f1

スピン軌道 
相互作用 (SOC)

結晶場分裂 
(CEF)

(b) ! 配置f 2

Coulomb相互作用 
+ SOC

CEF

(14C2)

J = 4 (9)

…

Γ3 (2)

図 1.5: (a)f1配置及び (b)f2配置の結晶場分裂

f 1配置
Γ7(2) |Γ7;±⟩ =

√
1
6

∣∣±5
2

〉
−
√

5
6

∣∣∓3
2

〉
Γ8(4)

|Γ8; +,±⟩ =
√

5
6

∣∣±5
2

〉
+
√

1
6

∣∣∓3
2

〉
|Γ8;−,±⟩ =

∣∣±1
2

〉

f 2配置
Γ1(1) |Γ1⟩ =

√
5
24
(|+ 4⟩+ | − 4⟩) +

√
14
24
|0⟩

Γ3(2)
|Γ3; +⟩ =

√
7
24
(|+ 4⟩+ | − 4⟩)−

√
10
24
|0⟩

|Γ3,−⟩ = 1√
2
(|+ 2⟩+ | − 2⟩)

Γ4(3)
|Γ4,±⟩ =

√
1
8
| ± 3⟩+

√
7
8
| ∓ 1⟩

|Γ4, 0⟩ = 1√
2
(|+ 4⟩ − | − 4⟩)

Γ5(3)
|Γ5,±⟩ =

√
7
8
| ± 3⟩ −

√
1
8
| ∓ 1⟩

|Γ5, 0⟩ = 1√
2
(|+ 2⟩ − | − 2⟩)

表 1: 立方対称結晶場中の f 電子の固有波動関数。括弧内の数字は縮退度を表す。

が安定な状態として選ばれる。この六重項は立方対称構造を持つ結晶中ではさらに二重項
(Γ7)と四重項 (Γ8)に分裂する。ここで導入したΓnはBethe記号と呼ばれ、結晶の点群対
称性の下での既約表現を表す記号である。電子数が奇数の場合、時間反転対称性によって
縮退が少なくとも 2重に保たれることがKramersの定理として知られており、これらの固
有状態はKramers多重項と呼ばれる。基底状態として Γ7状態の二重項が選ばれた場合に
は、この時間反転対称性によって保護された自由度をスピンと見なすことができ、f 1配
置の局在状態は前節までと同様に取り扱うことができる。
次に、Uや Pr系の化合物中で実現する f 2 配置の原子極限を考える5。この場合には

Kramersの定理は適用されず、f 電子の局在状態はスピンとは異なる自由度によって特徴
付けられる。まず、f 電子間の Coulomb相互作用を考慮すると全軌道角運動量 L = 5及
び全スピン角運動量 S = 1が選ばれ、スピン軌道相互作用によって全角運動量 J = 4が
安定な状態として実現する。さらに配位子場の影響を考慮すれば、立方対称結晶場中では
一重項 (Γ1)、二重項 (Γ3)および 2つの三重項 (Γ4,Γ5)へと分裂する。Γ3状態 (表 1右)に
着目すると、この縮退は時間反転対称性とは関係がないことから非Kramers二重項と呼
ばれる。CoxはUBe13の非 Fermi液体的挙動を念頭に置き、立方晶中の f 2配置における
基底状態として Γ3状態の非Kramers二重項を仮定し、局在した四極子の自由度が伝導電
子と相互作用する四極子近藤効果を提案した [26–28]。表 1右に非Kramers二重項の波動

5最外殻軌道の電子配置はそれぞれU:(5f)3(6d)1(7s)2、Pr:(4f)3(6s)2であり、固体中で 4価のUイオン
や 3価の Prイオンが実現すると、f 電子の局在極限では主量子数の違いはあるが同じ f2電子配置をとる。
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関数 |Γ3, α⟩ (α = ±)を示した。|M⟩ (M = −4, · · · , 4)は全角運動量 J = 4、およびその
z成分 Ĵzの固有値M の状態を表す。非Kramers二重項は ⟨Γ3, α|Ĵz|Γ3, α⟩ = 0であり、磁
気双極子モーメントの自由度を持たないが、Q̂z2 ≡ (3Ĵ2

z − Ĵ2)/2で定義される電気四極
子モーメントの自由度 ⟨Γ3,±|Q̂z2|Γ3,±⟩ = ±4を持つ。この四極子モーメントの自由度は
以下に定義する擬スピン T を用いて記述することができる6。

T =
1

2

∑
αα′

|Γ3, α⟩σαα′⟨Γ3, α
′|, (1.13)

f 1配置の場合にはスピン自由度を通して伝導電子と f電子が結合していたが、f 2配置の場
合には四極子自由度が伝導電子と局在した擬スピンを結合する。伝導電子の部分波のうち、
四極子自由度を持つのは図 1.5(a)の表中に示した J = 5/2の Γ8四重項であり、|Γ8;±, σ⟩
は四極子モーメント ⟨Γ8;±, σ|Q̂z2|Γ8;±, σ⟩ = ±4を持つ。また、Γ8状態の伝導電子は四
極子自由度とは別に時間反転対称性によって保護された縮退を持つため、これをスピンの
自由度とみなし、σ =↑, ↓によってラベルした。この時、四極子自由度を通じて伝導電子
と f 電子の間には以下のような相互作用が生じる。

Hint = J
∑
σ

T · tσc , (1.14)

ここで tσc はスピンσの伝導電子の四極子モーメントを表す。この時、1つの擬スピン (T )に
対して、2つの伝導電子のチャンネル自由度 (σ =↑, ↓)が結合している。一般に、大きさSの
局在スピンに対してn個のチャンネルの伝導電子が相互作用する問題はNozierésとBlandin

によって提案され、マルチチャンネル近藤効果として知られている [49]。非Kramers二重
項が置かれた状況は”スピン”と”軌道”の役割が入れ替わっているものの S = 1/2、n = 2

の場合に相当し、2チャンネル近藤効果を実現する最初の具体例として知られている。ま
た、近年ではNd3+イオンを含む金属に対して、Kramers二重項による 2チャンネル近藤
効果も提案されている [51]。
マルチチャンネル近藤模型の厳密解はBethe仮設 [52] や共形場理論 [53]を用いた計算
により求められ、その物理量の振る舞いなども調べられている [54]。n = 2の場合には
比熱の温度依存性は C/T ∝ −lnT となり、UBe13の非 Fermi液体的挙動を再現する [図
1.3(a)]。また、絶対零度においても有限の残留エントロピー S(0) = 1

2
ln2が存在するとい

う特異な振る舞いを示す。Nozierésらはこのような特異な振る舞いについて以下のような
説明を与えた。通常の近藤模型では高温領域で ln2のエントロピーを持つ不純物スピンを
1つのチャンネルの伝導電子が遮蔽することで残留エントロピーのない近藤一重項状態が
実現する [図 1.6(a)]。これによって有効的に相互作用のない局所 Fermi液体が実現する。

6Γ3二重項を記述する独立な物理量は、以下で与えられる Γ3状態間の積表現の既約分解によって得るこ
とができる。

Γ3 ⊗ Γ3 = Γ1 ⊕ Γ2 ⊕ Γ3 (1.12)

ここで電気四極子を表す Γ3 は擬スピンの x, z成分 (対称積表現)に、一方 y成分 (反対称積表現)に相当す
る Γ2は時間反転対称性を破る磁気八極子を表し、正確には擬スピンの y成分は電気四極子の自由度ではな
い。この対称性の違いから式 (1.14)において、近藤カップリングの µ = x, y, z 成分は Jx = Jz ̸= Jy のよ
うな異方性を持つことが許される。しかし、この異方性は 2チャンネル近藤効果に起因する非 Fermi液体
的挙動に定性的な影響を及ぼさないことが知られている [50]。
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J

J

J

Jc
ex > 0

(a) 1チャンネル近藤効果

(b) 2チャンネル近藤効果

図 1.6: nチャンネル近藤効果の概念図。パネル (a)(b)は n = 1, 2と対応。黒丸と実線は伝導電子
の格子を表す。黒の角矢印は局在スピン、白丸矢印は伝導電子スピンを表し、黒の点線は近藤カッ
プリングを意味する。図中の Jc

exは混成を通じた伝導電子間の交換相互作用。

一方、2チャンネル近藤模型では局在スピン Sを遮蔽しようとして 2つのチャンネルの伝
導電子が局在スピンとは反対向きのスピン分極を生じ、正味スピン 1つ分の分極 S ′が不
純物サイト上に残る [図 1.6(b)]。不純物サイト上の伝導電子は局在スピンと反対方向のス
ピン状態を全て占有するため、隣接するサイト上の伝導電子のうち、局在スピンと同じス
ピンを持つ状態のみが混成を通じてスピンS ′の遮蔽に参加する。しかし、同様にして、隣
接するサイト上にスピン分極が残る。このプロセスは際限なく繰り返され、2チャンネル
近藤効果ではいつまでも局在スピンが遮蔽されず、不純物サイト上に有限のエントロピー
が残留する。

1.3.2 2チャンネル近藤格子と相転移現象

2チャンネル近藤効果の周期系に対する拡張は以下に与えられる 2チャンネル近藤格子
(Two-Channel Kondo Lattice:TCKL)模型である。

H =
∑
kασ

ξkc
†
kασckασ + J

∑
iα

Si · sciα (1.15)

ここで αは伝導電子のチャンネル自由度を表す。2チャンネル近藤系では不純物サイト上
に絶対零度においても有限の残留エントロピーが存在するため、局在スピンが周期的に並
んだTCKL模型では相転移を伴う基底状態の出現が期待される。TCKL模型における秩
序状態に関しては様々な先行研究が存在し、局在スピンの反強磁性相 [55,56]や伝導電子
のチャンネル対称性の自発的破れ [57,58] などが知られているが、ここでは本研究に関連
する超伝導状態に関する結果について紹介する。
Emeryらは 2チャンネル近藤模型の不純物サイト上で超伝導対形成への不安定性を表

すペア感受率が増強されることを見出し [59]、1次元格子系の絶対零度ではこのペア感受
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図 1.7: TCKL模型の温度 T -フィリング nc相図 [66]の概略。横軸の nc = 2は伝導電子のハーフ
フィリングを表し、エネルギーの次元量はバンド幅の半値に対して規格化されている。

率が発散することを明らかにした [60]。この超伝導状態は、伝導電子が空間でなく時間的
に離れて Cooper対を形成し、ペア振幅が時間及びその Fourier変換である周波数空間の
原点に節を持つ奇関数となることから奇周波数超伝導 [59, 61–63]と呼ばれる。また、無
限次元系に対する解析によってハーフフィリング近傍のTCKL模型 [56]や他の関連する
模型 [64,65]においても奇周波数超伝導の可能性が示唆された。その後の数値計算手法の
発達によって、TCKL模型では有限の重心運動量を持つ奇周波数Cooper対の形成によっ
て生じる特異な超伝導相が安定に存在することが明らかにされた [66]。図 1.7はTCKL模
型の温度 T -フィリング nc平面における相図 [66]の概略を表す。S, τc,Φで示された領域
はそれぞれ局在スピン、伝導電子のチャンネル自由度、及び伝導電子間の奇周波数ペアに
よる秩序状態を表す。引数は秩序変数の重心運動量を表し、例えばS(0)[S(Q)]はそれぞ
れ強磁性 (F)[反強磁性 (AF)]を意味する。ハーフフィリング (nc = 2)近傍では局在スピ
ンによる反強磁性相が現れるが [55, 56]、nc = 1.5付近においては格子定数の逆数程度の
大きな重心運動量を持った奇周波数超伝導が実現する。この相図に現れる秩序状態の低
エネルギー領域における物理的性質は、局在スピンを記述する仮想的なフェルミオン (第
1.2.3節参照)を導入することで得られる有効的な平均場ハミルトニアンによって再現でき
ることが示されている [66,67]。また、TCKL模型の超伝導状態は転移温度以下において
も Fermi準位上に有限の状態密度が残ったギャップレス超伝導であること [66–68]や、フ
ルギャップ超伝導の実現には近藤カップリングに対するファインチューニングが必要であ
ることが報告されている [69]。
一方、奇周波数超伝導には従来のCooper対形成とは異なる側面があることが知られてい

る。奇周波数超伝導は同時刻でそのペア振幅が消えるという特異な性質を持つため、その転
移を検出する静的な秩序変数としてはペア振幅の微分係数に着目すれば良いことがEmery

らによって示された [59]。Balatsky-Bonca [70]やAbrahamsら [71]はその微分係数が多
体の物理量に対応することを指摘した。TCKL模型におけるこの多体の量は、局在スピン
と伝導電子間のCooper対による束縛状態の振幅という意味を持ち [60, 64–66, 69, 72, 73]、

17



E
ne

rg
y

Fermi level

(a) (b)

Be-atom Be

(2s)2

(2p)0

E
le

ct
ro

ns
 / 

at
om

-s
pi

n-
R

y

Ry

2

0 0.9

Fermi level

図 1.8: (a)Beにおける補償金属バンド形成の概略 (b)Beの状態密度 [76]の概略

複合体ペア振幅 [59,63,70,74]と呼ばれる。このように、TCKL模型の超伝導に関する先
行研究において、複合体ペア振幅は奇周波数超伝導の出現を記述する秩序変数として議論
されてきた。

1.3.3 UBe13の電子状態に関する考察と 2チャンネル近藤格子模型の拡張

UBe13におけるフルギャップ超伝導状態は常伝導相における非Fermi液体状態と密接に
結びついているため [図 1.3(b)]、非Kramers二重項による 2チャンネル近藤効果は超伝導
発現機構を提案する上で良い出発点の 1つであると考えられる。しかし、TCKL模型にお
ける超伝導に関する先行研究ではCooper対が有限の重心運動量を持ち、かつギャップレ
スな超伝導の出現が報告されており、UBe13におけるフルギャップ超伝導の実現を説明す
るには至っていない。しかし、これまでの先行研究では非Kramers二重項というU元素
に由来する局在 f 電子の情報は考慮されてきたが、伝導電子のバンド構造については注
目されてこなかった。そこで我々は UBe13の特徴的な化学構造に着目し、その伝導バン
ド構造について考察する。
UBe13は、その単位胞に含まれるBe元素の個数が局在 f 電子を供給するU元素に比べ

て多いという特徴を持つ。そこで、UBe13の伝導バンド構造はBe単体の性質を強く反映
すると仮定する。Be単体中では、Fermi準位上に正の有効質量を持つ電子バンドと負の有
効質量を持つ正孔バンドが共存する補償金属が実現することが知られている [75,76]。Be

単体が補償金属的な伝導バンド構造を持つ理由はその原子極限における電子配置から理
解することができる。図 1.8(a)に示したようにBe原子の最外殻軌道は完全に占有された
2s軌道と非占有の 2p軌道から構成される。固体中ではこれらの最外殻電子が運動エネル
ギーを獲得するため、Fermi準位近傍に電子的なFermi面と正孔的なFermi面が形成され
ると考えられる。Be単体の状態密度の計算結果 [76]の概略を図 1.8(b)に示した。Fermi

準位近傍で状態密度が小さくなるのは伝導電子の sp混成に起因する。
以上の伝導バンドに関する考察に加えて f 電子の局在極限を仮定すると、UBe13の電

子状態は Uに由来する局在 f 電子が周期的に並び、Beに起因する補償金属的なバンド
構造を持つ伝導電子と相互作用する近藤格子系 [補償金属的伝導バンドを持つ近藤格子
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(Kondo-Lattice with Compensated Metallic Conduction Bands: CMCB-KL)] によって記
述できると考えられる。後に示すように、CMCB-KL模型は電子と正孔という 2つの軌道
(チャンネル)が局在スピンと結合する 2チャンネル近藤系であり、先行研究では考慮され
てこなかった伝導バンド構造に特徴を持つ。この系では、電子と正孔という 2つのチャン
ネルが近藤一重項の形成に関して競合するため、低温領域における基底状態では近藤一重
項の形成を通じて電子と正孔が量子力学的に重ね合わせられ、ゲージ対称性の破れた超伝
導状態を実現することが期待される。
また、このような状況はUBe13に限らず、「Be原子と類似した最外殻電子配置を持つ元

素が単位胞内に多く含まれる」という特徴的な化学構造を持つ物質において広く実現する
可能性がある。例えば、Zn原子の電子配置は (3d)10(4s)2(4p)0であるため、重い電子系超
伝導体である PrIr2Zn20 [77]も候補物質に当たる。

1.4 研究目的
本研究では重い電子系におけるフルギャップ超伝導の新しい発現機構の提案とその物理

的性質の解明を目的とする。その際、Fermi準位上に電子バンドと正孔バンドが共存する
補償金属系に着目する。補償金属系は電子-正孔間に引力が働くことで Fermi面の再構成
が起こるエキシトン凝縮などの強相関現象の舞台として古くから議論されてきた [78,79]。
しかし、補償金属系の強相関現象に関する先行研究において近藤効果に起因する相転移
現象はこれまで議論されていない。我々は UBe13の化学構造に着目することで「局在し
たスピン自由度と結合した補償金属」(CMCB-KL模型)という量子系を着想した。本論
文では、TCKL模型の秩序状態の記述に用いられる平均場理論をCMCB-KL模型に適用
し、その超伝導状態の性質および物理的描像の解明を目指す。
本論文の構成は以下の通りである。まず第 2章では本論文で用いる CMCB-KL模型の

平均場理論について解説を行う。第 3章では連続体極限の模型を用いて種々の物理量の解
析的な表式の導出を行い、CMCB-KL模型における超伝導発現機構を解明する。第 4章で
は強束縛模型を用いた数値計算を行い、補償金属のバンド構造や外部磁場による超伝導状
態への影響を議論する。第 5章では超伝導体内部に渦が形成されることで生じる秩序変数
の空間非一様性による影響を議論する。強束縛模型を用いた数値計算により、秩序変数の
空間変調の特徴的な長さスケールや、渦内部に現れる低エネルギー準粒子の励起スペクト
ルの特性を明らかにする。また、超伝導状態の準古典理論の構築に取り組み、渦の特性の
物理的な起源を明らかにする。第 6章では本論文で得られた結果を要約する。付録では解
析計算の詳細などを補足する。
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2 補償金属的バンド構造を持つ近藤系の超伝導状態に対する
平均場理論

本章では補償金属的バンド構造を持つ 2チャンネル近藤格子模型 (CMCB-KL模型)に
ついての詳細とその解析に用いる平均場理論について紹介する。

2.1 CMCB-KL模型
補償金属的バンド構造を持つ近藤系の電子状態は以下の模型によって記述される。

H = H0 +Hint,

H0 =
∑
ijασ

ξασ,ijc
†
iασcjασ, (2.1a)

Hint =
∑
iα

JαSi · sciα, (2.1b)

sciα =
1

2

∑
σσ′

c†iασσσσ′ciασ′ (2.1c)

ciασ (c†iασ)はスピン σ =↑, ↓、および補償金属のバンド α = 1, 2で記述される座標Ri上の
伝導電子の消滅 (生成)演算子を表す。ξασ,ijは伝導電子の運動エネルギーを記述する行列
要素であり、以下では α = 1を電子的な Fermi面 (電子面)、α = 2を正孔的な Fermi面
(正孔面)を持つバンドの自由度に対応させる。Siは局在スピンを表し、結合定数 Jαを通
して各バンドの伝導電子スピン sciαと相互作用する。以上の模型を CMCB-KL模型と呼
び、その概略を図 2.1に示す。
上記のモデルでは局在した f 電子の自由度として、時間反転対称性によって縮退が守

られたKramers二重項を仮定した。一方、U化合物や Pr化合物中の f 2電子配置で実現
される非Kramers二重項の局在状態は時間反転対称性とは関係のない擬スピンの自由度
Tiによって記述される [26–28]。この擬スピンは伝導電子とバンドの自由度を介して結合

図 2.1: CMCB-KL模型の概略図
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H0 Hint

章.節 実空間 運動量空間 局在スピン
3 連続 r 自由電子 S

4 – 伝導バンド T

5.1-2 離散Ri – T

5.3-4 連続 r 自由電子 T

ξασ,ij

伝導バンド

ξkασ =
∑

⟨i,j⟩

ξασ,ije
−ik·(Ri−Rj)

自由電子

ξkασ ≃ 1

2mασ
k2 − µασ− 1

2mασ
∇2 − µασ

実空間 運動量空間

離散Ri

連続 r

低エネルギー極限連続体極限

Fourier変換

表 2: 各章で扱う CMCB-KL模型の設定。左表のH0欄中の横線はその表示を使用しないことを
意味する。右図は各章で扱う運動エネルギー項H0の表示 (”連続 r”、”離散Ri”、”自由電子”、”
伝導バンド”)の関係を表す。

し、その相互作用は以下のように与えられる。

Hint =
∑
iσ

JσTi · tciσ, (2.2a)

tciσ =
1

2

∑
αα′

c†iασσαα′ciα′σ (2.2b)

系の時間反転対称性はハミルトニアンが tci↑と tci↓の入れ替えの下で不変であることを要
請するため、結合定数は J↑ = J↓ = J を満たす7。したがって、非Kramers系では必ず 2

つの自由度 (σ =↑, ↓)の間で近藤一重項の形成に関する競合が生じる。
本論文では研究目的に応じて、CMCB-KL模型をいくつかの表示で扱う (表 2参照)。

第 3章では超伝導状態の物理的描像を明らかにするため、局在スピンの自由度としては
Kramers二重項 (S)を採用し、補償金属バンドを自由電子近似することで得られる連続体
極限の低エネルギー有効模型を用いて物理量の解析計算を行う。第 4章以降では U系や
Pr系化合物中の f 2電子配置の基底状態として実現する非Kramers二重項を念頭に、擬ス
ピン (T )との相互作用を扱う。また、運動エネルギー項に関しては以下に述べる。第 4章
では補償金属バンドのFermi面の枚数や異方性などの詳細や、外部磁場に対する超伝導状
態の安定性を議論するため、強束縛模型を用いて伝導バンド構造を記述する。第 5章では
秩序変数の空間変調を記述する実空間強束縛模型を用いた数値計算を行い、超伝導の代表
的な物性である渦の性質を調べる。また、その起源を解明するため、連続体極限として得
られる実空間描像の有効模型を用いて準古典Green関数理論を構築する。設定の詳細は
各章で再度説明する。

2.2 平均場理論
次にCMCB-KL模型における超伝導状態を記述するための平均場理論を導入する。近

藤効果に重要な局所的な電子相関を十分に考慮したDMFTに基づく先行研究では、重心
7この時、時間反転変換 ΘciασΘ

−1 =
∑

σ′ ciασ′ϵσ′σ に対して ΘHintΘ
−1 = Hint が成立する。
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運動量を持つCooper対の形成による新奇な超伝導相を含む、いくつかの非自明な秩序状
態の存在が明らかにされている [58,66]。さらに文献 [67]において、これらの秩序状態の
性質は平均場理論を用いて再現できることが示されており、秩序変数が十分に発達した低
温領域では近藤格子系の平均場理論による記述が正当化されると考えられる。そこで本研
究では、近藤格子系の秩序状態を記述する方法として十分に確立された手法である平均場
理論を適用し、CMCB-KL模型における超伝導状態の物理的性質の解明を目指す。
ここでは格子上の強束縛模型を念頭に平均場理論を導入する。局在スピンの自由度が

Kramers二重項 (S)、非Kramers二重項 (T )のいずれの場合にも同様な自己無撞着方程式
が得られるため、本節では物理的な描像が理解しやすいKramers二重項について扱い、非
Kramers二重項の平均場理論は付録B.1に記す。秩序状態を記述する平均場理論において
も、通常の近藤格子模型の解析と同様に局在スピンの自由度を記述する擬フェルミオンの
自由度を導入する。式 (1.5a)-(1.5b)と同様に擬フェルミオンを導入することでCMCB-KL

模型は以下のフェルミオン模型に書き換えられる。

H = H0 + εf
∑
i

(∑
σ

f †
iσfiσ − 1

)

− 1

4

∑
iσ1σ2σ3σ4

(σσ1σ2 · σσ3σ4)

[
J1

(
f †
iσ1
ci1σ4

)(
c†i1σ3

fiσ2

)
+ J2

(
f †
iσ1
c̄i2σ4

)(
c̄†i2σ3

fiσ2

)]
(2.3)

ここで正孔を生成する演算子 c̄†i2σ =
∑

σ′ ϵσσ′ci2σ′ を導入した。ただし、ϵ̂ = iσ̂yは完全反
対称テンソルである。次に局在スピンと伝導電子の凝縮を記述する平均場を以下のように
導入する。

Vi1σ =
1

4
J1

(
⟨fiσc†i1σ⟩+ 2⟨fiσ̄c†i1σ̄⟩

)
, (2.4a)

Wi2σ̄ =
1

4
J2

(
⟨fiσ c̄†i2σ⟩+ 2⟨fiσ̄ c̄†i2σ̄⟩

)
=

1

4
J2ϵσσ̄ (⟨fiσci2σ̄⟩ − 2⟨fiσ̄ci2σ⟩) (2.4b)

これらの平均場はそれぞれ擬フェルミオンと電子、正孔との混成を記述する行列要素とな
る [67–69]。また、擬フェルミオンの粒子数に対する拘束条件は平均値

∑
σ⟨f

†
iσfiσ⟩ = 1に

よって与えられる。以上のように平均場を導入した時、相互作用項は以下のように書き換
えられる。

Hint ≃
∑
iσ

[(
V ∗
i1σc

†
i1σ +W ∗

i2σ̄ϵσσ̄ci2σ̄

)
fiσ + h.c.

]
+ const. (2.5)

このように相互作用項は電子 (c†1σ)と正孔 (c2σ̄)の自由度が重ね合わされた状態と擬フェ
ルミオンによる混成項へと書き換えられる。この重ね合わせ状態は BCS理論における
Bogoliubov準粒子と類似しており、この有効ハミルトニアンがU(1)ゲージ対称性を破る
状態を記述していることが分かる。後に見るように、この超伝導状態の発現に重要なのは
Vi1σとWi2σ̄の非自明な解が共存することである。したがって、CMCB-KL模型の超伝導

22



状態は以下で与えられる有効ハミルトニアンを自己無撞着に解くことで記述される。

Heff =
∑
σ

Ψ⃗†
σĤσΨ⃗σ,

Ĥσ =

 ξ̂1σ 0 V̂ †
1σ

0 −ξ̂T2σ̄ Ŵ †
2σ̄

V̂1σ Ŵ2σ̄ ε̂f

 (2.6)

Ψ⃗σ = (c⃗1σ, c⃗
†
2σ̄, f⃗σ)は南部基底であり、格子点数N に対して c⃗ασ = (c1ασ, c2ασ, · · · , cNασ)

T

及び f⃗α = (f1α, f2α, · · · , fNα)
T である。各ブロックのN 次元正方行列の要素は (ξ̂ασ)ij =

ξασ,ij、(ε̂f )ij = εfδij、(V̂1σ)ij = Vi1σδij及び (Ŵ2σ̄)ij = Wi2σ̄ϵσσ̄δijと与えられる。
ここで平均場がチャンネル α = 1, 2に対して非対称に導入されている点について述べ
る。この非対称性は擬フェルミオンの自由度の導入の仕方が一意でないことに関連してい
る [67] 。実際、擬フェルミオンを fiσ →

∑
σ′ f

†
iσ′ϵσ′σと置き換えれば、式 (2.5)内でのチャ

ンネル自由度が互いに入れ替わった有効モデルを得ることができる8。この意味で擬フェ
ルミオンは局在スピンを記述するために導入された仮想的な自由度であり、物理的な自由
度ではない。しかし、元々の局在スピンの演算子 Siを用いて物理量を定義すれば擬フェ
ルミオンの導入の任意性に伴う問題はないため、その統計平均を有効ハミルトニアンを用
いて評価すれば伝導電子の自由度 α = 1, 2及び σ =↑, ↓の間の対称性は保たれる。
第 5章では磁場の侵入に伴う平均場の空間非一様性について議論するため、式 (2.6)で
与えられる実空間描像の有効ハミルトニアンを自己無撞着に解く。一方で、第 3章と第 4

章では空間一様なバルク解の性質を調べる。この場合には Vi1σ = V1σ及びWi2σ̄ = W2σ̄と
なるため、Fourier変換を実行して運動量表示に移った方が解析計算および数値計算の取
り扱いが容易になる。場の演算子の Fourier変換を次のように定義する。

Ψkσ =
1√
N

∑
i

Ψiσe
−ik·Ri (2.7)

ただし、Ψiσ = (ci1σ, c
†
i2σ̄, fiσ)

T 及びΨkσ = (ck1σ, c
†
−k2σ̄, fkσ)

T である。この時、式 (2.6)は
以下のように書き換えられる。

Heff =
∑
kσ

Ψ†
kσĤkσΨkσ + const., (2.8a)

Ĥkσ =

 ξk1σ 0 V ∗
1σ

0 −ξk2σ̄ W ∗
2σ̄ϵσσ̄

V1σ W2σ̄ϵσσ̄ εf

 (2.8b)

ここで ĤkσはBlochハミルトニアンのスピン σ成分を表す。また、ξkασは ξij,ασから定義
される補償金属のエネルギー分散を表し、反転対称性 ξkασ＝ξ−kασ仮定した。さらに、平
均場理論が正当化される低温領域では f 電子のエネルギー準位は Fermi準位近傍に位置
するため、以下では εf = 0とおく。ここまでの結果は f 電子の局在状態としてKramers

二重項を仮定した結果であるが、非Kramers二重項を仮定した場合の有効ハミルトニア
ンは式 (2.6)において α = 1, 2 ↔ σ =↑, ↓と読み換えることで得られる。詳細は付録 B.1

に記す。
8この変換の下で局在スピンの交換関係は不変である。
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3 CMCB-KL模型の超伝導発現機構
本章では局在スピンと相互作用する補償金属の超伝導発現機構やその物理的性質を明ら

かにする。その際、超伝導状態の記述には平均場理論を適用し、補償金属の伝導バンド構
造を記述する低エネルギー有効模型を用いることで物理量の解析計算を行う。

3.1 低エネルギー有効模型
超伝導状態の基本的な性質を理解するため、低エネルギー領域の自由度を記述する連続

体極限の有効模型を用いて解析を行い、種々の物理量の解析的な表式を導出する。連続体
極限の低エネルギー有効理論におけるハミルトニアンは以下のように与えられる。

H =
∑
ασ

∫
k∈Kα

dk ψ†
kασξkαψkασ

+
1

2

∑
ασσ′

Jα

∫
dr S(r) · ψ†

ασ(r)σσσ′ψασ′(r) (3.1)

ここで、ψkασ(ψ
†
kασ)は波数 k、チャンネル α及びスピン σの伝導電子の消滅 (生成)演算

子を表す。また、補償金属のエネルギー分散 ξkαを以下のように与える。

ξkα =
1

2mα

(k −Kα)
2 − µα (3.2)

ここで α = 1を電子バンド、α = 2を正孔バンドに対応させる。mαは伝導電子の有効質
量であり、m1 > 0、m2 < 0である。また、化学ポテンシャル µαを各バンドに対して導
入し、µ1 > 0及び µ2 < 0とする。この模型において電子と正孔の数密度が同数である場
合にはm1µ1 = m2µ2が成立する。Kαは電子面、正孔面の中心を表しており、波数に関
する積分を実行する範囲Kαはカットオフ kcに対して |k −Kα| < kcで定義する。また、
対応するカットオフエネルギーを |ξkcα| ≡ Dα (≳ |µα|)と定義し、|ξkα| < Dαの範囲に存
在する伝導電子が局在スピンとの凝縮に寄与すると考える。Jα > 0は各 Fermi面と局在
スピン密度S(r)の近藤カップリングを表す。ここでは局在スピンの自由度として物理的
描像の理解しやすいKramers二重項を採用し、スピン自由度を通した近藤効果を考えて
いる。また、この局在スピン密度 S(r)は格子点Ri上に局在した f 電子のスピン演算子
Siに対してS(r) =

∑
i Siδ(r −Ri)と定義する。

第 2章で導入した平均場理論を適用し、超伝導状態を記述する。上述の低エネルギー有
効模型において、局在スピンの擬フェルミオン表示 [式 (1.5a)]及び平均場 [式 (2.4a)-(2.4b)]

は格子点の添字 iを空間座標 rに置き換え、以下のように定義される。

S(r) =
1

2

∑
σσ′

f †
σ(r)σσσ′fσ′(r), (3.3a)

V =
3

4
J1⟨fσ(r)ψ†

1σ(r)⟩, (3.3b)

W =
3

4
J2⟨fσ(r)ψ̄†

2σ(r)⟩ (3.3c)
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∼ D1

∼ 2kc

図 3.1: エネルギー分散の概略図

ここで ψ̄†
2σ =

∑
σ′ ϵσσ′ψ2σ′は正孔を生成する演算子である。以下ではまず初めに超伝導状態

のエネルギー分散や秩序変数について調べるため、平均場が非自明な解を持つと仮定して
解析を行う。その際、CMCB-KL模型の超伝導は局在スピンと伝導電子の近藤一重項形成
を介して実現することを考慮して、平均場に対してはV1↑ = V1↓ = V 及びW2↑ = W2↓ = W

という非磁性な解を仮定した9。この仮定の妥当性は自己無撞着方程式の解析を実際に行
うことで確認することができる (付録B.4参照)。

3.2 解析結果
3.2.1 エネルギー分散

まずは k ∈ Kαの低エネルギー領域における超伝導状態のエネルギー分散について考え
る。常伝導状態において電子面と正孔面は運動量空間上で重なり合うことは無いと考え
る。この時、領域Kα内のFermi準位近傍にはバンド ξkαの伝導電子ψkασと擬フェルミオ
ン fkσのみが存在するため、低エネルギー領域の振る舞いは有効的に式 (1.7)と同様の混
成模型によって記述できる。そのため、エネルギー分散は以下のように与えられる。

Ekα± =
1

2

(
ξkα ±

√
ξ2kα + 4|Vα|2

)
(3.4)

ただし V2 ≡ W と定義した。図 3.1にこのエネルギー分散の概略を示した。図中の点線は
伝導電子のエネルギー分散及び Fermi準位を表し、式 (3.4)のエネルギー分散を実線で示
した。伝導電子のスペクトルは擬フェルミオンとの混成を通じて Fermi準位上にエネル
ギーギャップを開く。また、このエネルギーギャップは運動量遷移を伴う励起で最小値を示

9非磁性解を仮定した場合には ⟨f↑(r)ψ†
1↑(r)⟩ = ⟨f↓(r)ψ†

1↓(r)⟩、⟨f↑(r)ψ2↓(r)⟩ = −⟨f↓(r)ψ2↑(r)⟩が成立
する。式 (3.3b)-(3.3c)ではこの条件を用いている。
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す間接ギャップ構造を取るという点でBCS理論とは異なっており、その大きさは式 (3.4)

からEgap,α ∼ |Vα|2/|µα|+ |Vα|2/Dαと見積もることができる10。このエネルギーギャップ
Egap,αは比熱の温度依存性のような熱力学的性質に反映される。一方、運動量遷移を伴わ
ない直接ギャップは Fermi波数上で最小値 2|Vα| ≫ Egap,αを示し、光学伝導度 σ(ω)のス
ペクトルにはこの直接ギャップの大きさが反映される。

3.2.2 秩序変数

次にこの超伝導状態を特徴付ける秩序変数について考える。平均場理論の有効ハミル
トニアンでは V 及びW が自己無撞着方程式を満たす非自明な解を持つ場合に電子と正孔
の重ね合わせられた状態が実現し、ゲージ対称性の破れた超伝導状態を記述することが
できる [式 (2.5)参照]。その意味で平均場 V 及びW を秩序変数とみなすこともできるが、
擬フェルミオン fσは局在スピンの低エネルギー励起を記述するために導入された補助的
な自由度であるため、元々の模型 [式 (3.1)]に含まれる自由度から物理的な秩序変数を定
義する必要がある。通常、ゲージ対称性が破れた状態に対しては伝導電子間のペア振幅
⟨ψkασψ−kα′σ′⟩が有限になると考えられる。しかし、Fermi準位近傍の自由度のみを考え
ると、

⟨−Tτ [ψkασ(τ)ψ−kα′σ′ ]⟩ = 0 (3.5)

となり、Cooper対の周波数依存性を考慮しても伝導電子間のペア振幅は有限な値を持た
ない。したがって、伝導電子間のCooper対は低エネルギー領域におけるギャップの形成
に伴う凝縮エネルギーの利得には寄与していない。その代わりにCMCB-KL模型におい
ては局在スピンとの凝縮によるゲージ対称性の破れを記述する複合体ペア振幅 [59,63,70]

が有限な値を持つ秩序変数となる。複合体ペア振幅は以下のように与えられる。

Φαα′

µ,σσ′(R; r, r′) = ⟨Sµ(R)ψασ(r)ψα′σ′(r′)⟩

=
1

2
(σ̂µϵ̂)σσ′ ϵαα′V ∗WFα(r −R)F ∗

α′(r′ −R) (3.6)

2行目では平均場理論を適用し、低温極限 T → 0で評価を行った。詳細な導出は付録B.3

に記す。ここで導入した関数Fα(r)は複合体ペアの空間的な広がりを表し、以下のように
与えられる。

Fα(r) =
eiKα·r

kFαr
ρα(0)

∫ Dα

−|µα|
dω

sin

(
kFαr

√
1 + ω

|µα|

)
√
ω2 + 4|Vα|2

(3.7)

ここで ρα(0)は伝導電子のFermi準位上の状態密度を表す。また、r = |r|である。この関
数の原点及び無限遠における漸近形は以下のように与えられる。

Fα(r = 0) = ρα(0)ln

(
Dα|µα|
|Vα|2

)
, (3.8a)

Fα(r → ∞) = 2eiKα·rρα(0)
sin(kFαr)

kFαr
e−r/ξα (3.8b)

10ここでは電子面と正孔面が運動量空間内で離れた状況を考えているが (図 3.1参照)、比較のために 2つ
の Fermi面が完全に重なった状況を記述する模型について解析を行った結果を付録 Cに示す。
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ここで、ξα = |µα|/(kFα|Vα|)は複合体ペア振幅の空間的な広がりを表しており、Fermi準
位近傍の伝導電子が混成 Vαを通して、局在スピンの周りに束縛されることを示す。以上
より、CMCB-KL模型において平均場 V,W が共存する時には、伝導電子間のCooper対
のような 2体の束縛状態ではなく、局在スピンも巻き込んだ 3体の束縛状態の形成を記述
する複合体ペア振幅のみが有限な値を示し、ゲージ対称性の破れを記述する秩序変数と
なる。TCKL模型の超伝導に関する先行研究において、複合体ペア振幅は奇周波数超伝
導の発現を記述する静的な秩序変数として議論されてきた [59,63,70]。しかし、我々が解
析を行った結果、低エネルギー領域について考える限りは伝導電子間の奇周波数Cooper

対は形成されておらず、エネルギーギャップの形成に伴う凝縮エネルギーの利得には寄与
していない。この意味で、複合体ペア振幅の形成は必ずしも奇周波数超伝導の発現と一対
一に対応するものではない。この側面は式 (3.1)の低エネルギー有効模型を用いた解析に
よって初めて明らかになった。

3.2.3 自己無撞着方程式

ここまでの解析では平均場 V、W が共に有限な値を持つと仮定してエネルギー分散及
び秩序変数の性質を明らかにした。以下では具体的に自己無撞着方程式を解き、転移温度
などの振る舞いを調べる。エネルギー分散の計算と同じく、k ∈ Kαの低エネルギー領域
の振る舞いは伝導電子 ψαと擬フェルミオンの混成模型によって記述される。ゆえに、自
己無撞着方程式が非自明な解を持つ条件は式 (1.9)と同様の表式になり、以下のように与
えられる11。

1

Jα
=

3

4

∫
k∈Kα

dk

(2π)3
f(Ekα−)− f(Ekα+)

Ekα+ − Ekα−
(3.9)

この式の右辺の被積分関数は正の量であるので、Jα > 0の反強磁性的相互作用の場合の
み解が存在する。
式 (3.9)から平均場 Vαが非自明な解を持つ温度は以下のように与えられる。

Tc,α =
2eγ

π

√
Dα|µα|exp

[
− 4

3Jαρα(0)

]
(3.10)

ここで γは Euler定数と呼ばれ、2eγ/π ≃ 1.13である。この表式は近藤温度と同じであ
る。一方、絶対零度において、エネルギーギャップの大きさを決める平均場の振幅

|Vα(0)| =
√
Dα|µα|exp

[
− 2

3Jαρα(0)

]
(3.11)

が得られる。したがって、エネルギー分散から見積もったエネルギーギャップの大きさは
およそ

Egap,α = (Dα + |µα|)exp
[
− 4

3Jαρα(0)

]
(3.12)

11平均場に対する自己無撞着方程式の導出の詳細は付録 B.4参照。

27



と与えられ、Tc,αと同程度であることがわかる。我々の理論では超伝導発現機構として近
藤効果を考えているため、特徴的なエネルギースケールとして近藤温度が現れることは
自然な帰結である。通常の近藤格子における重い電子の形成はクロスオーバーであるた
め、平均場理論は低温領域でのみ正当化される。一方、本研究では自発的対称性の破れを
伴う相転移現象について考えているため、低温極限から転移温度近傍まで平均場理論に
よる外挿がうまく働く可能性がある。そこで以下では転移温度のエネルギースケールに
ついて簡単な見積もりを与える。ここでは簡単化した表式 TK = D exp(−1/λ)を用いる。
2Dは伝導電子のバンド幅、λは近藤カップリングと状態密度の積 Jρ(0)に対応する。こ
こで、重い電子系の解析に用いられる典型的な値として 2D = 104 K、λ = 0.3を選ぶと
TK ≃ 180 Kとなる。一方、本研究で注目しているような補償金属では Fermi準位近傍の
状態密度が通常の金属に比べて小さいという特徴がある [図 1.8(b)参照]。これを踏まえて
λ = 0.1を選ぶと TK ≃ 0.2 Kとなり、重い電子系超伝導体の転移温度のエネルギースケー
ルを再現することができる。
また、秩序状態の熱力学的安定性を確かめるため、低温領域における単位体積あたりの

自由エネルギー密度F (T )を計算すると、常伝導状態の自由エネルギー密度F0(T )との差
は以下で与えられる12。

F (T )− F0(0) ≃ −2
∑
α

ρα(0)

[
|Vα(0)|2 + 2

(
TDα

|Vα(0)|

)2

e−β|Vα(0)|2/Dα

]
(3.14)

ここでは簡単のためDα = |µα|とおいた。右辺大括弧内の第 1項は近藤一重項の形成によ
る凝縮エネルギーを表している。また、第 2項は低温極限の熱励起を記述しており、比熱
が温度に対して指数関数的に減衰することを示している。
超伝導転移温度については、局在スピンの自由度をKramers二重項に選んだ場合と非

Kramers二重項に選んだ場合を分けて考える必要がある。一般に、電子バンドと正孔バン
ドのエネルギー分散は非対称であり、Fermi準位上の状態密度などが異なるためTc,1 ̸= Tc,2
である。この非対称性について考える。対称な極限 Tc,1 = Tc,2では複合体ペアの形成を
通じて、有限の転移温度 Tc = Tc,1 = Tc,2で超伝導が発現する。この極限を出発点に取っ
た時、有限の転移温度を持つ超伝導相が伝導バンドの非対称性をわずかに考慮しただけ
で消失するとは考えにくい。そのため、超伝導転移温度は複合体ペア振幅が有限になる
Tc ∼ min(Tc,1, Tc,2)によって与えられると考えられる。また、TK ∼ max(Tc,1, Tc,2)はど
ちらか一方のチャンネルにおける近藤効果のクロスオーバーの温度スケールを表してい
ると考えられる。Tc,1 > Tc,2 ̸= 0とすると、まず T ≲ Tc,1で重い電子状態が形成される。
この時、局在スピンの共鳴準位は nf = 1を満たすように決まるため電子数密度 n1に対
して εf ≃ n1|V1|2/|µ1| ∼ n1Tc,1と与えられる。この共鳴準位が |εf | ≲ Tc,2を満たす時に
は、α = 2の正孔バンドに対しても共鳴準位がFermi準位近傍に存在すると見なせるため、

12系の体積 Ωに対して、自由エネルギー密度の差は以下で与えられる [80]。

F − F0 =
1

Ω

∫ 1

0

dλ
1

λ
⟨λHint⟩λ (3.13)

ここで ⟨· · · ⟩λはH0 + λHintによる統計平均を表す。相互作用項を平均場理論に基づいて分解し、低温極限
を考慮することで式 (3.14)を得ることができる。
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T

|Tc,1 − Tc,2|0

Tc,1 = Tc,2

SC

Fermi 
liquid

Non-Fermi 
liquid

∼ (1− n)TK

Tc ∼ min(Tc,1, Tc,2)

TK ∼ max(Tc,1, Tc,2)

図 3.2: Kramers系の概念的な超伝導相図

T ≲ Tc,2では正孔バンドも近藤効果を起こす。この場合、T ≲ Tc,2において電子、正孔、
局在スピンの凝縮を通じて超伝導状態が実現する。ゆえに、|Tc,1 − Tc,2| ≲ (1− n1)Tc,1で
は超伝導相が存在する。Tc,1 ̸= 0, Tc,2 = 0の極限では、α = 1の電子バンドのみが近藤効
果に寄与し、T ≲ Tc,1において重い電子状態を形成したFermi液体が実現する。したがっ
て、伝導バンドの非対称性を考慮した場合の定性的な相図は図 3.2のようになる。
一方で、局在スピンが非Kramers二重項である場合には2つの”チャンネル”自由度 (σ =↑

, ↓)の等価性が時間反転対称性によって保護されるので、常に 1つの温度スケール Tcのみ
が現れる。詳細は付録B.4に記す。

3.2.4 2次的に誘起されるCooper対

ここまでの議論では Fermi準位近傍の自由度のみを考えることで、式 (3.6)の複合体ペ
ア振幅がゲージ対称性を破る秩序変数となり、凝縮エネルギーの利得へ寄与する一方、伝
導電子間のCooper対の振幅は 0になることを示した。しかし、このような状況において
外部電場は電荷自由度を持つ伝導電子にのみ作用し、局在スピンには作用しないため、複
合体ペア自身がこの外部電場によって運ばれることはない。このままでは複合体ペアの
秩序状態にはMeissner効果が存在しないことになってしまうが、これまでの議論に用い
た低エネルギー有効模型には含まれていなかった高エネルギー側の情報を考慮すること
で、伝導電子間のCooper対が 2次的に誘起される可能性が残されている。このように誘
起されるCooper対は模型の高エネルギー領域の詳細に依存するため、ここでは 1つの起
源としてエネルギー分散のカットオフEc、つまり伝導電子のバンド幅の存在について考
える [図 3.1参照]。この時、Cooper対は Fermi準位近傍の伝導電子と高エネルギー領域
(|ξkα| ∼ Ec)に位置する電子によって形成される。物理量の計算の際にはE−1

c の次数でべ
き展開することで高エネルギー領域の寄与を摂動論的に取り込むことができる (付録B.5

参照)。このようにして計算した伝導電子間の Cooper対の振幅はE−1
c の 1次のオーダー
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の量になり、以下のように与えられる。

⟨ψkασψ−kα′σ′⟩ = −V
∗W

Ec

ϵσσ′ (σ̂z ϵ̂)αα′

∑
λ

θ(kc − |k −Kλ|)√
ξ2kλ + 4|Vλ|2

(3.15)

このCooper対の半径 ξCは ξα = |µα|/(kFα|Vα|)に対して ξC ∼ max(ξ1, ξ2)と与えられるた
め、複合体ペア振幅と同程度の空間的な広がりを持つ。このようにバンドカットオフを考
慮することで伝導電子間のペア振幅が有限になるため、超伝導電流を運ぶことができる。
次にMeissner効果について考えるため、久保公式 [81]を用いて電磁応答関数を計算す

る。ベクトルポテンシャルA(q)に対する線形応答の範囲で全電流密度の µ成分は jµ =

−
∑

ν KµνAνと表すことができる。ここで導入した電磁応答関数は反磁性的な寄与Kd
µνと

常磁性的な寄与Kp
µνに分離することができる、各寄与は以下のように与えられる。

Kp
µν(q) = − 1

(2π)3

∫ β

0

dτ⟨ĵpµ(q, τ)ĵpν(−q)⟩, (3.16a)

Kd
µν(q) = δµν

∑
ασ

∫
k

dk

(2π)3
e2
∂2εkα
∂k2µ

⟨ψ†
kασψkασ⟩ (3.16b)

ただし、ĵpµは電流演算子の常磁性成分であり

ĵpµ(q) =
∑
ασ

∫
dk ψ†

k−ασ(ev
µ
kα)ψk+ασ (3.17)

と定義される。ここで、k± = k± q/2とした。また、vµkα = ∂εkα/∂kµは伝導電子の速度、
e < 0は素電荷を表す。ここで、εkαはバンド幅を考慮したエネルギー分散で、高エネル
ギー側の情報も含んでいる。誘起されたCooper対による電磁応答関数のうち、E−1

c の最
低次の寄与は以下のように与えられる。

Kµν(q → 0) ≃
∑
α

4|V ∗
1 V2|2

E2
c |Vα|2

nαe
2

|m̃α|
δµν (3.18)

ここで nαは電子 (α = 1)および正孔 (α = 2)の数密度を表し、n2 =
∑

σ⟨ψ̄
†
2σψ̄2σ⟩である。

また、m̃α(∼ −mα)は k ∈ Kαにおけるバンド εkᾱの有効質量を表す。詳細な導出は付録
B.6.1に記す。得られた応答関数の大きさは従来のBCS理論と比べて (|Vα|/Ec)

2だけオー
ダーが小さいため、誘起されたCooper対 ⟨ψkασψ−kα′σ′⟩によるMeissner応答はBCS超伝
導体と比べてO(Ec/|V |)だけ長い磁場侵入長を示す。この振る舞いは以下のようにして
理解できる。まず、常伝導状態では常磁性成分Kpと反磁性成分Kdは同じ大きさを持ち、
符号だけが異なるため互いにキャンセルする。この状況は通常の近藤絶縁体 (バンド絶縁
体)であっても同様である。一方、超伝導状態では Cooper対が誘起されることで常磁性
(反磁性)成分がわずかに減少 (増加)し、合計ではO(E−2

c )だけ反磁性の寄与が残ること
でMeissner効果を示す。このように、高エネルギー側から誘起されるCooper対は凝縮エ
ネルギーの利得への寄与は小さいが、超伝導状態に期待される自然な電磁応答を記述する
上で重要な役割を担っている。また、TCKL模型の超伝導に関する先行研究では有限の重
心運動量を持つ奇周波数Cooper対によるMeissner効果の実現が報告されている [67]。一
方、本研究において超伝導応答に主要な寄与をもたらすのは従来のBCS超伝導と同じ、重
心運動量を持たず、また同時刻に有限な振幅を持つ偶周波数Cooper対 [式 (3.15)]である。
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3.2.5 他バンドの混成による影響

前節では低エネルギー有効模型には含まれていないバンドカットオフの存在を考慮し、
2次的に誘起される伝導電子間のCooper対が電流を運ぶことを明らかにした。一方、実
際の物質中では、補償金属的なバンド構造を形成する軌道 (α = 1, 2)が低エネルギー領域
の支配的な自由度であるとしても、高エネルギー領域には他の軌道に由来するバンド構造
が存在し得る。本節ではこのような補償金属的なバンド構造を持つ電子以外の伝導電子が
存在することによる超伝導状態への影響を議論する。
本研究では「UBe13の伝導バンド構造はその特徴的な化学構造を反映し、Be単体の補

償金属という性質を引き継ぐ」という仮定に基づいてCMCB-KL模型におけるフルギャッ
プ超伝導の発現機構を論じた。以下ではよりUBe13に近い状況を想定するため、U元素に
含まれる 6d電子が固体中を遍歴し、Be元素に由来する補償金属的なバンド構造を持つ伝
導電子と混成する状況を考える13。以下ではこの 6d電子 (以下 d電子)による超伝導状態
への影響を考慮するため、CMCB-KL模型に d電子の混成を記述する以下の項を加える。

Hd = εd
∑
kσ

d†kσdkσ +
∑
ασ

(Vdd
†
kσckασ + h.c.) (3.19)

dkσは運動量 k、スピン σを持つ d電子の消滅演算子を表す。ここでは簡単のため、d電
子の軌道縮退を無視した。以下では dkσ及び ckασで記述される伝導電子を区別するため、
改めて前者を d電子、後者を伝導電子と呼ぶ。εd, Vdは d電子のエネルギー準位および伝
導電子 ckασ との混成を表す。主に Beの 2s, 2p電子から構成される伝導電子 ckασ に比べ
て d電子は波動関数の広がりが小さいため、ここではエネルギー分散の波数依存性は無視
し、伝導電子との混成 Vdを通じて運動エネルギーを獲得すると考える。また、Uサイト
上では d電子や f 電子の波動関数が水素様原子ポテンシャル中の波動関数で近似できる
と仮定すると、直交性から d-f 電子間の混成はなく、交換相互作用が生じない。したがっ
て、ここでは d電子は局在スピンの自由度と直接結合しないと考える。以上のように d電

εd

0

Ẽk1−

Ẽk1+ Ẽk2+

Ẽk2−

energy
<latexit sha1_base64="imlVnaDGJDHlTNGcJYGh8qzTea0="></latexit><latexit sha1_base64="imlVnaDGJDHlTNGcJYGh8qzTea0="></latexit><latexit sha1_base64="imlVnaDGJDHlTNGcJYGh8qzTea0="></latexit><latexit sha1_base64="imlVnaDGJDHlTNGcJYGh8qzTea0="></latexit>

図 3.3: 常伝導状態のエネルギー分散 Ẽkα±の概略図

13Uの原子極限における電子配置は (5f)3(6d)1(7s)2であり、UBe13で期待される 4価のイオン [26]を考
えると 6d電子も伝導を担う。実際に UBe13の 5f 軌道以外の自由度による伝導バンド構造を第一原理計算
手法の 1つである局所密度近似に基づいて計算すると、Fermi準位近傍では Be元素に由来する 2s, 2p電子
とU元素に由来する 6d電子が混成した補償金属的なバンド構造が得られる。本論文ではバンド計算に基づ
く現実的な CMCB-KL模型の構築には立ち入らず、簡略化した模型 [式 (3.19)]を用いて議論を行う。
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子を導入した時、常伝導状態のエネルギー分散 Ẽkα±は以下で与えられる。

Ẽkα± =
1

2

[
ξkα + εd ±

√
(ξkα − εd)2 + 4|Vd|2

]
(3.20)

このエネルギー分散の概略を図 3.3に示した。d電子との混成を通じて常伝導状態のFermi

面が再構成され、非対称なエネルギーバンド構造を持った伝導電子が局在スピンと相互作
用する。この模型では d電子のエネルギー準位や混成の大きさによって、電子面・正孔面が
Fermi準位上にギャップを開く可能性があり、その場合には超伝導転移が生じなくなる。そ
こで以下ではHdに対する超伝導状態の安定性を議論するため、d電子数 ndを固定し、転
移温度の混成Vdに対する変化を調べる。その際、εdはndを固定するためにVdの関数とし
て決定される。簡単のため、U,Be元素の各軌道に含まれる最外殻電子のUBe13の単位胞あ
たりの個数から d電子数ndはnd < ncを満たすと仮定する。ただし、nc = n1 = n2 < 1は
電子 (n1)および正孔 (n2)の粒子数を表す。この時、低エネルギー有効模型を用いて d準位
εdの Vd依存性を計算すると、下部エネルギーバンド Ẽkα−はmax(Ẽk1−),max(Ẽk2−) > 0

を満たすことが示せる (詳細は付録 B.7参照)。ゆえに、電子 (α = 1)、正孔 (α = 2)の自
由度が共に Fermi準位上に共存し、超伝導転移が起こり得る。
次に転移温度 Tc,αの Vd依存性を考える。d電子との混成ギャップの形成によって凝縮エ

ネルギーの利得に寄与する低エネルギー領域の電子数が減るため、Vdが有限になると転
移温度 Tc,αは減少する。しかし、電子面と正孔面がギャップアウトせずにFermi準位上に
共存するため、転移温度は有限な値を持つ。転移温度 Tc,αの Vdに対する変化は自己無撞
着方程式を解くことで得られ、以下で与えられる。

Tc,α/T
(0)
c,α

≃


1− 1

2nc(2− nc)

|Vd|2/D
T

(0)
c,α

(
|Vd|2

D
≲ ndT

(0)
c,α

)
(
1− nd

2nc(2− nc)

)[
1 +

(
1

2n2
c

+
1

2(2− nc)2
+
σz
αα(nc − 1)

n2
c(2− nc)2

)
|Vd|2/D
D

] (
|Vd|2

D
≳ ndT

(0)
c,α

)
(3.21)

簡単のために 2D = D1 + µ1 = D2 + |µ2|と置き、|Vd|/D ≪ 1を仮定した。T (0)
c,α は式

(3.10)の Vd = 0の転移温度を表す。Tc,αの Vdに対する変化を図 3.4に示す。ndを固定し
た場合、|Vd|が小さい領域では d準位 εdがFermi準位近傍に位置し、|Vd|の増加に伴って
混成ギャップが発達するので転移温度が減少する。一方、|Vd|が増加するにつれて d準位
εdは Fermi準位から離れるため (付録 B.7参照)、低エネルギー領域に対する d電子の混
成による影響は小さくなる。そのため、εd ≃ T

(0)
c,α を目安に転移温度の減少が抑制され、

Tc,α/T
(0)
c,α ≳ (1 − nc)/(2 − nc) > 0程度の有限値を示す。したがって、UBe13中に存在す

る 6d電子は混成ギャップの形成によって伝導バンド構造に影響を及ぼすことで転移温度
を低下させるが、局在スピンとは直接相互作用しないために「電子と正孔による近藤効果
への競合」を阻害しない。ゆえに、提案した超伝導発現機構はその候補物質であるUBe13
中で懸念される 6d電子の混成に対して頑強であると考えられる。
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1

|Vd|2/D

∼ D0

1 − nd

2nc(2 − nc)

Tc,α/T
(0)
c,α

∼ ndT
(0)
c,α

図 3.4: 転移温度 Tc,αの |Vd|依存性。青とピンクの点線は式 (3.21)を表す。

3.2.6 議論および結論

本節では他の秩序状態との競合についてコメントする。電子相関のある補償金属系では
励起子絶縁体 [78, 79, 82]や電荷密度波 [83]などの秩序状態が知られており、本研究で提
案した超伝導発現機構と競合すると考えられる。これらの秩序状態への不安定性は伝導
電子のバンド構造の詳細に依存し、一般にはFermi面のネスティングが重要になる。一方
で、我々の提案した超伝導発現機構は局所的な物理現象である近藤効果に起因するため、
Fermi面の異方性のような運動量空間の構造に対しては頑強であると期待される。この予
想についてはFermi面の異方性を取り入れた強束縛模型を用いて自己無撞着方程式を解析
することで検証を行う。結果の詳細については第 4.1節に記す。
本章では平均場理論に基づいて局在スピンと相互作用する補償金属系におけるフルギャッ

プ超伝導の発現機構を確立し、その物理的性質を明らかにした。超伝導状態におけるエネ
ルギーギャップはBCS理論の s波超伝導とは異なる間接ギャップ構造を示し、そのエネル
ギースケールは超伝導発現機構を反映した近藤温度によって与えられる。また、補償金属
の特性であるFermi準位上における小さい状態密度を考慮することで重い電子系の超伝導
転移温度のエネルギースケールを定性的に再現できることを示した。
低エネルギー有効模型を用いた解析の結果、エネルギーギャップの形成による凝縮エ

ネルギーの低下に寄与する秩序変数は伝導電子間のCooper対ではなく、局在スピン、電
子、正孔の 3体の束縛状態を記述する複合体ペア振幅であることを示した。さらに、線形
応答理論に基づいて電磁応答関数を計算し、高エネルギー領域から 2次的に誘起された
Cooper対が反磁性電流を運ぶという超伝導応答の発現機構を明らかにした。その際、超
伝導応答に主要な寄与を及ぼすのは先行研究で報告されているような奇周波数Cooper対
ではなく、偶周波数Cooper対であることを示した。この点において、CMCB-KL模型に
おけるフルギャップ超伝導は従来の TCKL模型における超伝導状態とは異なる特徴を持
つことを明らかにした。また、本研究で提案した発現機構の候補物質であるUBe13を念
頭に CMCB-KL模型を拡張し、U元素に由来する d電子の混成に対して超伝導状態は頑
強であることを示した。
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4 強束縛模型を用いた数値解析
4.1 Fermi面の異方性による影響
前章では低エネルギー領域を記述する連続体極限の模型を用いた解析計算によって超伝

導発現機構やその物理的描像について調べた。その際、解析計算を実行するために伝導バ
ンド構造としては等方的なFermi面を持つ模型を仮定していたが、実際の物質中では電子
面と正孔面の形状は互いに異なっていても良い。そこで本節ではFermi面の異方性を取り
入れた強束縛模型を用いて数値解析を行い、伝導バンド構造による超伝導状態への影響に
ついて調べる。具体的には伝導バンド構造として (i)伝導電子の Fermi面が異方的である
場合、(ii)複数の Fermi面が存在する場合、の 2つを例にとって考える。

4.1.1 強束縛模型

本節ではバンド構造による超伝導状態への影響を調べるため、強束縛模型を用いた解析
を行う。その際、局在 f 電子の自由度としては Pr、U系化合物の立方対称結晶場中にお
ける f 2電子状態の基底状態と考えられている非Kramers二重項を仮定し、以下の強束縛
模型を用いる。

H =
∑
kασ

ξkαc
†
kασckασ + J

∑
iσ

Ti · tciσ (4.1)

この模型に対しても超伝導状態の記述には平均場理論を適用し、以下の自己無撞着方程式
を解く。

Viα↑ =
J

4

(
⟨fiαc†iα↑⟩+ 2⟨fiᾱc†iᾱ↑⟩

)
, (4.2a)

Wiᾱ↓ =
J

4
ϵαᾱ

(
⟨fiαciᾱ↓⟩ − 2⟨fiᾱciα↓⟩

)
, (4.2b)∑

α

⟨f †
iαfiα⟩ = 1 (4.2c)

fiαは擬スピンTiを記述する擬フェルミオンの演算子であり、Ti = (1/2)
∑

αα′ f
†
iασαα′fiα′

として導入した。擬フェルミオンの粒子数に対する拘束条件 [式 (4.2c)]を記述するために
はポテンシャル εf

∑
i(
∑

α f
†
iαfiα− 1)を加える必要があるが、非Kramers二重項を局在ス

ピンの自由度に選んだ場合には超伝導状態の粒子正孔対称性から εf = 0に取ることがで
きる (詳細は付録C参照)。また、並進対称性を仮定し、Viα↑ = Vα↑、Wiᾱ↓ = Wᾱ↓とする。
この時、平均場理論の有効ハミルトニアンは以下で与えられる。

Heff =
∑
kα

Ψ†
kαĤkαΨkα + const., (4.3a)

Ĥkα =

 ξkα 0 V ∗
α↑

0 −ξkᾱ W ∗
ᾱ↓ϵαᾱ

Vα↑ Wᾱ↓ϵαᾱ 0

 (4.3b)

以上の模型の概略を図 4.1に示す。導出の詳細については第 2章および付録B.1を参照。
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図 4.1: 強束縛模型の概略図。ξkα = −2t(coskx + cosky)− µσzααに対して青とピンクの曲面はそ
れぞれ ξk1と ξk2のエネルギー分散を表す。灰色の平面は Fermi準位を表し、周囲を囲む黒い実線
は 2次元正方格子のBrillouinゾーンの境界である。また、青およびピンクの破線で描かれた円は
電子面と正孔面を表す。

4.1.2 Fermi面の歪みによる影響

ここでは電子面と正孔面が 1枚ずつ存在する場合を仮定し、前節で導入した伝導電子の
エネルギー分散 ξkαを以下のように選ぶ。{

ξk1 = −2t(coskx + cosky) + 2t′(coskx − cosky)− µ

ξk2 = −2t(coskx + cosky)− 2t′(coskx − cosky) + µ
(4.4)

ここでは簡単のために2次元正方格子を仮定し、kx,y ∈ [−π, π)とする。t′はFermi面の異方
性をコントロールするパラメタであり、t ≥ t′ > 0とする。以下では、等方的な場合 (t′ = 0)

のバンド幅 2D = 8tをエネルギーの単位に選ぶ。また、異方的な場合も ∂ξkα/∂kx,y = 0

で与えられるバンドの底 [k = (0, 0)]と頂点 [k = (π, π)]のエネルギー差によって決まるバ
ンド幅は 8tであり、等方的な場合と変わらない。ポテンシャル µ < 0は α = 1(α = 2)の
バンドをエネルギー正 (負)の方向へシフトさせ、ξk1は Γ点 [k = (0, 0)]近傍に電子面を、
ξk2はM点 [k = (π, π)]近傍に電子面と全く同じ大きさの正孔面を形成する。一般に補償
金属系では、電子面の囲む運動量空間の体積は常に正孔面の囲む体積と同じになる。この
模型の常伝導状態におけるFermi面を図 4.2(a)に示した。青線及び赤線はそれぞれ電子面
ξk1 = 0、正孔面 ξk2 = 0を表す。
自己無撞着方程式は反復法を用いて数値解を求める。その際、収束判定は平均場の相対

誤差に対する閾値を 10−4によって与える。得られた数値解の伝導電子数n1 =
2
N

∑
k f(ξk1)

に対する依存性を図 4.2(b)に示した。ここではフルギャップ状態に着目するため、電子面
と正孔面が十分に離れた状況になるように低キャリア領域 n1 ≤ 0.5の解を調べた。図 4.2

内のすべてのパラメタに対して、nf = 1, εf = 0及び |V1↑| = |V2↑| = |W1↓| = |W2↓|を満
たす解が得られる。また、図 4.2(b)に示したように、t′/tの値によらずに超伝導状態が残
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図 4.2: (a) 式 (4.4)で表される Fermi面の構造。µ = −1.5t, t′ = 0.2t。(b) 平均場 |V |の n1依存
性。図中のマーカーは t′の値を表す。近藤カップリング J/D = 0.4、温度 T/D = 2.5× 10−4、k
点のメッシュはN = 2002。

る。このようなFermi面の異方性に対する頑強さは、超伝導発現機構が近藤効果という空
間的に局所的な現象に起因するためであると考えられる。
次にFermi面の異方性による超伝導状態密度への影響を調べる。伝導電子の部分状態密

度は以下のようにして計算する。まず、ハミルトニアンの対角化表示へのユニタリ変換を
Ûkαとし、Ĥkα = ÛkαÊkαÛ

†
kα のように表す。このとき、αバンドのスピン ↑の伝導電子

の状態密度 ρα↑(ω)は以下で与えられる。

ρα↑(ω) =
1

N

∑
k

3∑
λ=1

∣∣∣(Ûkα

)
1λ

∣∣∣2 δ(ω − Ekαλ) (4.5)

ここで λ = 1, 2, 3はエネルギー固有値を表す。また、右辺の Ûkαの添字を 1 → 2と置き
換えることで得られる ρᾱ↓(ω)という量は ᾱバンド、スピン ↓の電子の正孔表示における
状態密度を表す。図 4.3はいくつかの (n1, t

′/t)に対して計算した超伝導状態における伝導
電子の部分状態密度を表す。赤線、青線はそれぞれ電子バンドと正孔バンドによる寄与
を表しており、粒子正孔対称性が成立している。図 4.3(a)(b)では Fermi準位上にエネル
ギーギャップが開いている。このギャップの大きさは∼ 0.01Dのスケールになっており、
近藤カップリング J や平均場の振幅 |V |に比べて小さく、近藤ギャップ (∼ |V |2/D)の値
に近い。一方、図 4.3(c)に示した t′/t = 0.8、n1 = 0.4の場合では超伝導状態においても
Fermi準位上に有限の状態密度が残ったギャップレス状態が実現している。挿入図はこの
パラメタにおける常伝導状態のFermi面を表しており、電子面と正孔面が運動量空間内で
重なりを持っている。したがって、フルギャップ状態を実現するには第 3章で用いた低エ
ネルギー有効模型のように、電子面と正孔面が重なりを持たない状況が必要であることを
強束縛模型を用いた数値計算から確認することができた。また、図 4.3に示したパラメタ
では、状態密度はバンド端 ω ∼ Egにおいて発散しておらず、BCS理論において知られる
ρ(ω) ∝ (ω − Eg)

−1/2という典型的な振る舞いとは異なる。
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4.1.3 複数のFermi面を持つ場合

Fermi面の構造による影響に関して、次はマルチバンドによる効果を調べる。前節では
伝導電子の各バンドがFermi面を 1枚ずつ形成する場合を考えたが、ここでは各バンドが
2枚の Fermi面を持つ以下のエネルギー分散を考える。{

ξk1 = −4tcoskxcosky + t′(cos2kx − cos2ky)− µ

ξk2 = −4tcoskxcosky + t′(cos2kx − cos2ky) + µ
(4.6)

ここで t ≥ t′ > 0とすると、前節と同様にバンド幅は 8tとなる。図 4.4に式 (4.6)で記述
されるFermi面の構造を示した。青、赤の実線は電子面と正孔面に対応する。µ < 0の場
合には k = (0, 0)及び k = (π, π)[k = (π, 0)及び k = (0, π)]の近傍に 2枚の電子 (正孔)ポ
ケットを持つ伝導バンド構造が実現する。図 4.4(b)は自己無撞着方程式の数値解を表して
おり、数値解析を行った全てのパラメタに対して前節の模型と同じく nf = 1, εf = 0及び
|V1↑| = |V2↑| = |W1↓| = |W2↓|＝ |V |を満たす解が得られる。得られた数値解はパラメタの
詳細に依存しておらず、式 (4.6)で与えられる複数の Fermi面を持つ模型に対しても、超
伝導状態が広い範囲で存在することを確認することができた。
図 4.5に t′/t = 0.2, 0.6及びn1 = 0.2, 0.4における伝導電子の部分状態密度の計算結果を

示した。これらのパラメタ領域では電子面と正孔面の運動量空間における重なりはなく、
状態密度のフルギャップ性が保たれている。得られた結果は図 4.3と類似しているが、図
4.5(a)の n1 = 0.2の場合にはエネルギーギャップ近傍に状態密度の発散的振る舞いが見ら
れており、BCS理論における s波超伝導の状態密度と似た構造をとる。一方、図 4.5(b)の
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図 4.4: (a):式 (4.6)で表される Fermi面の構造。t′/t = 0.4, µ/t = −1.5。(b):平均場 |V | の n1依
存性。図中のマーカーは t′の値を表す。近藤カップリング J/D = 0.4、温度 T/D = 2.5× 10−4、
k点のメッシュはN = 2002である。
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図 4.5: 超伝導状態における伝導電子の部分状態密度。実線 (破線)は t′/t = 0.2(0.6)を表す。図
4.5(a)(b)はそれぞれ n1 = 0.2, 0.4に対する結果である。

n1 = 0.4の場合には部分状態密度の発散はFermi準位から離れた高エネルギー側に埋もれ
てしまうため、物理量の低温領域における振る舞いへの影響は小さくなると考えられる。
したがって、ギャップ端近傍における状態密度の発散は頑強な性質ではなく、超伝導状態
を構成する補償金属の伝導バンド構造に依存するということがわかった。
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4.2 磁場誘起相転移
本論文で提案した超伝導発現機構の同定には、その物性におけるBCS超伝導との差異

を明らかにすることが重要である。そこで本節では外部磁場の印加による対破壊効果につ
いて調べる。従来のBCS理論において、Cooper対は 2個の電子が一重項を形成した状態
であるため、超伝導体に対して外部磁場を印加しても Zeeman効果によるエネルギー利得
はない。しかし、外部磁場が大きくなると常伝導状態における Zeemanエネルギーの利得
が超伝導状態のCooper対形成による凝縮エネルギーを上回る。この時、伝導電子スピン
が磁場によって強制的に揃えられることでCooper対が破壊され、超伝導状態から常伝導
状態への 1次転移が起こることが知られている。この臨界磁場を Pauli限界と呼ぶ [84]。
本節では前節に引き続いて非Kramers二重項と相互作用する補償金属に着目し、超伝

導状態における対破壊効果について調べる。式 (4.1)に外部磁場によるZeeman項を加え、
自己無撞着方程式の数値解を求める。

4.2.1 強束縛模型

前節の解析の結果、異方性やマルチバンド性などのFermi面の構造の詳細は超伝導状態
の安定性へ大きく影響しないことを明らかにした。そこで以下では簡単のため、伝導電子
の運動エネルギーとして等方的な電子面と正孔面が 1枚ずつ存在する状況を考える。具体
的には式 (4.4)の t′ = 0の場合として与えられるエネルギー分散

ξkα = −2t(coskx + cosky)− µσz
αα (4.7)

を用いる (図 4.1参照)。平均場理論の有効ハミルトニアンは式 (4.3b)と同様である。
次に磁場との相互作用について考える。立方対称結晶場中の f 2電子配置の基底状態と

して実現する非Kramers二重項は磁気双極子の自由度を持たないため (第 1.3.1節参照)、
擬スピンの演算子は結晶場の励起状態 {Γ4,Γ5}との混成を通して磁場と結合する。外部磁
場による 2次摂動 [85]を考えると、CMCB-KL系と磁場の相互作用は以下で与えられる。

HZ = h
∑
iασσ′

c†iασσ
z
σσ′ciασ′ +∆f (h)

∑
i

T z
i , (4.8)

ここでh = µBHは伝導電子のZeemanエネルギーを表す。また、外部磁場はz軸方向を向い
ていると仮定した14。第1項は伝導電子スピンのZeeman効果を表し、g因子はg = 2とした。
また、擬スピンのZeeman分裂を記述する∆f (h)はΓ3,4,5状態 (第 1.3.1節参照)の結晶場ハ
ミルトニアンのエネルギー固有値E3,4,5 [86]を用いて∆f (h) = 4(gJh)

2
(

1
E5−E3

− 7
3(E4−E3)

)
と表される。gJ は Landeの g因子であり、Hund則によって決まる f 2電子配置の J = 4

多重項に対しては gJ=4 = 4/5と与えられる。この式の導出では簡単のため、励起 J 多重
14磁場がH = h(sinθcosφ, sinθsinφ, cosθ)と与えられる場合、擬スピンの Zeeman項は

HZ = ∆f (h)
∑
i

(
3cos2θ − 1

2
T z
i +

√
3

2
sin2θcos2φT x

i

)
, (4.9)

と記述される。
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図 4.6: 秩序変数の磁場依存性。青色、橙色、及び緑色のマーカーはそれぞれ µ/t = −3.0、−2.5
及び −2.0の値に対応する。温度 T/D = 2.5 × 10−4及び k点の分割数 3002に対して、有限サイ
ズ効果を避けるため近藤カップリングを J/D = 0.4に取る。ただし、J/D = 0.2に対しても計算
を行っており、定性的に同じ結果を得ている。

項との混成は無視している。擬スピンのZeeman分裂∆f (h)は磁場の方向でなく、結晶場
分裂の詳細に依存して正負両方の値を取るため、以下では δf ≡ ∆f (h)/h

2をパラメタと
して扱い、その物性への影響を調べる。δf の変化は後に示す臨界磁場の値をスケールす
るだけであるので、ここでは δf t = ±400の結果のみ示す。

4.2.2 秩序変数の磁場依存性

前節と同様に反復法を用いて自己無撞着方程式 (4.2a)-(4.2c)の数値解を計算する。収束
条件も前節と同様に、平均場および擬フェルミオンの粒子数の相対誤差に対する閾値を
10−4に選ぶ。また、常伝導相において電子面と正孔面が十分に離れ、フルギャップ超伝導
を実現するようなパラメタ µ ≤ −2tについて調べる。
図 4.6に平均場の磁場依存性を示す。図 4.6(a)[図 4.6(b)]は δf t = −400(+400)に対する

結果を表す。また、挿入図は超伝導状態 (Esc)と常伝導状態 (En)の全エネルギーの差を表
している。図 4.6中の全てのパラメタに対して, |V1↑| = |V2↓| ≃ |V1↓| = |V2↑|及び nf = 1が
成立する。α = 1の平均場に着目すると、前節とは異なり、平均場が ||V1↑|−|V1↓|| ∼ h≪ t

のようにわずかにスピン分極しているため、図中ではその平均値を示している。この分裂
は伝導電子の Zeeman分裂によってスピン ↑(↓)の伝導電子の Fermi準位上における状態
密度が減少 (増加)することに起因する。
図 4.6(a)において秩序変数がH > H∗で急激に減少し、H = Hcにおいて 2次相転移す

ることがわかる。一方、図 4.6(b)では、磁場の小さい領域において秩序変数がわずかに増
強されている。これは非Kramers二重項が Zeeman分裂することで擬フェルミオンの共
鳴準位 εf ±∆f (h)/2上の伝導電子の状態密度が大きくなることに起因する。この増強の
後、秩序変数はH = H2で不連続な 1次転移を示す。実際、挿入図の常伝導状態とのエネ
ルギー差はH = H1 < H2を境に超伝導状態が不安定になっており、H1 < H < H2の領
域では準安定状態として存在することを示している。
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図 4.7: 伝導電子 [パネル (a),(c)] 及び擬フェルミオン [パネル (b),(d)] の一粒子スペクトル。
µ/t = −3.0。スペクトル関数の計算にはLorentz型のデルタ関数 δ(x) = η/(π(η2+x2))、η = 0.02t
を扱った。図中の横軸は正方格子上の高対称点 Γ = (0, 0)、X = (π, 0)、M = (π, π)を結ぶ運動量
を表す。

これらの磁場誘起相転移の起源を調べるために、伝導電子と擬フェルミオンのスペクト
ル関数 [式 (B.12a)-(B.12b)参照]を計算する。以下では µ/t = −3.0とする。図 4.7は磁場
による 2次相転移を示す δf t = −400[図 4.6(a)]に対する結果を表す。左 (右)側のパネルは
伝導電子 (擬フェルミオン)の |ω| ≤ tにおける一粒子スペクトルを表す。H = 0における
スペクトルはフルギャップな構造を示している。磁場を印加すると、準粒子のエネルギー
分散のうち Γ点付近の伝導バンドの底 (M点付近の価電子バンドの頂点)が Fermi準位に
向かって下降 (上昇)する。図 4.7(c)及び (d)に示したように、H = H∗に達したところ
でフルギャップ状態からギャップレス状態へと Fermi面のトポロジーが変化する Lifshitz

転移が起こり、H∗ < H < Hcでは Γ点及びM点近傍に Bogoliubov準粒子の Fermi面
(Bogoliubov-Fermi面 [87])が形成される。このような磁場印加によるFermi面の形成は比
熱の温度依存性などの熱力学的な性質に反映されることが期待される。
一方で、超伝導状態から常伝導状態への 1次転移が見られた δf t = +400の場合 (図 4.8)、

超伝導状態が不安定になるH = H1においても伝導電子のスペクトル (図 4.8(e)及び (f))

にはH = 0の結果と比べて定性的な変化は見られていないが、磁場の増強に伴ってX点近
傍の重い準粒子バンドがFermi準位に向かって近づいている。準安定状態の終点H = H2

において、この準粒子バンドがFermi準位に達する一方、伝導電子のスペクトルはFermi

準位近傍に波動関数の重みを持たず、フルギャップ状態を保ったまま 1次転移する。
以下では δf の符号に依存して生じる磁場誘起相転移の機構について議論する。図 4.9は
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図 4.8: 伝導電子 [パネル (e),(g)]及び擬フェルミオン [パネル (f),(h)]の一粒子スペクトル。δf t
の値を除いて図 4.7と同じパラメタを使用。

磁場印加によって生じる Lifshitz転移の概略を示す。図 4.9(a)において、準粒子のエネル
ギー分散を黒色の実線で示した。点線は南部表示の伝導電子のバンド構造を表し、左右の
放物線はそれぞれ ξk1及び (−ξk2)に対応する。また、水平の破線はFermi準位を表す。図
4.9(a)では式 (4.3b)で与えられる Blochハミルトニアン Ĥkαの α = 1ブロックによって
記述される分散を示しているが、α = 2のブロックは粒子正孔対称な分散を与える。磁場
の増加に伴って非Kramers二重項の共鳴準位が分裂し、δf < 0の場合には伝導バンドが
下降し、δf > 0の場合には価電子バンドが上昇することでFermi準位を横切り、図 4.9(b)

に示したようなBogoliubov-Fermi面が形成される。
δf > 0の場合、平坦な準粒子バンドがH = H2において Fermi準位に到達し、凝縮エ

ネルギーを大きく損失するために非Kramers二重項の Zeeman分裂によるエネルギー利
得が上回るようになる。したがって、超伝導状態から擬スピンが完全に分極した常伝導状
態への 1次転移が生じる。これは従来のBCS理論においてスピン一重項を組んだCooper

対が壊されることのアナロジーで、今回の系では局在スピンと伝導電子の近藤一重項が破
壊されることによる相転移現象である。一方、δf < 0の場合、Γ(M)点近傍の準粒子バン
ドはX点近傍に比べてバンドの曲率が大きいため、Lifshitz転移に伴う凝縮エネルギーの
損失は δf > 0の場合に比べて小さいと期待される。そのため、ギャップレス超伝導状態
がH∗ ≤ H ≤ Hcの有限な範囲で存在すると考えられる。これらの臨界磁場の値について
は以下のようにして見積もることができる。凝縮エネルギーの利得を Zeemanエネルギー
が上回った時に相転移が起こることから、臨界磁場の値は |δf |(µBH)2 ≃ |V |2/D ≃ Tcと
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図 4.9: 磁場誘起相転移の概略図。(a):超伝導状態のエネルギー分散関係。(b):Bogoliubov-Fermi
面の概略図。δf < 0(> 0)の場合には小さい (大きい)Fermi面が形成される。(c):秩序変数の磁場
依存性および相図の概略図。

見積もられる。ここで Tcは超伝導転移温度を表す。Tc ∼ 1[K]及び |δf | ∼ 10−2[K−1]を仮
定すればH ∼ 10[T]において相転移が生じると期待される。
本節の最後に δf の符号について述べておく。式 (4.8)から、δf の符号は結晶場ハミルト

ニアンの励起状態 {Γ4,Γ5}の分布によって決まる。立方対称結晶場中の f 2電子配置 (J = 4

多重項)のエネルギーダイアグラム [86]によると、非Kramers二重項が基底状態となるパ
ラメタ領域ではE4 < E5が広い範囲で実現するため、δf < 0の方が実現しやすいと考え
られる。ゆえに、フルギャップ超伝導からギャップレス超伝導への磁場誘起相転移の検出
は我々の提案した超伝導発現機構を同定するための手がかりの 1つとなる。
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5 渦束縛状態の物性とその微視的な起源
本章では超伝導の代表的な物性の 1つである量子渦の内部に生じる低エネルギー準粒子

の物理的性質を明らかにする。
一般に超伝導体は磁場への応答によって 2種類に分類される [88]。多くの金属単体に代

表される第 1種超伝導体は磁束を内部から排除し、臨界磁場に達すると常伝導状態へと相
転移する。一方、第 2種超伝導体に磁場を印加すると、下部臨界磁場を超えたところで磁
束が超伝導体の内部に侵入する。この時、部分的に超伝導が壊れることで秩序変数が空間
非一様性を獲得し、量子渦が形成される。このような超伝導状態における渦の物理はこれ
までにも広く研究されてきた [89]。その具体的な例の 1つとして、磁場を印加した s波超
伝導体が渦を形成することで生じる低エネルギー束縛状態、Caroli-de Gennes-Matricon

モード (CdGMモード)が知られている [90]。また、鉄系超伝導体におけるトポロジカル
に非自明な渦束縛状態は量子計算への応用を目指し、研究がなされている [91–93]。これ
らの実空間における低エネルギー準粒子の励起スペクトルは走査型トンネル顕微鏡を用
いた測定によって実際に観測されている [94]。
前節までの一様系に対する解析の結果、本研究で提案した超伝導状態においては (i)従

来のBCS超伝導体よりも長い磁場侵入長を持つ。(ii)Bogoliubov-Fermi面の出現を伴う磁
場誘起相転移が存在する。など、BCS理論との差異が存在することを明らかにした。し
たがって、秩序変数の空間非一様性を伴う渦束縛状態の性質にもBCS超伝導との差異が
現れ、その検出が超伝導発現機構の同定に向けた手がかりになると期待できる。
以下では CMCB-KL模型における超伝導渦の性質の解明を目指す。前章と同様に局在

スピンの自由度として非Kramers二重項を考え、平均場理論を用いて超伝導状態を記述
する。まずは平均場の空間非一様性を考慮した実空間強束縛模型を数値的に解くことで、
渦の物理的な性質を明らかにする。また、渦の特性の物理的起源を明らかにするため、実
空間表示のGreen関数を用いた解析を行う15。Green関数の従うDyson-Gor’kov方程式に
対して準古典近似を適用し、Eilenberger方程式 [95]を導出、秩序変数の空間非一様性に
よる超伝導状態への影響を記述するための理論形式を構築する。また、BCS超伝導体中
の渦束縛状態の解析に用いられたKramer-Pesch近似 [96, 97]を適用することで、本研究
で提案した超伝導状態におけるCdGMモードの準粒子励起スペクトルを導出する。

5.1 強束縛模型におけるBogoliubov-de Gennes方程式の数値解析
5.1.1 平均場理論

実空間強束縛模型を以下のように導入する。本節でも局在スピンの自由度は非Kramers

二重項の擬スピンTiを選び、前章 [式 (4.1)]と同じCMCB-KL模型を考える。また、磁束
が超伝導薄膜に侵入していると仮定し、2次元正方格子上の模型を考える。伝導電子の運
動エネルギーは簡単のために等方的な電子面と正孔面を 1枚ずつ持つ模型 [式 (4.7),µ < 0]

を採用する。この時、電子バンド ξk1の底から測った FermiエネルギーはEF = 4t+ µに

15Green関数法の基礎事項については付録 A参照。
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よって与えられる。本節では秩序変数の非一様性を考慮するため、運動エネルギーについ
ても以下の実空間表示を用いる。

H0 = −t
∑

⟨i,j⟩ασ

(
c†iασcjασ + h.c.

)
− µ

∑
iασ

σz
ααniασ (5.1)

第 1項のサイトについての和は正方格子上の最近接格子点の組について取る。以下では
実空間の座標をRi = (Xi, Yi)、Xi = ix − (Nx − 1)/2 (ix = 0, · · · , Nx − 1)及び Yi =

iy − (Ny − 1)/2 (iy = 0, · · · , Ny − 1)と表し、格子点数はN = NxNyによって与える。
前節までと同様に平均場 [式 (4.2a)-(4.2b)]を導入し、超伝導状態を記述する以下のBdG

ハミルトニアンを自己無撞着に解く。

HBdG =
∑
α

Ψ⃗†
αĤαΨ⃗α + const., (5.2a)

Ĥα =

 ξ̂α 0 V̂ †
α↑

0 −ξ̂Tᾱ Ŵ †
ᾱ↓

V̂α↑ Ŵᾱ↓ 0

 (5.2b)

ここで Ψ⃗α = (c⃗α↑, c⃗
†
ᾱ↓, f⃗α)

T は南部基底であり、c⃗ασ = (c1ασ, c2ασ, · · · , cNασ)
T 及び f⃗α =

(f1α, f2α, · · · , fNα)
T である。各ブロックのN次元正方行列の要素は (ξ̂α)ij = tij−µσz

ααδij、
(V̂α↑)ij = Viα↑δij 及び (Ŵᾱ↓)ij = Wiᾱ↓ϵαᾱδij と与えられる16。ただし、tij = −tは (i, j)が
最近接格子点の組の時のみ値を取る。

5.1.2 孤立渦に対する数値計算

以下では式 (5.1)に与えた BdGハミルトニアンの運動エネルギー項に開放端条件を課
す。また、電子面と正孔面が運動量空間内で離れた状況を仮定し、µ/t = −3 (EF/t = 1)

とする。自己無撞着方程式 [(4.2a)-(4.2a)]は反復法を用いて数値解を求める。この時、収
束判定の条件は各格子点上の平均場の相対誤差に対する閾値を 10−4とする。孤立した渦
の性質を調べるため、超伝導体に侵入した磁束同士が互いに十分離れていると見なせるよ
うな弱い磁場を仮定する。このような弱磁場の極限では磁束量子 1個分の磁場が磁場侵入
長の 2乗程度の面積に広まることに加えて、CMCB-KL模型の超伝導状態における磁場
侵入長はBCS理論における典型的な値よりも長いという特徴を考慮し、ベクトルポテン
シャルによる影響は無視して電子の速度ポテンシャルの位相欠陥として超伝導渦を記述す
る。磁束量子 1個分の超伝導渦を記述するため、平均場の初期条件として以下の空間非一
様な値を出発にとる。

Viα↑ = |Viα↑|exp [iθiα↑] , (5.3a)

Wiᾱ↓ = |Wiᾱ↓|exp [iθiᾱ↓] (5.3b)

ただし、整数 νασ = 0,±1,±2, · · · に対して θiασ = νασtan
−1(Yi/Xi)と定義する。φ(Ri) ≡

tan−1(Yi/Xi)は 2次元極座標における各格子点の方位角を表す。CMCB-KL模型の超伝導
16平均場が空間非一様の場合も εf = 0とおけば、

∑
α⟨f

†
iαfiα⟩ = 1を満たす。
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状態における渦度はそれぞれの平均場の渦度の差 δνα = να↑−νᾱ↓によって与えられる。こ
れは超伝導状態を記述する秩序変数である複合体ペア振幅 Φiαα′σσ′ ≡ ⟨Ti · ciασσαα′ciα′σ′⟩
が平均場理論では

Φiαα′σσ′ ∝ |Viα↑||Wiᾱ↓|exp [−iδναφ(Ri)] (5.4)

と分解されることにも表れている。したがって、(να↑, νᾱ↓) = (1, 0)における超伝導状態の
物性と (να↑, νᾱ↓) = (0,−1)における超伝導状態の物性は全く等価である。ゆえに、以下で
は磁束量子 1個分の超伝導渦を調べる場合には να↑ = 1及び νᾱ↓ = 0に選ぶ。また、比較
のために、系の中央に渦ではなく不純物ポテンシャル (次節参照)を導入した場合も計算
する。

5.1.3 トポロジカル欠陥としての孤立渦

まずは超伝導渦の特徴的な長さスケールについて調べる。BCS超伝導において、長さ
スケール ξ のパラメタ依存性はバルクの超伝導ギャップ ∆及び Fermi速度 vF に対して
ξ ∼ vF/∆と与えられる。一方、CMCB-KL模型の超伝導における長さスケールに現れ得
るエネルギースケールには 2つの候補がある。1つは直接ギャップの大きさを特徴付ける
|V | = |Vα↑| = |Wᾱ↓|であり、実際に複合体ペア振幅やCooper対の半径は∼ vF/|V |によっ
て与えられている (第 3.2.2節参照)。もう 1つが近藤ギャップEg ∼ ρ(0)|V |2である。ここ
で、ρ(0)は伝導電子の Fermi準位上の状態密度である。このように、CMCB-KL模型の
超伝導における空間変調の長さスケールのパラメタ依存性は非自明であるため、まずは秩
序変数の空間変調を調べ、その長さスケールを明らかにする。
図 5.1(a)にCMCB-KL模型における平均場の振幅の空間依存性を示す。得られた平均場

の絶対値は Y = 0について対称であるため、超伝導渦の中心付近での空間変調に着目し、
Yi = 1/2における断面を示した。また、図5.1(a)では |Vi1↑| = |Vi2↑| = |Wi1↓| = |Wi2↓| ≡ |Vi|
という関係がパラメタに依存せずに満たされている。平均場の振幅は超伝導渦の中心付近
でわずかに抑制されているが、格子定数程度の距離でバルクの値に回復する。また、平均
場の空間変調は実空間における平均値 |V̄ | =

∑
i |Vi|/N に対する規格化の下でよくスケー

ルされていることがわかる。このようなパラメタに依存しない振る舞いは、BCS理論に
おける s波超伝導の典型的な振る舞いとは対称的である。
比較のため、図 5.1(b)に引力Hubbard模型 (付録E参照、以下ではBCS模型と呼ぶ。)

に対する BdG方程式を自己無撞着に解いて得たギャップ関数の空間依存性を示した。図
5.1(b)において、超伝導渦の半径はギャップ関数の値が小さくなるにつれて広がっていく
様子が見られる。一方で、BCS理論においてもギャップ関数の値が大きい場合には超伝導
渦の長さスケールが小さくなる様子が見られており、CMCB-KL模型の超伝導における
短い長さスケールの出現は伝導電子が有効的に大きな平均場を感じていることを示唆し
ていると考えられる。この性質については第 5.2節において、近藤系の超伝導を特徴付け
るペアポテンシャルの構造と関連することを明らかにする。
図 5.1(c)(d)では、長さスケールのパラメタ依存性を明らかにするため強束縛模型の離

散メッシュに対する平均場の微分 δ|V (Xi +1/2)| = |V (Xi +1)| − |V (Xi)|を計算した結果
を示す。図 5.1(c)及び (d)はそれぞれ CMCB-KL模型及び、BCS模型における平均場の
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図 5.1: Nx = Ny = 64に対する超伝導渦が存在する場合の自己無撞着方程式の数値解 (Yi = 1/2)。
パネル (a)(b)では、平均場の大きさはそれぞれの実空間平均 (a):|V̄ | =

∑
i |Vi|/N 及び (b):|∆̄| =∑

i |∆i|/N で規格化した値を示している。右列のパネルは平均場の微分 (c):δ|V (Xi + 1/2)| =
|V (Xi+1)|− |V (Xi)|及び (d):δ|∆(Xi+1/2)| = |∆(Xi+1)|− |∆(Xi)|を表す。Xi = 0とXi = 32
はそれぞれ超伝導渦の中心と、系の y軸に平行な境界の座標を表す。各パネルにおいて、マーカーの
形は計算に使ったパラメタの値と対応している。詳細は各図を参照。FermiエネルギーはEF/t = 1
であり、温度は T = 0としている。

微分の両対数プロットを示す。ここで、微分の値は渦の存在するXi = 1/2の値で規格化
している。図 5.1(c)(d)において、k−1

F 程度の周期を持つ Friedel振動が見られ、また微分
値は渦の中心 (Xi = 0)と系の境界 (Xi = 32)から離れるに従って減衰する。
図 5.1(c)において、CMCB-KL模型の微分係数の減衰の長さスケールは渦の中心付近

においてほとんどパラメタに依存しない。一方で、系の境界付近では |V̄ |が小さくなるに
従って減衰長が大きくなる様子が見られている。この振る舞いは ξc = vF/|V |で与えられ
るコヒーレンス長に整合しており、渦の中心付近ではコヒーレンス長とは別の長さスケー
ルが生じている可能性を示唆している。参考までにBCS模型に対する同様のプロットを
図 5.1(d)に示した。渦の中心付近及び系の境界近傍における減衰の長さスケールはどち
らもパラメタに依存し、|∆̄|が小さくなるにつれて増大する様子が見られる。
CMCB-KL模型における特徴的な長さスケールが渦特有の性質であることを示すため、

位相欠陥ではない不純物ポテンシャルが存在する場合の自己無撞着方程式の解の性質を調
べる17。そのため、BdGハミルトニアンに対して、以下で与えられる非磁性の不純物ポテ
ンシャル Uimpを加える。

Uimp =
′∑
iα

ui (niα↑ + niα↓ + nifα) (5.5)

ここで nifα = f †
iαfiαは擬フェルミオンの粒子数演算子である。サイトについての和は原

点付近の格子点 (Xi, Yi) = (±1/2, 1/2)及び (±1/2,−1/2)について取る。ここでは伝導電
17秩序変数の初期条件 [式 (5.3a)-(5.3b)]を νασ = 0として計算する。
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図 5.2: 不純物ポテンシャルが存在する場合の平均場の自己無撞着解。(a)(b)はそれぞれCMCB-
KL及び BCS理論における平均場の振幅、(c)(d)は平均場の微分係数を表す。ここでの計算には
図 5.1と同じパラメタを用いている。

子と擬フェルミオンが不純物サイト上には存在しないように ui/t = 40に選び、擬フェル
ミオンの拘束条件は不純物サイト上でのみ

∑
α⟨f

†
iαfiα⟩ = 0とする。図 5.2に自己無撞着

方程式の解 [図 5.2(a)及び図 5.2(b)]とその微分係数 [図 5.2(c)及び図 5.2(d)]を示した。不
純物ポテンシャルが存在する場合にはCMCB-KL模型 [図 5.2(a)]、BCS模型 [図 5.2(b)]は
互いに似た振る舞いを示している。特に、超伝導渦 [図 5.1(b)]の存在時に見られたような
パラメタに依存しない長さスケールは今回の計算結果には現れておらず、その特徴的な振
る舞いはCMCB-KL模型における渦特有の性質であることがわかる。

5.1.4 渦中心近傍の準粒子スペクトル

前節ではCMCB-KL模型における渦近傍の空間変調がパラメタに依存しない格子定数程
度の長さスケールによって特徴付けられることを明らかにした。そのため、渦束縛状態の性
質にもBCS理論とは異なる特徴が見られると期待される。そこで本節では孤立渦の出現に
伴って生じる準粒子の低エネルギー領域における性質を調べる。BdGハミルトニアン Ĥαを
対角化することによって波動関数の実空間分布とエネルギー固有値 {Eα

γ }(γ = 1, 2, · · · , 3N
は固有状態を表す。)を得ることができる。この 2つの情報を結びつけるため、エネルギー
固有状態の実空間における広がりを表す以下の量Rα

γ を導入する。

Rα
γ =

∑
I=(i,ζ)

√
X2

i + Y 2
i |Uα

Iγ|2 (5.6)

ここでUα
Iγ = (Ûα)IγはBdGハミルトニアンの固有状態の波動関数を表し、(Ûα†ĤαÛ

α)γγ′ =

Eα
γ δγγ′ によって与えられる。I = (1, 2, · · · , 3N)は格子点 Ri とフェルミオンの自由度

ζ = (cα↑, c
†
ᾱ↓, fα)をまとめたインデックスである。CMCB-KL模型における平均場はほと

んど空間的に一様であると見なせるため [図 5.1(a)参照]、以下では自己無撞着方程式を解
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図 5.3: 固有値 {Eγ} の {Rγ} に対する分散関係。|V |/t = 0.5 に対して、(a)(Viα↑,Wiᾱ↓) =
|V |(eiφ(Ri), 1)(渦度 ν = 1) (b)(Viα↑,Wiᾱ↓) = |V |(1, 1)(ν = 0)の結果を表す。青色と橙色のマー
カーはそれぞれ Ĥα=1と Ĥα=2の寄与を表す。(c)及び (d)は |∆|/t = 0.5とした BCS模型の結果
を示している。その他のパラメタはEF/t = 1、Nx = Ny = 80としている。

く代わりにペアポテンシャル (Viα↑,Wiᾱ↓) = |V |(eiνφ(Ri), 1)を用いて計算を行う18。整数 ν

は渦度であり、ν = 0は渦がない場合を表す。格子点数はNx = Ny = 80とする。
図 5.3に Fermi準位近傍の {Eα

γ }と {Rα
γ}の関係を示す。図 5.3(a)及び図 5.3(b)はそれ

ぞれ渦が存在する場合 (ν = 1)及び存在しない場合 (ν = 0)の結果を表す。図 5.3(a)-(b)

に示した両方の場合において、|E|/t ≳ 0.2の領域ではRγ(∼ 30)がEγに依存しないとい
う特徴的な振る舞いが見られる。この振る舞いは一様解 |UIγ|2 = 1/(3N)を仮定すること
で得られる値Rγ ∼ 0.4

√
N ∼ 30と整合しており、バルクに現れる空間的に広がった状態

に起因していると考えられる。
一方で、渦を仮定した場合 [図 5.3(a)]の低エネルギー領域にはRγ ≃ 0まで続くほとん

ど平坦なブランチが現れており、低エネルギー領域に存在する固有状態が渦の中心近傍に
局在していることを示唆している。これらの特徴的な振る舞いはBCS模型に対する同様
のプロットにも現れており、ペアポテンシャル |∆i| = |∆|eiνφ(Ri)を用いて数値計算を行っ
た結果を図 5.3(c)(ν = 1)及び図 5.3(d)(ν = 0)に示した。CMCB-KL模型と BCS模型の
結果を比較すると、後者の方が渦中心近傍のブランチがRγに対して鋭く変化している点
に違いがあることがわかる。
波動関数の広がり [式 (5.6)]の計算を通してバルクのエネルギーギャップよりも低エネル

18本節以降では、超伝導状態を記述するために BdGハミルトニアンにパラメタとして導入した平均場を
ペアポテンシャルと呼び、自己無撞着方程式の解と区別する。
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図 5.4: エネルギー εi,ζ=↑のXiに対する依存性。エネルギーの値はバルクギャップ |Eg|に
対して規格化している。図 5.4(a)において、青色の円、赤色の上向き三角、黒色の下向き
三角のマーカーはそれぞれ |V |/EF = 0.1, 0.3, 0.5に対応する。図 5.4(a)では青、赤、黒の
マーカーは |∆|/EF = 0.1, 0.3, 0.5を表す。Nx = Ny = 120。

ギーの固有状態は中心付近への局在性を示すことが分かった。次に渦中心付近に出現する低
エネルギー準粒子のエネルギー分散を調べるため、局所状態密度 ρI(ω) =

∑
γ |UIγ|2δ(ω−

Eγ)のエネルギー分布について考える。そこで局所状態密度 ρI(ω)の低エネルギー領域の
振る舞いを記述する以下の関数 FI(ω)を導入する。

FI(ω) =

∑
Λ−<Eγ<Λ+

|UIγ|2δ(ω − Eγ)∑
Λ−<Eγ<Λ+

|UIγ|2
(5.7)

ここではカットオフ Λ±に対して、規格化条件
∫ Λ+

Λ−
dω FI(ω) = 1を課す。このカットオ

フを渦のない場合のエネルギーギャップの最小値Egに選ぶことで、Λ− < Eγ < Λ+を満
たす低エネルギー状態による局所状態密度への寄与を抽出する。
このように導入した局所状態密度のエネルギー分布FI(ω)を利用することで、低エネル

ギー状態のエネルギー期待値 εI を以下のように定義することができる。

εI ≡
∫ Λ+

Λ−

dω ωFI(ω) =

∑
Λ−<Eγ<Λ+

Eγ|UIγ|2∑
Λ−<Eγ<Λ+

|UIγ|2
(5.8)

εI はΛ− < ω < Λ+における局所状態密度 ρI(ω)の ω軸上のピーク位置と見做すことがで
きる。以下ではBdGハミルトニアンが粒子正孔対称性 ρi↑(ω) = ρi↓(−ω)を示すことから
σ =↑の伝導電子による寄与についてのみ考える19。
図 5.4(a)及び図 5.4(b)はそれぞれCMCB-KL模型、BCS模型におけるエネルギー εIの

数値計算の結果を表す。ここではRγ[式 (5.6)]の計算と同じペアポテンシャルを用いるこ
とでNx = Ny = 120に対する計算を行った20。図中のエネルギースケールは、各パラメ
タに対して渦がない場合のエネルギーギャップ (バルクギャップ |Eg|)の値で規格化してい

19(Λ+,Λ−) = (+|Eg|, 0), (0,−|Eg|)を分けて数値計算を行う。
20BCS 模型では引力相互作用が小さいほど平均場の空間変調は大きくなるが [図 5.1(c)]、U/t =

−4.0,−3.2 (|∆̄|/EF ≃ 0.6, 0.3) に対する自己無撞着解を用いて図 5.4(b) と同様のプロットを行ったとこ
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る。CMCB-KL模型 [図 5.4(a)]において、エネルギー εi↑はフルギャップな振る舞いを示
しており、そのエネルギーギャップの大きさはEF ≫ |V |の場合にもバルクギャップ |Eg|
に対してスケールされていることがわかる。この性質は図 5.4(b)に示したBCS模型の場
合とは大きく異なっており、BCS模型ではペアポテンシャル |∆|の減少に伴って励起エネ
ルギーの最小値も減少している21。この振る舞いは BCS理論における s波超伝導体の渦
束縛状態の励起エネルギーの最小値が∼ |∆|2/EFと与えられることに関連している。
これまでの強束縛模型を用いた計算によって、CMCB-KL模型における渦束縛状態は

相互作用の大きさに依存しない格子定数程度の長さスケール及び、バルクギャップと同程
度の励起エネルギーを持つ準粒子の存在によって特徴付けられることを明らかにした。次
に、従来のBCS超伝導体とは対照的なこれらの特性の物理的起源を明らかにする。

5.2 低エネルギー有効理論
本節ではCMCB-KL模型における渦束縛状態の特性の物理的な起源を調べるため、低

エネルギー領域を記述する連続体極限の有効模型及び、対応するGreen関数の準古典理
論の構築を行う。準古典理論では空間変調の長さスケールが十分に長い極限 (準古典極限)

を仮定するが、CMCB-KL模型における格子定数程度の長さスケールの出現は明らかに
その精神に反してしまう。しかし、準古典極限から長さスケールの短い量子極限までの外
挿が上手くはたらく可能性が残されている22。CMCB-KL模型の超伝導に対する準古典理
論が定性的に正しいことは以下に示すように、強束縛模型による数値計算の結果を再現す
ることをもって保証される。
以下ではまず第 5.2.1節において、低エネルギー領域を記述する有効ハミルトニアンと

対応するGreen関数を導入する。第 5.2.2節ではEilenberger方程式を導出し、その規格化
条件を決定する。最後に、BCS超伝導体の渦束縛状態を調べるために導入されたKramer-

Pesch近似 [96, 97]を用いて、CMCB-KL模型における渦束縛状態のエネルギースペクト
ルの解析的な導出を行う。

5.2.1 連続体極限におけるBdGハミルトニアンとDyson-Gor’kov方程式

第 3章と同様の連続体極限における CMCB-KL模型を導入し、系の空間非一様性を記
述するためにその実空間表示を用いる。ここでは強束縛模型を用いた数値計算の結果の物
理的な起源を明らかにすることを目的とし、電子バンド ξk1と正孔バンド ξk2を放物面的
な分散で近似することで得られる補償金属の単純な模型を用いる。また、数値計算で仮定

ろ、エネルギー分散のパラメタ依存性の傾向には定性的な違いは見られなかった。そこで、自己無撞着方
程式を解く代わりに一様なペアポテンシャルを導入することで、より大きなシステムサイズを必要とする
|∆|/EF = 0.1におけるエネルギー分散を計算し、ここではそのパラメタ依存性の傾向のみを議論する。

21|∆|/EF = 0.1のエネルギー分散のサイズ依存性 (Nx = Ny = 80, 100, 120)を調べると渦の中心付近の
振る舞いはほとんど変化しないのに対して、エネルギー分散の裾 (|Xi| = Nx/2)での値はサイズを大きくす
るに従ってバルクギャップの値へ近づいていくことを確認している。そのため、図 5.4(b)のエネルギー分散
において、渦の中心付近の振る舞いには有限サイズ効果は影響していないと考えられる。

22BCS理論においても、低エネルギー準粒子の熱的な励起によって渦の半径が格子定数程度に小さくな
る Kramer-Pesch効果の存在が準古典理論を用いて予言され [96]、実際の物質中で観測されている [98]。
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(b) Top view
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Γ(K1)
kx

ky

0 π

π

図 5.5: 低エネルギー有効模型の概略図。図 5.5(a)及び図 5.5(b)はそれぞれエネルギー分散を
kx = ky の断面、及びエネルギー軸方向から見た図である。図 5.5(a)における青色と桃色の点線
は強束縛模型のエネルギー分散 ξkα = −2t(coskx + cosky)− µσzααを表す。紺色及び赤色の実線は
式 (5.9)で与えられる放物線バンドを表す。図 5.5(b)において、領域Kλを紺色 (λ = 1)及び赤色
(λ = 2)の破線で示した。青色及び桃色の円形のマーカーはそれぞれバンド ξk1、ξk2の伝導電子
を表し、緑色の矢印はペア形成を表す。

したような電子面と正孔面が運動量空間で離れている状況では、1粒子の運動エネルギー
を以下のように近似することができる。

ξkα ≃ 1

2mαλ

(k − σz
ααKλ)

2 − µαλ (k ∈ Kλ) ≡ ξkαλ (5.9)

KλはそれぞれのFermi面の中心を表している。上の近似は強束縛模型の運動エネルギー
において µ → −4tの極限を考えることに相当し、K1 = (0, 0)及びK2 = (π, π)と対応
する。ξkαα(λ = α)と ξkαᾱ(λ = ᾱ)はそれぞれバンド αの低エネルギー領域及び高エネル
ギー領域を記述しており、図 5.5にその概略を示した。mαλ及び µαλはカットオフ kcに対
して |k −Kλ| < kcで指定される運動量空間の領域Kλ内のバンド αの有効質量、及び化
学ポテンシャルを表す。BCS理論ではFermi準位近傍の伝導電子間でCooper対が形成さ
れる。しかし、我々の提案した理論においては、Fermi準位近傍の自由度が局在スピンを
巻き込んだ 3体の束縛状態である複合体ペア振幅を形成し、凝縮エネルギーの利得に寄与
する一方で、伝導電子間のCooper対の自由度を説明するにはFermi準位近傍の低エネル
ギー領域のみでなく、高エネルギー側の伝導電子を考慮する必要がある (第 3.2.4節参照)。
また、外場は電荷自由度を持つ伝導電子のみに作用するため、磁束の侵入に伴う渦の形成
を含む電磁応答の記述には伝導電子間のCooper対の存在を考慮する必要があり、伝導電
子の高エネルギー領域における情報を理論に組み込むことが重要である。
以上の近似の下で、運動エネルギー項の実空間表示は以下のように与えられる。∑

kα

ξkαc
†
kασckασ ≃

∑
αλσ

∫
dr ψ†

ασ,λ(r)

[
− ∇2

αλ

2mαλ

− µαλ

]
ψασ,λ(r) (5.10)

ここで微分演算子∇αλ = ∇− iσz
ααKλを導入した。また、ψασ,λ(r)は k ∈ Kλにおける伝
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導電子の消滅演算子を表し、以下のように定義する。

ψασ(r) =
∑
λ

ψασ,λ(r), (5.11a)

ψασ,λ(r) =
1

(2π)
d
2

∫
k∈Kλ

dk ψkασe
ik·r (5.11b)

ただし、低エネルギー有効理論を用いる際には第 3章の記法に倣って、伝導電子の消滅
(生成)演算子を ckασ → ψkασ(c

†
kασ → ψ†

kασ)と置き換えて記述する。同様に、擬フェルミ
オンの自由度は以下のように表す。

fα(r) =
∑
λ

fα,λ(r), (5.12a)

fα,λ(r) =
1

(2π)
d
2

∫
k∈Kλ

dk fkαe
ik·r (5.12b)

数値計算を行う際は弱磁場の極限を仮定していたが (第5.1.2節参照)、第5.2.3節において
導出した準古典理論を用いてバルクのMeissner応答を再現できることを確認するため、こ
こではベクトルポテンシャルA(r)を導入する。そこでゲージ原理に従い、場の演算子の空
間微分∇ψασ(r)は∇ψασ(r) → (∇−ieA(r))ψασ(r)及び∇ψ†

ασ(r) → (∇+ieA(r))ψ†
ασ(r)

と変換する23。
一方で、相互作用項の実空間表示は式 (B.5)において格子点を表す添字 iを実空間座標

rに置き換えたものである。したがって、磁場中における実空間表示の低エネルギー有効
模型は以下のように与えられる。

Heff
A =

∑
λα

∫
dr

[
ψ†
α↑,λ(r)

(
− D̀2

αλ

2mαλ

− µαλ

)
ψα↑,λ(r) + ψᾱ↓,λ(r)

(
D́2

ᾱλ

2mᾱλ

+ µᾱλ

)
ψ†
ᾱ↓,λ(r)

+

{(
V ∗
α↑(r)ψ

†
α↑,λ(r) +W ∗

ᾱ↓(r)ϵαᾱψᾱ↓,λ(r)
)
fα,λ(r) + h.c.

}]
(5.13)

ただし、D̀αλ = ∇ − i(σz
ααKλ + eA(r))及び D́αλ = ∇ + i(σz

ααKλ + eA(r))である。こ
こでは平均場の空間変調の長さスケール ξが kFξ ≫ 1を満たす準古典極限を考えるため、
V1↑(r)ψ

†
1↑,1(r)f1,2(r)のような領域K1とK2をまたぎ、Fermi波数に比べて大きな運動量

の遷移を伴う散乱過程の行列要素を無視した。数値計算の結果はCMCB-KL模型におけ
る空間変調の長さスケールが格子定数程度であることを示しているが、第 5.3節において、
準古典近似に基づいて導出した理論形式は量子極限まで外挿可能であり、渦束縛状態の物
性を定性的に再現できることを示す。
渦束縛状態について解析を行うため、空間非一様性を伴う超伝導体の記述に用いられて

きたGreen関数法の 1つであるEilenberger方程式を導出する [95,99]。そのため、まずは
式 (5.13)の低エネルギー有効ハミルトニアンから Dyson-Gor’kov方程式を導出し、その

23正孔は電磁場に対して電子と逆の応答を示すという直感から、伝導電子の有効質量と電磁場の導入の関
係は非自明であるが、元の強束縛模型に対して Peierse位相を導入すればゲージ原理と同様の結論が得られ
る。
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準古典極限を考えるという方針を取る。まず、実空間表示の伝導電子のGreen関数 (電子
Green関数)を以下のように定義する。

Ĝc
αλ(x, x

′) = ⟨−Tτ
[
ψ⃗αλ(x)ψ⃗

†
αλ(x

′)
]
⟩ (5.14)

ただし、x = (r, τ)であり、ここで導入したHeisenberg描像の演算子は

ψ⃗αλ(x) = eτH
eff
A

(
ψα↑,λ(r), ψ

†
ᾱ↓,λ(r)

)T
e−τHeff

A (5.15)

及び ψ⃗†
αλ(x) = (ψ⃗αλ(r,−τ))†と定義する。また、対応する松原Green関数は

Ĝc
αλ(iωn; r, r

′) =

∫ β

0

d(τ − τ ′)Ĝc
αλ(x, x

′)eiωn(τ−τ ′)

=

(
Gαλ(iωn; r, r

′) Fαλ(iωn; r, r
′)

F †
αλ(iωn; r, r

′) −Ḡαλ(iωn; r, r
′)

)
(5.16)

によって与えられる。強束縛模型の数値解析によって超伝導渦の形成時にも自己無撞着方
程式の非自明な解が存在することを既に確認したため、以下では有限のペアポテンシャル
Vα↑,Wᾱ↓が与えられた際の電磁応答について考える。この時、局在擬スピンを記述するた
めに導入された擬フェルミオン fαλ(r)の情報は既にペアポテンシャルの中に含まれてお
り、伝導電子のGreen関数のみで完結した理論形式を構築することができる。
電子Green関数は式 (5.13)の低エネルギー有効ハミルトニアンから導出される以下の 2

通りのDyson-Gor’kov方程式に従う。

δ(3)(r − r′)τ̂ 0 =
(
iωnτ̂

0 − ξ̂Lαλ(r)− Σ̂c
α(iωn, r)

)
Ĝc

αλ(iωn; r, r
′), (5.17a)

δ(3)(r − r′)τ̂ 0 = Ĝc
αλ(iωn; r, r

′)
(
iωnτ̂

0 − ξ̂Rαλ(r
′)− Σ̂c

α(iωn, r
′)
)
, (5.17b)

ここで τ̂ 0は 2次元の単位行列である。また、τ̂ i=1,2,3は南部基底 ψ⃗αλ(r)の自由度を記述す
るPauli行列である。ξ̂Lαλ(r)は運動エネルギーを記述する演算子であり、以下のように定
義される。

ξ̂Lαλ(r) =

 − D̀2
αλ

2mαλ

− µαλ 0

0
D́2

ᾱλ

2mᾱλ

+ µᾱλ

 , (5.18)

また ξ̂Rαλ(r)は (D̀αλ, D́ᾱλ)を (D́αλ, D̀ᾱλ)に置き換えることで得られる24。さらに、伝導電
子の自己エネルギー Σ̂c

α(iωn; r)を以下のように導入する。

Σ̂c
α(iωn; r) =

(
Σα↑(iωn; r) ∆α(iωn; r)

∆†
α(iωn; r) Σᾱ↓(iωn; r)

)
, (5.19)

24式 (5.17b)において ξ̂Rαλ(r
′)は電子Green関数に対して右から掛かるが、その中に含まれる微分演算子

は電子 Green関数の行列要素に対して左から作用すると定義する。
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ここで自己エネルギーの各成分は

Σα↑(iωn; r) =
|Vα↑(r)|2

iωn

, (5.20a)

Σᾱ↓(iωn; r) =
|Wᾱ↓(r)|2

iωn

, (5.20b)

∆α(iωn; r) =
V ∗
α↑(r)Wᾱ↓(r)ϵαᾱ

iωn

. (5.20c)

及び ∆†
α(iωn; r) = (∆α(−iωn; r))

∗ によって与えられる。式 (5.20c)から分かるように、
Cooper対形成を誘起するペアポテンシャル (異常自己エネルギー25∆α)はフェルミオンの
松原周波数 ωnの奇関数である。このような異常自己エネルギーの周波数依存性はTCKL

模型の奇周波数超伝導状態においても確認されている [67]。一方、CMCB-KL模型にお
ける超伝導状態では複合体ペア振幅によるゲージ対称性の破れから誘起されたCooper対
の偶周波数成分 [式 (3.15)]がMeissner応答に重要である (付録 B.6.1参照)。この意味で
CMCB-KL模型は偶周波数超伝導状態にあたる。また、周波数 ωnの逆数に比例する異常
自己エネルギーの周波数依存性は低エネルギー領域 ωn → 0でペアポテンシャルが有効的
に増大することを示唆している。

5.2.2 Eilenberger方程式

次にDyson-Gor’kov方程式 (5.17a)-(5.17b)からEilenberger方程式を導出する。式 (5.17b)

と式 (5.17a)の差を取り、2つの伝導電子の間の重心座標rG = (r+r′)/2に関する空間微分
∇rGについて展開する。準古典近似では平均場 (自己エネルギー)やベクトルポテンシャル
の空間変調が十分に緩やかであると仮定し、重心座標の微分に関する展開を 1次で打ち切
る。この 2本のDyson-Gor’kov方程式の差を取る導出法はBCS理論におけるEilenberger

方程式の導出にも用いられている。標準的な手続き [99]に従って、相対座標R = r − r′

に関する積分を実行することで以下に与えられるEilenberger方程式を導出することがで
きる。 [

B̂αλ(iωn, k̂Fλ; rG), ĝαλ(iωn, k̂Fλ; rG)
]
= ivFλ ·∇rG ĝαλ(iωn, k̂Fλ; rG), (5.21a)

B̂αλ(iωn, k̂Fλ; rG) = τ̂ 3
(
iωn −

1

2
Ecσ

z
αα + evFλ ·A(rG)− Σ̂c

α(iωn; rG)

)
(5.21b)

ここで k̂Fλ = kFλ/|kFλ|は各 Fermi面の中心Kλから測った Fermi運動量 kFλの単位ベク
トルである。vFλ = kFλ/mλはKλにおけるFermi速度であり、mλ = m1λ = m2λはKλ内
の伝導電子の有効質量を表す。Ec ≡ (µαλ − µᾱλ)σ

z
αα = 2|µ| > 0は伝導バンド間の分裂を

表し、このエネルギースケールを通して伝導電子間の Cooper対が形成される (図 5.5参
照)。ĝαλ(iωn, k̂Fλ; rG)は準古典極限におけるGreen関数 (準古典Green関数) であり、以

25以下では Σ̂cの非対角成分を異常自己エネルギーと呼ぶのに対して、対角成分は通常自己エネルギーと
呼ぶ。
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∼ −Ec

+Λ

−Λ

(b)

図 5.6: CMCB-KL模型におけるエネルギー積分と Ec → ∞の極限の順序の概念図。Λはエネル
ギー積分のカットオフであり、(a)Λ < Ec → ∞及び (b)Ec < Λ → ∞を表す。

下で与えられる。

ĝαλ(iωn, k̂Fλ; r) =

∮
dξkλλ

∫
dR Ĝc

αλ(iωn; r+, r−)τ̂
3e−ik·R

≡

(
gαλ(iωn, k̂Fλ; r) −fαλ(iωn, k̂Fλ; r)

f †
αλ(iωn, k̂Fλ; r) ḡαλ(iωn, k̂Fλ; r)

)
(5.22)

ここで r± = r ±R/2は 2つの伝導電子の座標である。積分
∮
はCooper対の形成に寄与

する Fermi波数近傍 (ξkλλ = 0)におけるGreen関数の極による寄与を拾うことを意味す
る。以下では表示を簡単にするため、引数 (iωn, k̂Fλ; r)は必要がなければ省略する。
Eilenbereger方程式を解くことで得られる準古典Green関数は平均場が空間非一様であ

る領域から十分離れた遠方に向かってバルク状態へと連続的に変化する。このような解を
導出するため、以下では準古典Green関数の満たす規格化条件について考える。ある ĝαλ
がEilenberger方程式 (5.21a)を満たす時、ĝαλĝαλもまた式 (5.21a)の解となるため、以下
のように表すことができる。

ĝαλĝαλ = aτ̂ 0 + bĝαλ (5.23)

τ̂ 0は Eilenbereger方程式の自明な解である 2次元単位行列を表す。ここで導入された係
数 a, bは座標に依存しない定数であり、バルク状態の準古典Green関数を考えることで決
定することができる。準古典Green関数のバルク解は式 (5.22)から導出することができ
る。その導出の過程では上で導入したEcという量に関する極限操作の順序が重要になる。
低エネルギー領域の自由度を考えるときにはEc → ∞の極限を考えるが、この極限は式
(5.22)におけるエネルギー積分の後に実行する必要がある。もし、先に Ec → ∞の極限
を実行してしまうと伝導電子間のCooper対形成に必要な高エネルギー領域の情報が準古
典Green関数に取り込まれず、規格化条件を満たすような定数 a, bを定めることができな
くなってしまう (図 5.6)。この点に留意すれば準古典Green関数のバルク解を以下のよう
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に得ることができる。

ĝαλ(iωn) =
πsgn(ωn)σ

z
αα√

Ω2
nα +∆α(iωn)∆

†
α(iωn)

(
iΩnα −∆α(iωn)

∆†
α(iωn) −iΩnα

)
(5.24)

ここで導入したΩnαは以下のように定義される。

iΩnα = iωn −
1

2
Ecσ

z
αα − 1

2
(Σα↑(iωn) + Σᾱ↓(iωn)) (5.25)

ゆえに、式 (5.23)の規格化条件は

a = −π2, (5.26a)

b = 0 (5.26b)

によって与えられる。これらの規格化条件はBCS理論で用いられる条件と全く同じである。

5.2.3 Meissner応答

前節において導出した Eilenberger方程式 (5.21a)及び準古典Green関数の規格化条件
[式 (5.26a)-(5.26b)]の正当性を確かめるため、それらを用いて電磁応答を計算し、バルク
解の超流動密度 [式 (3.18)]を再現できることを示す。準古典理論において電流密度は以下
のように計算できる [99]。

j(r) =
e

β

∑
nα

ρα(0)

∫
dk̂Fα

4π
vFαTr

[
τ̂ 3ĝαα(iωn, k̂Fα; r)

]
(5.27)

ここで dk̂Fαはk ∈ KαのFermi面上の立体角に関する積分を表す。ρα(0)は伝導電子ψασ,α

のFermi準位上における状態密度であり、αに関する和は電子バンドと正孔バンドの低エ
ネルギー領域による寄与を足し合わせることを意味する。ベクトルポテンシャルA(r)に
よる線形応答を計算するため、準古典Green関数をA(r)及びその導入に伴って生じる平
均場の空間変調に対して摂動展開した表式 ĝαλ = ĝ

(0)
αλ + ĝ

(1)
αλ + · · · を用いる。ただし、上

付き添字は摂動の次数を表しており、線形応答を計算するには 1次で展開を打ち切れば良
い。この時、規格化条件 [式 (5.26a)-(5.26b)]から以下の関係式を得る。

g
(0)
αλ + ḡ

(0)
αλ = 0, (5.28a)

g
(1)
αλ + ḡ

(1)
αλ = 0, (5.28b)

(g
(0)
αλ )

2 − f
(0)
αλ f

†(0)
αλ = −π2, (5.28c)

2g
(1)
αλg

(0)
αλ = f

(1)
αλ f

†(0)
αλ + f

(0)
αλ f

†(1)
αλ . (5.28d)

これらの関係式とEilenberger方程式を連立させることで準古典Green関数を計算するこ
とができる。摂動の 0次の項は式 (5.24)と同じ形で与えられる。また、摂動の 1次の項を
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記述するEilenberger方程式は規格化条件を用いることで以下のように書き換えることが
できる26。

∆αg
(1)
αλ − iΩnαf

(1)
αλ =

1

2
ivFλ · (∇− 2ieA(r)) f

(0)
αλ , (5.29a)

iΩnαg
(1)
αλ −∆†

αf
(1)
αλ =

1

2
ivFλ ·∇g

(0)
αλ (5.29b)

以上より、摂動の 1次の項は以下のように与えられる。

g
(1)
αλ = −

πsgn(ωn)σ
z
αα|V ∗

α↑Wᾱ↓|2

ω2
n

(
Ω2

nα +∆α∆
†
α

) 3
2

evFλ ·
(
A(r)− 1

2e
∇θ(r)

)
(5.30)

ここで∆α(iωn; r) = |V ∗
α↑(r)Wᾱ↓(r)|eiθ(r)ϵαᾱ/(iωn)と表せることを用いた。得られた準古

典Green関数はゲージ変換A(r) → A(r) +∇χ(r)及び θ(r) → θ(r) + 2eχ(r)の下で不
変であり、物理的なU(1)ゲージの自由度が伝導電子 ψα↑と ψᾱ↓の間の相対的な位相であ
ることを示している。これは強束縛模型を用いた数値計算の結果において、渦状態の物
性が式 (5.3a)-(5.3b)で導入した平均場の位相の差にのみ依存するという結果と整合する。
Meissner状態ではU(1)ゲージ θが空間に依らずに一様な値に固定されるため、電流密度
の Fourier成分は j(q) = −K(q)A(q)によって与えられる。電流密度の定義 [式 (5.27)]か
ら、Meissner効果を記述する核K(q → 0) ≡ Kは以下で与えられる。

K =
∑
α

nSC
α (T )e2

|mα|
, (5.31a)

nSC
α (T ) = nα

1

β

∑
n

πsgn(ωn)σ
z
αα|V ∗

α↑Wᾱ↓|2

ω2
n

(
Ω2

nα +∆α∆
†
α

) 3
2

(5.31b)

ここでnSC
α (T )は超流動密度を表し、nα = 4ρα(0)|µαα|/3は電子 (α = 1)及び正孔 (α = 2)の

数密度である。この超流動密度の低温極限での値を評価する。松原周波数ωn = (2n+1)πT

は T → 0で連続変数であるとみなすことができるため、松原周波数に関する和を区分求
積法を用いて以下のような積分に置き換える。

lim
T→0

T
∑
n

F (ωn) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dω F (ω) (5.32)

このようにして低温極限における超流動密度を求めると以下を得る。

nSC
α (T → 0)

nα

≃
(
|V |
Ec

)2 ∫ ∞

−∞
dx

−4isgn(x)

x2
[
1− i 4

x

] 3
2

=
4|V |2

E2
c

(5.33)

26式 (5.29a)-(5.29b)右辺の g(0), f (0)は定数ではなく、秩序変数の空間依存性を考慮して微分を作用させ
た後に全体として∇,Aの 1次で展開を打ち切ることを意味する。
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ただし |Vα↑| = |Wᾱ↓| = |V |とし、|V |/Ecの高次の項は無視した27。以上から超伝導状態
における磁場侵入長 λは

λ =

√
1

µ0K
=

Ec

2|V |

(
µ0

∑
α

nαe
2

|mα|

)− 1
2

(5.34)

と与えられる。この結果は第 3.2.4節において準古典近似を用いずに電磁応答関数を計算
することで得た結果と一致している。このように、前節において導出した準古典理論はバ
ルクの性質を再現可能であり、低温極限における超伝導状態の性質を正しく記述できる理
論形式になっている。

5.3 Kramer-Pesch近似を用いた渦束縛状態の解析
5.3.1 準粒子の束縛エネルギー

前節において、導出したEilenberger方程式が低温領域における超伝導物性を正しく記述
していることを確認した。本節では渦の中心に束縛された低エネルギー準粒子の物理的性
質を明らかにするため、Kramer-Peschによって導入された準古典Green関数に対する摂動
論的手法 [96,97]を用いる。式 (5.34)に示したように、CMCB-KL模型の超伝導状態にお
ける磁場侵入長は従来のBCS理論におけるフルギャップ超伝導体に比べてO(Ec/|V |) ≫ 1

だけ長いため、数値計算を行なった際と同様の渦が孤立していると見なせるような弱磁場
領域ではベクトルポテンシャルによる影響は無視できる。この時、磁束量子 1個分の孤立
渦は以下のペアポテンシャルによって記述される。

∆α(z, r) =
|V (r)|2eiφ

z
ϵαᾱ (5.35)

ここで φは 2次元極座標における方位角を表す。zは松原周波数を解析接続した複素周
波数である。式 (5.35)では平均場の振幅 Vα↑,Wᾱ↓が |Vα↑(r)| = |Wᾱ↓(r)| ≡ |V (r)|を満
たすことを用いた (第 5.1.2節参照)。また、フルギャップな s波超伝導状態を考えている
ため r = |r|に対して |V (r)| = |V (r)|とおく。このようにしてペアポテンシャルを導入
し、Eilenberger方程式 (5.21a)を解くことで低エネルギー準粒子の性質を調べる。円筒
座標系を用いるとペアポテンシャルは式 (5.35)のような単純な形で表すことができるが、
Eilenberger方程式 (5.21a)を解く際には空間微分の項を簡潔に記すため、慣習的には伝導
電子のFermi速度と平行な軸を持つ座標系が用いられる [99]。その座標系において準粒子
の位置は Fermi速度の方向を表す角度 γ、渦の中心から測った衝突パラメタ b及び準粒子
の運動の軌跡に沿った座標 uの 3つの変数によって指定される。この座標系と円筒座標
系、xy座標系の関係を図 5.7に示す。本研究では伝導バンドが等方的なFermi面を持つと

27超流動密度の導出過程においても Ec → ∞の極限操作の順序に注意する必要がある。自己エネルギー
は 1/iωn に比例するため、低温・低エネルギー極限では増大し、Ec に比べて無視できない大きさになる。
そのため、素朴に Ec → ∞の極限を取ることができない。また、式 (5.33)では超流動密度の解析的な表式
を示したが、実際に式 (5.31b)の松原周波数に関する和を数値的に実行することによって同等の結果が得ら
れることを確認している。
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図 5.7: (u, b)の座標系と円筒座標系 (r, φ)の関係。

仮定しているため、準粒子のエネルギー分散を計算する際には γ = 0を選ぶことができ
る。この時、Eilenberger方程式 (5.21a)は以下のように表すことができる。

−ivFλ∂ufαλ = 2Λα(z)fαλ − 2∆α(z)gαλ, (5.36a)

−ivFλ∂uf
†
αλ = −2Λα(z)f

†
αλ + 2∆†

α(z)gαλ (5.36b)

vFλ = |vFλ|は Fermi速度の大きさを表す。Λα(z)は

Λα(z) = z − 1

2
Ecσ

z
αα − 1

2
(Σα↑(z) + Σᾱ↓(z)) (5.37)

と定義され、Λ(iωn) = iΩnαを満たす。以下ではKramer-Pesch近似と呼ばれる準古典Green

関数の摂動展開を用いてEilenberger方程式を解く。まずは準古典Green関数の境界条件
に着目する。従来のBCS超伝導体に対してKramer-Pesch近似を適用した文献 [96,97]で
は、|ω| ≪ |∆BCS|を満たす低エネルギー領域に準粒子が出現することから ω ≃ 0が摂動
パラメタとみなされてきた。一方、CMCB-KL模型の超伝導においては渦束縛状態の特
徴的なエネルギースケールはバルクのエネルギーギャップ |ω| ∼ |V |2/Ecと同程度である
ため、BCS理論で用いられる ω ≃ 0に対する摂動論を考えることはできず、摂動論の適
用が正当化されるエネルギー領域を考え直す必要がある。そこで、準古典Green関数 gαλ
の境界条件について考える。バルク極限 (|u| → ∞)において、準古典Green関数 gαλはバ
ルク解へと漸近し、

gR,A
αλ (ω, |u| = ∞) = (−1)R,Aiπ

Λα(ω + i0±)√
Λ2

α(ω + i0±)− |V∞|4
(ω+i0±)2

(5.38)

のように振る舞う。ここで |V∞| = |Vα↑(u = ±∞)| = |Wᾱ↓(u = ±∞)|はバルク極限におけ
るペアポテンシャルの振幅を表す。上付き添字のR,Aはそれぞれ遅延・先進準古典Green

関数を意味し、右辺の 0+、0−と対応する。また、(−1)R = +1, (−1)A = −1は解析接続
に伴って生じる符号である。
準古典Green関数はこのような漸近的な振る舞いを示す一方で、図 5.4(a)に示したよ

うに低エネルギー準粒子に由来する局所状態密度のピークは渦の中心近傍にのみ存在す
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る。これは束縛エネルギー ω0 を持つ低エネルギー準粒子を記述する準古典 Green関数
gαλ(ω0, u)はバルク極限 (|u| → ∞)で減衰して 0になることを示している。したがって、
低エネルギー準粒子を記述する準古典Green関数の境界条件 gαλ(ω0, |u| = ∞) = 0を満た
すように、Λα(ω0, |u| = ∞) = 0が要求される。ゆえに、束縛エネルギー ω0を決定する方
程式を以下のように得る。

Λα(ω0, |u| = ∞) = ω0 −
1

2
Ecσ

z
αα − |V∞|2

ω0

= 0 (5.39)

この方程式において中辺の第 3項は式 (5.37)の通常自己エネルギー Σα↑,Σᾱ↓の周波数依
存性を反映している。この方程式は 2つの根 ωη=±

0 を持ち、以下のように与えられる。

ωη
0 =

1

4

[
Ecσ

z
αα + η

√
E2

c + 16|V∞|2
]

(5.40)

通常Ec ≫ |V∞|が満たされるので、η = −σz
ααに対する解は近藤ギャップ程度の大きさを

持つ低エネルギー励起であり、もう一方はFermi準位から離れた高エネルギー領域に位置
する。そこで、この低エネルギー解を渦束縛状態の束縛エネルギー εα0と見なす。Ecは
強束縛模型のパラメタを用いるとEc = 2|µ|と表せるため、|µ| ≫ |V∞|の下で束縛エネル
ギーは以下のように近似される。

εα0 ≃ −σz
αα

2|V∞|2

Ec

= −σz
αα

|V∞|2

|µ|
(5.41)

これは第 3.2.1節で見積もったバルクのエネルギーギャップと同程度である。さらに、こ
の束縛エネルギーは図 5.3(a)に示したエネルギー分散の計算結果と整合しており、電子バ
ンド (α = 1)は負のエネルギーを持つ束縛状態を形成する一方で、正のエネルギーを持つ
準粒子は正孔バンド (α = 2)に由来するという特徴を再現している。ゆえに、CMCB-KL

模型における渦束縛状態を特徴付けるエネルギースケールは、式 (5.39)に現れているよう
に、超伝導電子の感じる通常自己エネルギー Σα↑,Σᾱ↓の特徴的な周波数依存性に起因す
る。ここで用いた束縛エネルギーの計算方法をBCS-s波超伝導体に適用すると、式 (5.39)

において Ec及び |V∞|2/ω0という項がない状況を考えることになるため、ω0 = 0という
結果が再現できる [96]。

5.3.2 空間変調の長さスケール及びエネルギー分散

前節では準粒子の束縛エネルギーを決定するため、衝突パラメタ b = 0かつバルク極限
|u| = ∞の境界条件について考えてきた。本節では特徴的な長さスケールの起源について
調べるため、空間変調を表す座標 uに関する微分を含む Eilenberger方程式 (5.36a)及び
(5.36b)を解く。式 (5.36a)及び (5.36b)から対称性

fαλ(u) = −f †
αλ(−u), (5.42a)

gαλ(u) = gαλ(−u) (5.42b)

が満たされるため、以下では式 (5.36a)についてのみ考える。u ≫ b ≳ 0及び、前節の結
論から z ≃ εα0を仮定し、Λα(z) ∝ (z − εα0)と衝突パラメタ bを摂動とみなす。また、式
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(5.35)に与えた円筒座標系で定義したペアポテンシャルは (u, b)座標系では以下のように
書き換えられる。

∆α(z;u, b) =
|V (u, b)|2

z
ϵαᾱ

u+ ib√
u2 + b2

= ∆̄α(z;u)ϵαᾱsgn(u)

(
1 + i

b

u

)
+ · · · (5.43)

ただし、∆̄α(z;u) = |V (u)|2/zは異常自己エネルギーの周波数依存性を記述する。この時、
準古典Green関数の 1次までの摂動展開 gαλ = g

(0)
αλ + g

(1)
αλ , fαλ = f

(0)
αλ + f

(1)
αλ の各項は以下

の方程式に従う。

−ivFλ∂uf
(0)
αλ (u) = −2∆̄α(z, u)ϵαᾱsgn(u)g

(0)
αλ (u), (5.44a)

−ivFλ∂uf
(1)
αλ (u) = 2Λα(z, u)f

(0)
αλ (u)− 2i∆̄α(z, u)ϵαᾱ

b

|u|
g
(0)
αλ (u), (5.44b)

上付き添字は摂動展開の次数を表す。前節の結果から、摂動の 0次の準古典Green関数が
g
(0)
αλ (±∞) = 0を満たすように f

(0)
αλ (u) = −ig

(0)
αλ (u)を仮定する。この時、準古典Green関

数は以下のように与えられる。

gαλ(u) = C0e
−Kαλ(z,u), (5.45a)

fαλ(u) = −iC0

[
e−Kαλ(z,u) +

2i

vFλ

∫ u

0

du′
(
Λα(z, u

′) + ∆̄α(z, u
′)ϵαᾱ

b

|u′|

)
e−Kαλ(z,u

′)

]
(5.45b)

ここで導入した係数C0は fαλ(u)がバルク極限における境界条件を満たすように後で定め
る。準古典Green関数の空間的な広がりを記述する関数Kαλ(u)は

Kαλ(u) = − 2

vFλ

∫ |u|

0

du′∆̄α(z, u
′)ϵαᾱ ≃ Ec

vFλ

∫ |u|

0

du′
|V (u′)|2

|V∞|2
(5.46)

と与えられる。再右辺では低エネルギー束縛状態が z ≃ εα0 = −2σz
αα|V∞|2/Ecを満たす

ことを用いた。強束縛模型による数値計算の結果 [図 5.1(a)]、平均場の振幅はほとんど定
数と見なせるので渦束縛状態 gαλ(u) ∼ e−|u|/ξ̃の空間的な広がりを特徴付ける長さスケー
ル ξ̃は以下のように与えられる。

ξ̃ ≡ vFλ
2|∆̄α(εα0;∞)|

≃ vFλ
Ec

(5.47)

このようにして得られた長さスケールは近藤カップリングの値に依らず、コヒーレンス長
ξc = vF/|V |に比べてO(|V |/Ec)だけ短い。また、Ec = 2|µ|及び vFλ = 2

√
|µ|tを代入す

ると ξ̃ ≃
√
t/|µ| ∼ 1となり、格子定数程度の短いスケールであることが分かる。

この短い空間スケールの出現は以下のようにして理解する事ができる。超伝導渦に束縛
された低エネルギー状態は、式 (5.46)に見られるような異常自己エネルギーの逆数によっ
て特徴付けられる長さスケールを持つ。これはBCS理論も同様であるが、CMCB-KL模
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型においては周波数に依存した長さが出現する点が異なっている。異常自己エネルギー
の周波数依存性を考慮すると、ξ(ω) = vF/|∆α(ω)| = |ω|vF/|V |2という周波数に比例した
長さが生じる。その結果、低エネルギー領域では伝導電子が有効的に大きなペアポテン
シャルを感じることを反映し、長さスケールは短くなっていく。|ω|の最小値は束縛エネ
ルギー |εα0| ∼ |V |2/Ecであるため、結果的に式 (5.47)に示したペアポテンシャルや近藤
カップリングの値には依存せず、格子定数程度に抑制された長さスケールが出現する。
fαλのバルク極限 (|u| → ∞)における境界条件を考えることで式 (5.45b)の係数 C0を

決定し、準粒子のエネルギー分散を計算する事ができる。詳細な計算は付録Dに記すが、
低エネルギー準粒子を記述する準古典Green関数の解析的な表式は以下で与えられる。

gαλ(u, b; iωn) = π|εαλ(b)|
e−Kαλ(u)

iωn − εαλ(b)
, (5.48)

εαλ(b) = −σz
αα

2|V∞|2

Ec

+ 2|V∞| b

vFλ/|V∞|
(5.49)

準粒子のエネルギー分散において支配的なのは衝突パラメタの 0次の項であり、渦の中心
付近に束縛された状態はバルクのエネルギーギャップと同程度の励起ギャップを持つ。
以上の解析より、CMCB-KL模型における渦束縛状態の特性である、相互作用の大きさ

に依存しない格子定数程度の長さスケール、そしてバルクギャップと同程度の束縛エネル
ギーを持つ準粒子励起が通常自己エネルギー及び異常自己エネルギーの特徴的な周波数依
存性と関係していることを明らかにした。準粒子の束縛エネルギーは伝導電子と擬フェル
ミオンの混成から生じる通常自己エネルギーによって決定される。一方で、低エネルギー
領域における準粒子は異常自己エネルギーの 1/ωに比例するという特徴的な周波数依存性
を反映して有効的に大きなペアポテンシャルを感じ、その空間的な広がりが格子定数程度
に抑制される。長さスケールの抑制に関しては、従来のBCS理論においても、低エネル
ギー準粒子の熱的な励起を反映して渦の半径が格子定数程度に小さくなるKramer-Pesch

効果が知られている [96, 98, 100]。従来の s波超伝導における渦束縛状態はエネルギー分
散 ε(b) ∼ |∆∞|2b/vFによって特徴付けられるため28、転移温度以下においても準粒子の熱
による散乱が生じる。一方、CMCB-KL模型における低エネルギー励起はバルクギャップ
|Eg| ∼ Tcと同程度のギャップを持つため、転移温度以下ではKramer-Pesch効果に重要な
準粒子の熱励起はほとんど無視でき、異常自己エネルギーの周波数特性のみを反映して短
い長さが出現していると考えられる。このように、CMCB-KL模型の超伝導は特徴的な
長さスケールの抑制に関して従来のBCS超伝導とは異なる機構を持つ。
本節では、渦束縛状態の低エネルギー領域における性質を調べるため、準古典極限

(kFξ ≫ 1)を仮定して解析を行った。数値計算から得られた格子定数程度の短い長さス
ケールの出現は準古典極限の精神に反しているが、弱磁場領域における孤立した渦に対
しては 2次元の強束縛模型と準古典理論で定性的に同じ振る舞いが得られており、準古典
極限からの外挿が上手く働く事がわかった。したがって、本節で構築した準古典理論は
CMCB-KL模型の超伝導における空間非一様性の影響を定性的に正しく記述できている
と考えられる。

28式 (5.49)において、第 1項のギャップ項がなく、|V∞| → |∆∞|と置き換えれば良い。
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5.4 応用への展望
本節の最後に、BCS超伝導とは異なる特性を示すCMCB-KL模型の渦束縛状態に期待

される利点としてMajoranaフェルミオンの検出可能性について述べる。Majoranaフェ
ルミオンとは自身とその反粒子が全く同じ状態であるフェルミオンの自由度を指す。超
伝導状態を記述するBogoliubov準粒子は電子とその反粒子である正孔による重ね合わせ
状態であるため、一部の超伝導体におけるゼロエネルギー状態では粒子と反粒子が等し
く混ざり、互いに区別のつかなくなったMajoranaフェルミオン状態が出現する29。近年
ではMajoranaフェルミオンの非可換統計性に基づく量子計算への応用を目指し、固体中
におけるMajoranaフェルミオン実現のためのプラットホームが提案されている。その一
例として、常伝導相の Fermi準位近傍にパリティの異なるバンドが混成した反転バンド
構造を持つ金属において BCS-s波超伝導が実現した場合、磁場下で形成される渦糸の両
端には局在したMajoranaフェルミオンのペアが出現することが知られている [91, 101]。
このMajoranaフェルミオンは渦束縛状態の準位間隔 Egap ∼ |∆|2/EFから決まるエネル
ギーギャップのさらに内側に出現する。通常の超伝導体では |∆| ≪ EFであり、このエネ
ルギーギャップはとても小さいため、比較的大きな |∆|/EFを持つ Fe(Se,Te)系などの超
伝導体においてMajorana状態が観測されている [92, 93, 102]。一方、CMCB-KL模型に
おける渦束縛状態はバルクギャップと同程度の大きなエネルギーギャップを持つ。そのた
め、CMCB-KL模型においてバンド反転を伴う金属状態を考えた場合、渦束縛状態とエ
ネルギー的によく分離したゼロエネルギーMajoranaフェルミオンの出現とその実験的な
検出が期待できる。

29電子 (c)と正孔 (c†)に対して、Bogoliubov準粒子は γ = uc+ vc† のように表される。波動関数のウェ
イト u, vが v = u∗ を満たすことで超伝導体中の準粒子としてMajoranaフェルミオン状態 γ = γ† が実現
する。
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6 結論
本研究では重い電子系におけるフルギャップ超伝導の新しい発現機構として「補償金属

系の電子と正孔による近藤効果への競合」を提案し、その超伝導状態における物理的性質
の解明に取り組んだ。本論文の結果を以下にまとめる。

・超伝導発現機構:秩序変数と電磁応答
第3章では補償金属バンドの低エネルギー領域を記述する有効模型を用いることで、様々

な物理量の解析計算を行った。超伝導状態におけるエネルギースペクトルはBCS超伝導
とは異なる間接ギャップ構造を持ち、そのエネルギースケールは発現機構を反映した近藤
温度によって記述される。また、補償金属の特性であるFermi準位近傍の状態密度の抑制
を考慮することで重い電子系超伝導体の転移温度の典型的なエネルギースケールを再現
できることを明らかにした。
低エネルギー領域の自由度に着目し、ゲージ対称性の破れを特徴づける秩序変数は局

在スピン、電子、正孔の 3体の束縛状態を記述する複合体ペア振幅であり、伝導電子間の
Cooper対は凝縮エネルギーの利得に寄与していないことを明らかにした。一方で、この
複合体ペア自身は局在スピンを含むために外場と結合せず、超伝導のMeissner応答に直
接寄与することができない。しかし、その秩序化によるゲージ対称性の破れが伝導電子間
のCooper対を 2次的に誘起することで反磁性電流を生じるという超伝導応答の発現機構
を明らかにした。また、電磁応答係数から見積もった磁場侵入長はBCS超伝導の典型的
な値に比べて大きな値を示すことを明らかにした。

・超伝導状態の伝導バンド構造に対する頑強さ
第 4章の前半では補償金属のバンド構造による超伝導状態への影響を調べるため、Fermi

面の異方性を取り入れた強束縛模型を用いて数値解析を行った。秩序変数の自己無撞着解
はFermi面の異方性や枚数などのバンド構造の詳細には依らず、広いパラメタ領域で存在
することを明らかにした。この結果は発現機構である近藤効果が局所的な物理現象である
ことを反映していると考えられ、補償金属において従来議論されてきた励起子凝縮や電荷
密度波などの秩序相への不安定性にはFermi面のネスティングが重要であることとは対照
的である。また、伝導電子の状態密度を計算した結果、BCS超伝導ではギャップ端におい
て状態密度が発散的振る舞いを示すのに対して、CMCB-KL模型のフルギャップ超伝導状
態では発散的振る舞いの有無が伝導バンド構造の詳細に依存することを示した。

・磁場誘起相転移
第 4章の後半では外部磁場による対破壊効果を調べた。その結果、フルギャップ状態から

常伝導状態への 1次転移、及びフルギャップ状態からギャップレス超伝導状態へのLifshitz

転移を伴う 2次相転移が存在することを明らかにした。磁場による 1次転移はBCS理論
における Pauli対破壊効果の近藤一重項に対するアナロジーとして理解できる。一方で、
磁場印加によってBogoliubov-Fermi面が形成される Lifshitz転移はBCS超伝導には見ら
れない特性であり、比熱の磁場依存性などの測定が我々の提案した超伝導発現機構の実現
を検証する手がかりの 1つとなることを明らかにした。
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・渦束縛状態の形成
第 5章では超伝導渦の中心付近に生じる低エネルギー束縛状態の性質を調べた。秩序変

数の空間非一様性を記述する実空間強束縛模型を用いて解析を行い、CMCB-KL模型の
渦には以下のような 2つの特性があることを明らかにした。

1. 空間変調の長さスケールは相互作用の値に依存せず、格子定数程度の短い値を示す。

2. 束縛エネルギーはバルクギャップと同程度のエネルギースケールを持つ。

これらの特性の物理的起源を解明するため、準古典Green関数に対する理論形式の構築
を行った。強束縛模型の低エネルギー極限として得られる有効ハミルトニアンからGreen

関数を定義し、その準古典極限を考えることでEilenberger方程式を導出した。その導出
過程において得られた伝導電子の自己エネルギーは周波数の逆数に比例し、低エネルギー
領域で増大する構造を持つ。また、Kramer-Pesch近似を用いて準粒子の励起スペクトル
の解析計算を行った結果、通常自己エネルギーが準粒子の束縛エネルギーを決定し、異常
自己エネルギーが低エネルギー領域では有効的に増強されることによって空間変調の長さ
スケールを抑制することを明らかにした。したがって、CMCB-KL模型の渦の特性は局在
スピンとの凝縮という超伝導発現機構を反映した自己エネルギーの特徴的な周波数依存
性と関連があることを明らかにした。

本研究によって、補償金属的伝導バンドを持つ近藤系のフルギャップ超伝導状態は従来
のような伝導電子間のCooper対の形成ではなく、電子と正孔による局在スピンとの凝縮
を介して実現することを示した。また、その発現機構が近藤効果であることを反映して、
様々な物性にBCS超伝導との差異が現れることを明らかにした。したがって、本研究の
結果は補償金属系における強相関現象の概念を拡張するものであると考えられる。
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A Green関数
本研究では超伝導状態の物理的性質を調べる際にGreen関数を用いた解析を行う。本

研究では平均場理論を適用し、2体相互作用を分解することで得られる 1体問題の有効ハ
ミルトニアンを用いて秩序状態を記述する。そこで本章ではGreen関数を用いて 1体問題
を扱う方法について要点をまとめる。以下の 1体問題のハミルトニアンを考える。

H =
∑
ss′

ψ†
s(Ĥ)ss′ψs′ (A.1)

ここで ψs(ψ
†
s)は座標 (Riまたは r)、スピン σ、チャンネル αなどをまとめた物理的な自

由度 sで表されるフェルミオンの消滅 (生成)演算子である。Green関数は以下のように導
入される。

Ĝ(τ) =
〈
−Tτ

[
ψ⃗(τ)ψ⃗†

]〉
= −θ(τ)⟨ψ⃗(τ)ψ⃗†⟩+ θ(−τ)⟨ψ⃗†T ψ⃗T (τ)⟩ (A.2)

ψ⃗ = (ψs1 , ψs2 , · · · )T である。ここで ⟨· · · ⟩はH0による統計平均を表す。τ は虚時間と呼ば
れる実変数であり、A(τ) = eτH0Ae−τHは演算子AのHeisenberg表示を表す。θ(x)は階段
関数であり、Tτ [· · · ]は演算子積の順序を τ の大きい方から順に左へ並び替えた積 (時間順
序積)を表す。式 (A.2)の定義から、1体の物理量O =

∑
ss′ ψ

†
s(Ô)ss′ψs′の統計平均は以下

のように表すことができる。

⟨O⟩ =
∑
ss′

(Ô)ss′G
s′s(0−) = Tr

[
ÔĜ(0−)

]
(A.3)

ここでGss′(τ)はGreen関数の (s, s′)成分であり、0−は負の無限小量を表す。このように
Green関数を計算することで 1体の物理量の統計平均を評価することができる。
また、式 (A.2)の定義から Ĝ(τ)は逆温度 β = 1/T に対する反周期関数となるため、そ
の Fourier変換は以下のように与えられる。

Ĝ(iωn) =

∫ β

0

dτ Ĝ(τ)eiωnτ (A.4)

ここで ωn = (2n+ 1)π/βはフェルミオンの松原周波数、Ĝ(iωn)は松原Green関数と呼ば
れる。松原Green関数は 1体問題のハミルトニアンに対しては以下のような簡便な表式に
よって計算できる。

Ĝ(iωn) =
1

iωn1̂− Ĥ
(A.5)

この松原Green関数と式 (A.4)の逆変換を組み合わせることで Ĝ(τ)を計算することがで
きる。また、松原Green関数には以下のような物理的な意味がある。式 (A.5)から、松原
Green関数は実軸上にのみ極を持つため iωn → ω+ i0+(0+は正の無限小)に解析接続する
ことができる。さらにその虚部を取ることで、以下に定義される一粒子励起のスペクトル
関数 ρs(ω)を得ることができる。

ρs(ω) = − 1

π
Im
[
Gss(ω + i0+)

]
=
∑
α

|Usα|2δ(ω − Eα) (A.6)
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ここでUsα = (Û)sα、EαはハミルトニアンH0の固有ベクトル及びエネルギー固有値を表
し、(Û †ĤÛ)αα′ = Eαδαα′によって定義される。スペクトル関数 ρs(ω)はハミルトニアンの
エネルギー固有値、固有ベクトルに関する情報を持つ量になっており、松原Green関数を
得ることは 1体のハミルトニアンに対する Schrödinger方程式を解くことと等価である。
本節の最後に相互作用の効果を有効的なポテンシャルとして記述する自己エネルギーを

導入する。平均場理論において、自己エネルギーは有効ハミルトニアン Ĥに対するGreen

関数 [式 (A.5)]と、Ĥから相互作用の効果を差し引いた運動エネルギー項 Ĥ0から定義さ
れるGreen関数 Ĝ0(iωn) = (iωn1̂− Ĥ0)

−1に対して、以下のように定義される。

Σ̂(iωn) ≡ Ĝ−1
0 (iωn)− Ĝ−1(iωn) (A.7)

この方程式はDyson方程式30と呼ばれる。

B 平均場理論を用いた物理量の計算
B.1 非Kramers系の有効ハミルトニアン
本節では局在スピンの自由度として非Kramers二重項を仮定した場合の平均場理論に

ついてまとめる。非Kramers系のCMCB-KL模型は以下で与えられる。

H =
∑
kασ

ξkασc
†
kασckασ + J

∑
iσ

Ti · tciσ (B.1)

擬スピン Tiを記述するフェルミオンを以下のように導入する。

Ti =
1

2

∑
αα′

f †
iασαα′fiα′ , (B.2a)∑

α

f †
iαfiα = 1. (B.2b)

この時、CMCB-KL模型は以下のフェルミオン模型に書き換えられる。

H =
∑
kασ

ξkασc
†
kασckασ + εf

∑
i

(∑
α

f †
iαfiα − 1

)

− J

4

∑
iα1α2α3α4

(σα1α2 · σα3α4)

[(
f †
iα1
ciα4↑

)(
c†iα3↑fiα2

)
−
(
f †
iα1
c†iα3↓

)(
ciα4↓fiα2

)]
(B.3)

Kramers系と同様に、平均場 [式 (4.2a)-(4.2b)]を以下のように導入する。

Viα↑ =
J

4

(
⟨fiαc†iα↑⟩+ 2⟨fiᾱc†iᾱ↑⟩

)
, (B.4a)

Wiᾱ↓ =
J

4
ϵαᾱ

(
⟨fiαciᾱ↓⟩ − 2⟨fiᾱciα↓⟩

)
. (B.4b)

30超伝導の平均場理論における Dyson方程式は Gor’kov-Dyson方程式とも呼ばれる。
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この時、平均場ハミルトニアンは以下の混成模型として与えられる。

Heff =
∑
kασ

ξkαc
†
kασckασ + εf

∑
iα

f †
iαfiα +

∑
iα

[(
V ∗
iα↑c

†
iα↑ +Wiᾱ↓ϵαᾱciᾱ↓

)
fiα + h.c.

]
+ const.

(B.5)

さらに、並進対称性 Viα↑ → Vα↑,Wiᾱ↓ → Wᾱ↓を仮定すれば平均場ハミルトニアンは以下
のように書き換えられる。

Heff =
∑
kα

Ψ†
kα

 ξkα↑ 0 V ∗
α↑

0 −ξkᾱ↓ W ∗
ᾱ↓ϵαᾱ

Vα↑ Wᾱ↓ϵαᾱ εf

Ψkα (B.6)

ここでΨkα = (ckα↑, c
†
−kᾱ↓, fkα)

T である。

B.2 CMCB-KL模型の1粒子Green関数
平均場の自己無撞着方程式や粒子数などの統計平均、電子のエネルギースペクトルなど

を計算するため、以下で定義される 1粒子Green関数を導入する。

Ĝkσ(τ) = ⟨−Tτ
[
Ψkσ(τ)Ψ

†
kσ

]
⟩ = −θ(τ)⟨Ψkσ(τ)Ψ

†
kσ⟩+ θ(−τ)⟨Ψ†T

kσΨ
T
kσ(τ)⟩ (B.7)

Ψkσ = (ck1σ, c
†
−k2σ̄, fkσ)

T は式 (2.8a)で導入した南部基底である。また、対応する松原
Green関数 [式 (A.5)]はCMCB-KL模型 [式 (2.8a)]を用いて以下のように計算できる。

Ĝkσ(iωn) =
(
iωn1̂− Ĥkσ

)−1

=
1

dkσ(iωn)

 iωn(iωn + ξk2σ̄)− |W2σ̄|2 V ∗
1σW2σ̄ϵσσ̄ V ∗

1σ(iωn + ξk2σ̄)

V1σW
∗
2σ̄ϵσσ̄ iωn(iωn − ξk1σ)− |V1σ|2 W ∗

2σ̄ϵσσ̄(iωn − ξk1σ)

V1σ(iωn + ξk2σ̄) W2σ̄ϵσσ̄(iωn − ξk1σ) (iωn − ξk1σ)(iωn + ξk2σ̄)


(B.8)

ωn = (2n + 1)π/β はフェルミオンの松原周波数を表す。1̂は 3次元の単位行列を表し、
dkσ(z)は複素数 zに対して以下で定義される。

dkσ(z) = det
[
z1̂− Ĥkσ

]
= z(z − ξk1σ)(z + ξk2σ̄)− |V1σ|2(z + ξk2σ̄)− |W2σ̄|2(z − ξk1σ) (B.9)

この松原Green関数を用いて平均場などの計算を行う。まずは擬フェルミオンの自由度を
含む量に着目する。平均場の自己無撞着方程式 [(2.4a)-(2.4b)]や擬フェルミオンの粒子数
nf は以下のように表すことができる。

V1σ = − J1
4Nβ

∑
kn

[
G31

kσ(iωn) + 2G31
kσ̄(iωn)

]
e−i0+ , (B.10a)

W2σ̄ = − J2
4Nβ

∑
kn

ϵσσ̄
[
G32

kσ(iωn)− 2G32
kσ̄(iωn)

]
e−i0+ , (B.10b)

nf =
1

Nβ

∑
kσn

G33
kσ(iωn)e

−i0− (B.10c)
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ここでGij
kσ(τ)は Ĝkσの i行 j列目の成分であり、0+(0−)は正 (負)の無限小を表す。

次に伝導電子に関する自由度に着目する。超伝導状態の電磁応答を担うのは電磁場と結
合する伝導電子であるため、解析の際には伝導電子の自由度を記述するGreen関数を度々
用いる。伝導電子の自由度は式 (B.8)で与えられるGreen関数のうち、左上 2行 2列のブ
ロックによって記述される。そこで、このブロック行列を電子Green関数 Ĝc

kσとして以
下のように再定義しておく。

Ĝc
kσ(iωn) =

(
G11

kσ(iωn) G12
kσ(iωn)

G21
kσ(iωn) G22

kσ(iωn)

)
≡

(
Gkσ(iωn) Fkσ(iωn)

F †
kσ(iωn) −Ḡkσ(iωn)

)
(B.11)

この時、伝導電子の一粒子スペクトル ρkασ(ω)は電子Green関数の対角成分によって

ρk1σ(ω) = − 1

π
Im
[
GR
kσ(ω)

]
, (B.12a)

ρk2σ(ω) = − 1

π
Im
[(
ḠR
kσ̄(−ω)

)∗]
, (B.12b)

と与えられる。ただし、GR(ω) = G(iωn → ω+ i0+)は遅延Green関数と呼ばれる。また、
伝導電子間のCooper対の性質は以下で定義される異常Green関数によって記述される。

Fkσ(iωn) =
V ∗
1σW2σ̄ϵσσ̄
dkσ(iωn)

=
(
F †

kσ(−iωn)
)∗

(B.13)

Cooper対の振幅 ⟨ψkασψ−kα′σ′⟩は異常 Green関数を用いれば以下のように表すことがで
きる。

⟨ψkασψ−kα′σ′⟩ = −σx
σσ′

1

β

∑
n

(
σ+
αα′Fkσ(iωn)e

−i0+ − σ−
αα′Fkσ̄(iωn)e

−i0−
)

(B.14)

ここで σ̂± = (σ̂x ± iσ̂y)/2とした。

B.3 複合体ペア振幅の空間相関
式 (3.6)で与えられる複合体ペア振幅の導出を記す。式 (3.6)において、局在スピンを擬

フェルミオンで書き換え、平均場有効ハミルトニアンを用いて統計平均を評価すると以下
のように書き換えられる。

Φαα′

µ,σσ′(R; r, r′) ≃ 1

2

∑
σ1,σ2

σµ
σ1σ2

[
δα1δα′2δσ1σF1σ(r −R)F ∗

2σ2σ′(r′ −R)

−δα2δα′1δσ1σ′F1σ′(r′ −R)F ∗
2σ2σ

(r −R)
]
, (B.15)

ただし、F1σ(r)及び F2σσ′(r)は以下で定義される。

F1σ(r) ≡
1

Ω

∑
k

⟨ψk1σf
†
kσ⟩e

ik·r, (B.16a)

F2σσ′(r) ≡ 1

Ω

∑
k

⟨ψ†
−k2σ′f

†
kσ⟩e

ik·r. (B.16b)
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低温極限において F1σ(r), F2σσ′(r)は以下のように書き換えられる。

F1σ(r) =
V ∗

Ω

∑
k∈K1

f(Ek1−)− f(Ek1+)

Ek1+ − Ek1−
eik·r

=
V ∗

(2π)3

∫
k∈K1

dk
eik·r√

ξ2k1 + 4 |V |2
≡ V ∗F1(r), (B.17a)

F2σσ′(r) =
W ∗ϵσσ′

Ω

∑
k∈K2

f(Ek2−)− f(Ek2+)

Ek2+ − Ek2−
eik·r

=
W ∗ϵσσ′

(2π)3

∫
k∈K2

dk
eik·r√

ξ2k2 + 4 |W |2
≡ W ∗ϵσσ′F2(r). (B.17b)

関数 Fα(r)は式 (3.7)に与えた。ゆえに、複合体ペア振幅の表式 (3.6)を得る。
次に関数Fα(r)の振る舞いを調べる。運動エネルギー ξkαはKαを原点に取れば等方的

であるため、その座標系において角度積分を実行することができる。この時、Fα(r)は以
下のように書き換えられる。

Fα(r) =
eiKα·r

kFαr
ρα(0)

∫ Dα

−|µα|
dω

sin

(
kFαr

√
1 + ω

|µα|

)
√
ω2 + 4 |Vα|2

(B.18)

ただし ρα(0)は伝導電子の Fermi準位上の状態密度を表し、連続体極限の下では ρα(0) =√
m3

αµα/2π
2である。r = 0において Fα(0)は

Fα(0) = ρα(0)

∫ Dα

−|µα|
dω

√
1 + ω

|µα|√
ω2 + 4 |Vα|2

≃ ρα(0)log

(
Dα|µα|
|Vα|2

)
. (B.19)

と書き換えられる。ただし、2行目に移る際Dα, |µα| ≫ |Vα|を用いた。一方、|r| → ∞に
対しては以下のような表式を得ることができる。

Fα(|r| → ∞) ≃ 2eiKα·rρα(0)
sin(kFαr)

kFαr
K0

(
r

ξα

)
, (B.20)

K0(z)は 0次の第 2種変形Bessel関数であり、K0(z) =
∫∞
0
dx cos(zx)/

√
1 + x2によって

与えられる。その |z| ≫ 1における漸近形はK0(z) ∼ e−zとなるため、Fα(r)の r ≫ ξα =

vFα/|Vα|における振る舞いは式 (3.8b)で与えられる。

B.4 自己無撞着方程式
本節では自己無撞着方程式 (B.10a)-(B.10b)を解き、転移温度などの表式を導出する。

第 3章では常磁性的な解を仮定し、V1↑ = V1↓ = V 及びW2↑ = W2↓ = W としてエネルギー
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分散などの物理的性質を計算した。本節ではこの仮定の正当性についても補足する。以下
では第 3章で用いた低エネルギー有効模型を用いて考える。式 (B.10a)-(B.10b)において
運動量の和を実行する際、その Fermi準位近傍の自由度を表す k ∈ Kαの領域ではカット
オフエネルギーDαに対して |ξkᾱ| ≫ Dα ≥ |ξkα|が成立することを考慮して [図 3.1(b)参
照]、Green関数を |ξkα/ξkᾱ|に対して展開する。低エネルギー領域の自由度について考え
る場合には展開の 0次の寄与を調べれば良いため、自己無撞着方程式は以下のように書き
換えられる。 (

V1↑
V1↓

)
= Ĉ1

(
V1↑
V1↓

)
,

(
W2↑

W2↓

)
= Ĉ2

(
W2↑

W2↓

)
, (B.21a)

Ĉα =
Jα
4

(
Iα↑ 2Iα↓
2Iα↑ Iα↓

)
, (B.21b)

Iασ =

∫
k∈Kα

dk

(2π)d
f(Ekασ−)− f(Ekασ+)

Ekασ+ − Ekασ−
(B.21c)

ここでEkασ± = (ξkα ±
√
ξ2kα + 4|Vασ|2)/2である。{V1σ,W2σ}に関する方程式は同じ形を

しているので、以下では {V1σ}の方程式について考える。まずは転移温度 Tc,1を考える。
転移温度近傍を仮定し、方程式 (B.21a)を平均場について線形化すると以下のように書き
換えることができる。

3

4
ρ1(0)J1ln(

2eγ

π
βc,1
√
D1|µ1|)

(
V1↑
V1↓

)
=

(
−1 2

2 −1

)(
V1↑
V1↓

)
(B.22)

ここではTc,1 ≪ D1, µ1を仮定し、BCS理論でも用いられる積分公式
∫ D

0
dx tanh(x/2)/x ≃

ln(2eγD/π) (D ≫ 1)を用いた。したがって、転移温度は右辺の係数行列の固有値を計算
することで得ることができる。この係数行列は正負 1つずつの固有値 c+ = 1, c− = −3を
持つが、βc,1

√
D1|µ1| ≫ 1より相互作用が反強磁性的 (J1 > 0)である場合には正の固有

値 c+が転移温度を与え、式 (3.10)が得られる31。一方、負の固有値を持つ固有ベクトル
v− = (1,−1)T/

√
2が線形化した自己無撞着方程式 (B.22)を満たすには V1↑ = V1↓が成立

する必要がある。ゆえに、第 3章で用いた常磁性解の仮定は自己無撞着方程式の解析から
再現することができた。
また、V = (V1↑ + V1↓)/2の絶対零度における振幅 [式 (3.11)]は以下のように導出され

る。V1↑ = V1↓の時、低温極限では I1↑ = I1↓ = F1(0)が成立するので、V = (V1↑ + V1↓)/2

に関する自己無撞着方程式は 1 ≃ (3Jα/4)F1(0)と表すことができる。ゆえに平均場 V の
振幅は式 (3.11)で与えられる。以上の結論はW2σについても同様である。
さらに、非Kramers系の場合にも同様に自己無撞着方程式 [(B.4a)-(B.4b)]を線形化し、

その固有値問題を考えることで転移温度を導出することができる。結果だけ記すと転移温
度は以下で与えられる。

Tc↑ = Tc↓ = Tc =
2eγ

π
D0 exp

− 1

2λ


√
16 +

(
1

a
− a− 2λδ

)2

−
(
1

a
+ a

)
 (B.23)

31一方、強磁性的な相互作用の場合には局在スピンは近藤効果を起こさず、低温極限において自由スピン
として振る舞う。そのため、本論文で提案した電子と正孔による近藤効果への競合は起こらない。
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ここでD0 = (D1D2|µ1||µ2|)
1
4 , δ = (1/4)ln[D1|µ1|/(D2|µ2|)]及び

a =

√
ρ1(0)

ρ2(0)
, λ =

3

4
J
√
ρ1(0)ρ2(0) , b =

√
16 +

(
1

a
− a− 2λδ

)2

+
1

a
− a+ 2λδ

(B.24)

である。補償金属バンドが対称な極限 ρ1(0) = ρ2(0) = ρ(0), D1 = D2 = D, |µ1| = |µ2| =
|µ|では a = 1, δ = 0, b = 4より Tc = 1.13

√
D|µ|exp[−4/(3Jρ(0))]となる。このように、

局在スピンが非Kramers二重項である場合には 2つの自由度の等価性が時間反転対称性に
よって保護される (J↑ = J↓ = J)であるため、常に 1つの温度スケール Tcのみが現れる。

B.5 ペア振幅
高エネルギー領域から誘起される伝導電子間のペア振幅について考えるため、バンド幅

に対応するカットオフエネルギーEcを導入する。伝導電子間のCooper対 ⟨ψkασψ−kα′σ′⟩
は以下で与えられる異常Green関数によって記述される。

Fαα′

k,σσ′(iωn) =

∫ β

0

dτ ⟨−Tτ [ψkασ(τ)ψ−kα′σ′ ]⟩eiωnτ

=
(
δα1δα′2Fkσ(iωn)− δα2δα′1

(
F †

−kσ̄(iωn)
)∗)

σx
σσ′

= ϵαα′ϵσσ′
σz
ααV

∗W

dk(σz
ααiωn)

, (B.25)

F †αα′

k,σσ′(iωn) =

∫ β

0

dτ ⟨−Tτ
[
ψ†
−kα′σ′(τ)ψ

†
kασ

]
⟩eiωnτ =

(
Fαα′

k,σσ′(−iωn)
)∗

(B.26)

ただし dk(z)は ykα = z − σz
ααξkαに対して、dk(z) = zyk1yk2 − |V |2yk2 − |W |2yk1である。

k ∈ Kαにおけるペア振幅を考える場合、|ξkᾱ| → Ec(≫ |ξkα|, |V |, |W |)と置き換えれば良
い。この時、異常Green関数は以下のように書き換えることができる。

Fαα′

k,σσ′(iωn) ≃ −V
∗W

Ec

ϵσσ′

[
(σ̂z ϵ̂)αα′F e

k(iωn) + ϵαα′F o
k(iωn)

]
, (B.27a)

F e
k(iωn) =

1

2

∑
Λ=±

∑
λ

θ(kc − |k −Kλ|)
(iωn − Λσz

λλEkλ+) (iωn − Λσz
λλEkλ−)

, (B.27b)

F o
k(iωn) =

1

2

∑
Λ=±

∑
λ

Λθ(kc − |k −Kλ|)
(iωn − Λσz

λλEkλ+) (iωn − Λσz
λλEkλ−)

(B.27c)

F
e(o)
k (iωn)は松原周波数に関して偶 (奇)な関数である。Cooper対の振幅は異常Green関
数の周波数に関する積分を実行することで得られ、式 (3.15)で与えられる。
Cooper対が複合体ペア振幅から誘起されることを示すために、以下で与えられる異常

Green関数Fαα′

k,σσ′(τ)の運動方程式を調べる。

(−∂τ − ξkα)Fαα′

k,σσ′(τ) = −Jα
2

∑
σ′′

∫
dq

(2π)3
σµ
σσ′′Φ

αα′

µ,σ′′σ′(τ ;k + qτ,−k0) (B.28)
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ここでΦαα′

µ,σσ′(τ ;k1τ1,k2τ2)は以下で定義される複合体ペア振幅の Fourier成分を表す。

Φαα′

µ,σσ′(τ ;k1τ1,k2τ2) ≡
∫∫

drdr′ e−ik1·re−ik2·r′
Φαα′

µ,σσ′(0τ ; rτ1, r
′τ2) (B.29)

また、Φαα′

µ,σσ′(Rτ ; rτ1, r
′τ2) ≡ ⟨Tτ [Sµ(R, τ)ψασ(r, τ1)ψα′σ′(r′τ2)]⟩は複合体ペアの虚時間表

示である。Fourier変換を実行することにより、異常Green関数を以下のように書き換え
られる。

Fαα′

k,σσ′(iωn) = −Jα
2

1

iωn − ξkα

∫ β

0

dτ eiωnτ
∑
σ′′

∫
dq

(2π)3
σµ
σσ′′Φ

αα′

µ,σ′′σ′(τ ;k + qτ,−k0).

(B.30)

また、(B.30)の右辺は平均場理論において以下のように分解することができる。∑
σ′′

∫
dq

(2π)3
σµ
σσ′′Φ

αα′

µ,σ′′σ′(τ ;k + qτ,−k0) ≃ −2V ∗W

Jα
ϵσσ′ϵαα′

1

β

∑
n

σz
αα(iωn − ξkα)

dk(σz
ααiωn)

e−iωnτ .

(B.31)

これを代入すれば、異常Green関数の運動方程式から式 (B.25)の結果を再現することが
できる。式 (B.30)はCooper対と複合体ペア振幅の関係を表しており、ゲージ対称性の破
れを記述するプライマリーな秩序変数である複合体ペア振幅が存在する場合には高エネ
ルギー側のバンドカットオフを考慮することで伝導電子間のCooper対が誘起される。

B.6 超伝導応答
B.6.1 Meissner応答

超伝導状態の電磁応答について考える。ベクトルポテンシャルに対する線形応答関数
Kp,d

µν (q, νm)は電子Green関数を用いて以下のように表すことができる。

Kp
µν(q, νm) = e2

∫
dk

(2π)3
1

β

∞∑
n=−∞

∑
αα′

∑
σσ′

×
[
vµkαv

ν
kα′Gαα′

k+,σσ′(iωn + iνm)Gα′α
k−,σσ′(iωn)

+vµkαv
ν
kα′F αα′

k+,σσ′(iωn + iνm)F †αα′

k−,σσ′(iωn)
]
, (B.32)

Kd
µν(q, νm) = δµνδm0e

2

∫
dk

(2π)3
1

β

∞∑
n=−∞

∑
α,σ

∂vµkα
∂kµ

Gαα
k,σσ(iωn), (B.33)

ここで

Gαα′

k,σσ′(iωn) =

∫ β

0

dτ
〈
−Tτ

[
ψkασ(τ)ψ

†
kα′σ′

]〉
eiωnτ (B.34)
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と定義した。vµkα = ∂εkα/∂kµは速度演算子、k± = k ± q/2である。νm = 2πm/βはボソ
ンの松原周波数を表す。また、電子Green関数Gαα

k,σσ(z)の運動量微分は以下の関係式を満
たす。

∂

∂kµ
Gαα
k,σσ(z) =

(
Gαα
k,σσ(z)

)2
vµkα −Fαᾱ

k,σσ̄(z)F
†αᾱ
k,σσ̄(z)v

µ
kᾱ (B.35)

したがって、反磁性項Kd
µνは以下のように書き換えられる。

Kd
µν(q, νm) = −δµνδm0e

2

∫
dk

(2π)3
1

β

∞∑
n=−∞

∑
α

∑
σ

×
[
vµkαv

ν
kαGαα

k,σσ′(iωn)Gαα
k,σσ(iωn)− vµkαv

ν
kᾱF αᾱ

k,σσ̄(iωn)F †αᾱ
k,σσ̄(iωn)

]
, (B.36)

したがって、静的極限 (q → 0, νm = 0)における電磁応答関数は以下のように表すことが
できる。

Kp
µν(q, 0) = +K̃µν + δK̃µν , (B.37a)

Kd
µν(q, 0) = −K̃µν + δK̃µν , (B.37b)

ただし、K̃µν及び δK̃µνは以下のように定義する。

K̃µν = δµνe
2

∫
dk

(2π)3
1

β

∞∑
n=−∞

∑
α,σ

vµkαv
ν
kα

(
Gαα
k,σσ(iωn)

)2
, (B.38)

δK̃µν = δµνe
2

∫
dk

(2π)3
1

β

∞∑
n=−∞

∑
α,σ

vµkαv
ν
kᾱF αᾱ

k,σσ̄(iωn)F †αᾱ
k,σσ̄(iωn). (B.39)

ゆえに、電磁応答関数K = Kd+Kp = 2δK̃となり、異常Green関数による寄与のみを計
算すれば良い。δK̃を求めるため、まずは松原周波数に関する和を実行する。式 (B.27a)-

(B.27c)より以下を得る。

1

β

∞∑
n=−∞

F αᾱ
k,σσ̄(iωn)F †αᾱ

k,σσ̄(iωn)

=
|V ∗W |2

E2
c

1

β

∞∑
n=−∞

(
|F e

k(iωn)|2 − |F o
k(iωn)|2

)
=

|V ∗W |2

E2
c

1

β

∞∑
n=−∞

∑
λ

θ(kc − |k −Kλ|)
(

1

(iωn − Ekλ+)(iωn − Ekλ−)

)2

=
2|V ∗W |2

E2
c

∑
λ

θ(kc − |k −Kλ|)
(ξ2kλ + 4|Vλ|2)

3
2

(B.40)

得られた結果は正の量であり、2行目と比較することで異常 Green関数の偶周波数成分
F e
k(iωn)の方が電磁応答に対して大きな寄与を持つことが分かる。以上より、δK̃µνは以下
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のように与えられる。

δK̃µν = δµνe
2
∑
λ

∫
k∈Kλ

dk

(2π)3
k2µ

mλm̃λ

8|V ∗W |2

E2
c

1

(ξ2kλ + 4|Vλ|2)
3
2

= δµν
∑
λ

2|V ∗W |2

|Vλ|2E2
c

nλe
2

|m̃λ|
(B.41)

ただし、nλ = (3/4)ρλ(0)|µλ|である。ゆえに、電磁応答関数は式 (3.18)で与えられる。

B.6.2 超音波吸収

以下では超伝導状態の超音波吸収について考える。線形応答の範囲で単位時間あたりの
エネルギー吸収率 R̄は以下で与えられる。

R̄(q, ω) = −ω
4
Im
[
P (q, iνm → ω + i0+)

]
, (B.42a)

P (q, iνm) =
1

(2π)3

∫ β

0

dτ eiνlτ ⟨−Tτ [V(q, τ)V(−q)]⟩ (B.42b)

ここで V(q)は以下のように定義する。

V(q) = u
∑
ασ

∫
dk ψ†

k−ασψk+ασ (B.43)

ここで uは格子の歪みと電子の結合を表す定数である。この時、P (q, iνm)は以下のよう
に書き換えられる。

P (q, iνm) = u2
∫

dk

(2π)3
1

β

∞∑
n=−∞

∑
αα′

∑
σσ′

×
[
Gαα′

k+,σσ′(iωn + iνm)Gα′α
k−,σ′σ(iωn)−F αα′

k+,σσ′(iωn + iνm)F †αα′

k−,σσ′(iωn)
]

(B.44)

ここで Ec → ∞の極限では異常Green関数による寄与は小さいので無視する。この時、
超伝導状態のエネルギー吸収率は以下で与えられる。

R̄s(q, ω) ≃
πωu2

2

∑
α

∫
k∈Kα

dk

(2π)3

×
∑
ΛΛ′

ak+qαΛakαΛ′ [f(EkαΛ′)− f(Ek+qαΛ)] δ(ω − Ek+qαΛ + EkαΛ′) (B.45)

ここでakαΛ = ∂EkαΛ/(∂ξkα)は固有状態の波動関数のウェイトを表す。さらにω → 0, q →
0の極限では、エネルギーギャップによってバンド間の遷移 (Λ = ±,Λ′ = ∓)が抑制され
るため以下を得る。

R̄s(q → 0, ω → 0) ≃
∑
α

R̄nα(q, ω)

[
f

(
|Vα|2

|µα|

)
+ f

(
|Vα|2

Dα

)]
(B.46)

vs = ω/qは音速であり、vs/vFα ≪ 1と仮定した。R̄nα(q, ω) = πω2u2ρα(0)/(4vFαq)はバ
ンドαの常伝導状態における吸収係数を表す。したがって、超音波吸収の温度依存性は近
藤ギャップを反映した減衰を示す。
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B.7 d電子の混成による超伝導状態への影響
第 3.2.5節で議論した d電子の混成 Vdに対する転移温度の変化を考える。まずは d電子

のエネルギー準位 εdを決定するため、d電子および伝導電子の粒子数を計算する。低エネ
ルギー有効模型を用いると電子数 n1は以下のように計算できる。

n1 = 2

∫ D1

−µ1

dξ ρ1(ξ)
∑
Λ=±

∂ẼΛ(ξ)

∂ξ
f(ẼΛ(ξ)) (B.47)

Ẽ±(ξ) = (ξ + εd ±
√
(ξ − εd)2 + 4|Vd|2)/2は d電子と伝導電子の混成バンドを表し、被積

分関数に含まれる ∂Ẽ±(ξ)/∂ξはエネルギー固有状態の波動関数のウェイトを表す。以下
では化学ポテンシャルの温度変化は小さいとし、低温極限で粒子数を評価することで d準
位の表式を評価する。d電子数 nd < 1の時には εd > 0となるので、常伝導状態では伝導
電子は下部エネルギーバンド Ẽkα−[式 (3.20)]のみに収容される。簡単のため、伝導電子
の状態密度を ρα(ξ) = 1/(Dα + |µα|) ≡ 1/2D = const.で近似すると上の積分を実行する
ことができ、電子数 n1を以下のように表すことができる。

n1 =


1

D
(−Ẽ−(−µ1))

(
|Vd|2

D1

≤ εd ≪ D1

)
1

D

(
Ẽ−(D1)− Ẽ−(−µ1)

) (
0 < εd ≤

|Vd|2

D1

) (B.48)

上式の場合分けは Fermi準位が Ek1−を横切るか、d電子との混成ギャップの中に位置す
るかを表す。同様にして、正孔の個数 n2は以下を満たす。

2− n2 =


1

D
(−Ẽ−(−D2))

(
|Vd|2

|µ2|
≤ εd ≪ |µ2|

)
1

D

(
Ẽ−(|µ2|)− Ẽ−(−D2)

) (
0 < εd ≤

|Vd|2

|µ2|

) (B.49)

以上からVd = 0の場合、µα(Vd = 0) ≡ µ
(0)
α = σz

ααncD及びDα(Vd = 0) ≡ D
(0)
α = (2−nc)D

を得る。一方で、d電子数は以下のように表すことができる。

nd = 2
∑
α

∫
dξ ρα(ξ)

∂Ẽ+(ξ)

∂ξ
θ(Ẽ−(ξ))

=



1

D

(
2

(
εd +

|Vd|2

εd

)
− Ẽ+(−µ1)− Ẽ+(−D2)

) (
|Vd|2

|µ2|
≤ εd

)
1

D

((
εd +

|Vd|2

εd

)
+ Ẽ+(|µ2|)− Ẽ+(−µ1)− Ẽ+(−D2)

) (
|Vd|2

D1

≤ εd ≤
|Vd|2

|µ2|

)
1

D

(
Ẽ+(D1) + Ẽ+(|µ2|)− Ẽ+(−µ1)− Ẽ+(−D2)

) (
0 < εd ≤

|Vd|2

D1

)
(B.50)
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以上の関係式を粒子数の条件nd = const.かつn1 = n2と組み合わせることで d準位の表式
を決定することができる。d電子のエネルギー準位だけでなく、伝導電子の化学ポテンシャ
ル µ1, µ2も Vdに依存して変化する。その変化分を µα = µ

(0)
α − δµ及びDα = D

(0)
α + σz

ααδµ

と表す。Vd/D ≪ 1の時、εd及び δµは以下で与えられる。

εd ≃


2

nd

|Vd|2

D
(0 < nd ≤ 2nc)

1

nd − nc

|Vd|2

D
(2nc ≤ nd ≤ 2)

(B.51a)

δµ ≃


1

2

(
1

nc

+
1

2− nc

)
|Vd|2

D
(0 < nd ≤ 2nc)

1

2

(
1

nd − nc

+
1

2− nc

)
|Vd|2

D
(2nc ≤ nd ≤ 2)

(B.51b)

以下では 0 < nd ≤ 2ncの場合に着目する。この時、常伝導状態のエネルギーバンド Ẽkα−

は α = 1, 2共に Fermi面を形成し、d電子との混成によってギャップアウトすることはな
い。ゆえに、超伝導転移温度は d電子との混成によって変化するものの、有限な値を示す。
次に転移温度 Tc,αの Vdに対する変化を考える。ρα(ξ) = const.を用いると、転移温度

近傍の自己無撞着方程式は以下で与えられる32。

4

3J1ρ1(0)
=
∑
Λ

∫ βc,1ẼΛ(D1)

βc,1ẼΛ(−µ1)

dx
1

2x
tanh

x

2
≡ I1[Vd; βc,1], (B.52a)

4

3J2ρ2(0)
=
∑
Λ

∫ βc,2ẼΛ(|µ2|)

βc,2ẼΛ(−D2)

dx
1

2x
tanh

x

2
≡ I2[Vd; βc,2] (B.52b)

以下では I1[Vd; βc,1]を評価し、転移温度の表式を導出する。I1[Vd; βc,1]は積分範囲を変更
することで Vd = 0の値 I

(0)
1 とそこからの変化分 δ1[Vd]に分けることができる。

I1[Vd; βc,1] = I
(0)
1 +

(∫ βc,1Ẽ+(D1)

βc,1D
(0)
1

+

∫ −βc,1µ
(0)
1

βc,1Ẽ−(−µ1)

−
∫ βc,1Ẽ+(−µ1)

βc,1Ẽ−(D1)

)
dx

1

2x
tanh

x

2

≡ I
(0)
1 + δ1[Vd] (B.53)

さらに I
(0)
1 = ln(1.13βc,1

√
D

(0)
1 µ

(0)
1 ) = 4/(3J1ρ1(0)) + ln(βc,1/β

(0)
c,1 )より、Tc,1/T

(0)
c,1 = eδ1で

ある。δ1の被積分関数はx = 0近傍にピークを持つ関数であり、|x| ≳ 2では |tanh(x/2)| ≃ 1

32付録 B.4と同様に、V1↑ = V1↓ 及びW2↑ =W2↓ を満たす常磁性的な解が現れる。
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より 1/|x|で減衰することから以下のように評価することができる。

δ1 ≃
1

2
ln

[
−Ẽ+(D1)Ẽ−(−µ1)

D
(0)
1 µ

(0)
1

]
−



βc,1
4

(
Ẽ+(−µ1)− Ẽ−(D1)

)
(βc,1εd ≲ 2)

1

2
ln

[
Ẽ+(−µ1)

Ẽ−(D1)

]
(βc,1εd ≳ 2)

≃ n2
c − nc + 1

n2
c(2− nc)2

(
|Vd|
D

)2

−


β
(0)
c,1D

2nc(2− nc)

(
|Vd|
D

)2 (
β
(0)
c,1 εd ≲ 2

)
1

2
ln

[
1 + nd/(2nc)

1− nd/(2(2− nc))

] (
β
(0)
c,1 εd ≳ 2

) (B.54)

2行目では |Vd|/Dの 2次まで展開した。以上より、転移温度 Tc,1についても |Vd|/Dの 2

次で展開することができ、その Vd依存性は以下で与えられる。

Tc,1/T
(0)
c,1

≃



1− 1

2nc(2− nc)

|Vd|2/D
T

(0)
c,1

+

(
1

2n2
c

+
1

2(2− nc)2
+

nc − 1

n2
c(2− nc)2

)
|Vd|2/D
D

(
|Vd|2

D
≲ ndT

(0)
c,1

)
√

1− nd/(2(2− nc))

1 + nd/(2nc)

[
1 +

(
1

2n2
c

+
1

2(2− nc)2
+

nc − 1

n2
c(2− nc)2

)
|Vd|2/D
D

] (
|Vd|2

D
≳ ndT

(0)
c,1

)
(B.55)

|Vd|2/D ≲ ndT
(0)
c,1 の場合、転移温度の変化に支配的な寄与を及ぼすのは第 2項であり、

第 3項に比べて β
(0)
c,1D ≫ 1だけ大きい。ゆえに、Vd の増加に対して転移温度は減少す

る。しかし、Vdの増加に伴って d準位が Fermi準位から離れるため、転移温度の減少は
Tc,1/T

(0)
c,1 ∼ 1− nd/(2nc(2− nc)) ≥ (1− nc)/(2− nc) > 0程度で抑えられる。

同様にして Tc,2を評価することができ、その Vd依存性は以下で与えられる。

Tc,2/T
(0)
c,2

≃



1− 1

2nc(2− nc)

|Vd|2/D
T

(0)
c,2

+

(
1

2n2
c

+
1

2(2− nc)2
− nc − 1

n2
c(2− nc)2

)
|Vd|2/D
D

(
|Vd|2

D
≲ ndT

(0)
c,2

)
√

1− nd/(2nc)

1 + nd/(2(2− nc))

[
1 +

(
1

2n2
c

+
1

2(2− nc)2
− nc − 1

n2
c(2− nc)2

)
|Vd|2/D
D

] (
|Vd|2

D
≳ ndT

(0)
c,2

)
(B.56)

得られた表式は式 (B.55)と nc → 2− ncの変換の下で等価である。以上に対して nd ≪ nc

を課すと式 (3.21)を再現する。
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C 強束縛模型によるKramers系の数値解析
本文中の強束縛模型を用いた解析は非Kramers二重項と結合した補償金属に対する結

果であるため、ここでは参考までにKramers二重項と相互作用する補償金属の 2次元強
束縛模型に対して自己無撞着計算を行った結果をまとめる。ハミルトニアンは以下で与え
られる。

H =
∑
α=1,2

∑
kσ

ξkαc
†
kασckασ +

1

2

∑
i

∑
α=1,2

∑
σ,σ′

JαSi · c†iασσσσ′ciασ′

伝導電子の運動エネルギーは式 (4.7)と同様の等方的な Fermi面を持つエネルギー分散
ξkα = −2t(coskx + cosky)− σz

ααµを用いる (図 4.1参照)。本文と同様に、局在スピンを記
述する擬フェルミオンを導入し、平均場近似を用いて超伝導状態を記述する。平均場は

V =
3

4
J1⟨fiσc†i1σ⟩,

W =
3

4
J2ϵσσ̄⟨fiσci2σ̄⟩

によって与えられ、平均場ハミルトニアンは以下のようになる [式 (2.8a)-(2.8b)参照]。

HMF =
∑
k,σ

Ψ†
kσ

 ξk1 0 V ∗

0 −ξk2 W ∗ϵσσ̄
V Wϵσσ̄ εf

Ψkσ, (C.2)

近藤効果の発生には局在スピンと結合する伝導バンドがFermi面を持つことが必要であ
るため、コヒーレント近藤効果における共鳴 f 準位 εf は Fermi準位近傍に位置すると考
えられる。これを踏まえて、第 3章では εf = 0とし、Fermi準位近傍の自由度のみを記述
する低エネルギー有効模型を用いた解析を行った。一方、格子模型を考える場合には各サ
イトに 1つずつ局在スピンが存在することを表す拘束条件 nf ≡

∑
σ⟨f

†
iσfiσ⟩ = 1を用いる

必要がある。以下ではこの 2つの条件 εf = 0、nf = 1の比較を行う。
自己無撞着方程式を反復法を用いて数値的に解き、バンド1の伝導電子数n1 =

1
N

∑
k f(ξk1)

に対する依存性を図C.1に示す。左側のパネルは式 (4.7)の運動エネルギーで記述される
補償金属に対する結果を示しており、挿入図はFermi面の概略を表す。図C.1中の全ての
パラメタに対して |V | = |W |が満たされる。紫の線は εf = 0の結果を表し、この時常に
フルギャップ状態が実現する。緑の線は nf = 1の結果である。0.2 ≲ n1 ≲ 0.3ではフル
ギャップ状態が実現するが、それ以外ではキャリア (Bogoliubov準粒子)のドープが起こ
り、ギャップレス状態になっている。このドーピングが生じる理由は、重い電子バンド形
成のために f↑,↓の両方が伝導バンド (ξk1,−ξk2)と混成 [式 (C.2)]することで、粒子正孔対
称性が破れることに起因する。一方で、非Kramers二重項を考えた場合 (第 4-5章参照)に
は εf = 0の下で常に

∑
α⟨f †

αfα⟩ = 1も満たされており、非Kramers系ではKramers系よ
りも安定にフルギャップ状態が実現することを意味する。これは超伝導状態においても、
擬フェルミオン f1と f2がそれぞれ (ξk1,−ξk2)、(−ξk1, ξk2)と混成することで粒子正孔対
称性が保たれるためである [式 (B.6)]。
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Ef-fix
nf-fix
εf = 0
nf = 1.0

Γ X

M
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nf = 1.0
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M
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0
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0.1 0.2 0.30

|V
|/D

n1

図 C.1: 平均場 |V | = |W |の n1依存性。パラメタはバンド幅D = 8tに対して近藤カップ
リング J1/D = J2/D = 0.4、温度 T = 2.5× 10−4D及び k点のメッシュ数は 3002。

参考までに、運動量空間内の同じ位置に電子面と正孔面が形成された場合についても
解析を行う。この模型は式 (4.7)において α = 2のバンドを kx,y → kx,y + πとシフトする
ことで得られる。数値計算の結果を図 C.1の右側のパネルに示した。この場合には常に
ギャップレス状態が出現する。これは式 (C.2)から理解することができる。電子面と正孔
面が完全に重なっている状況 [図C.1右]は ξk2 = −ξk1 = −ξk及び |V | = |W |と置いた状
況に対応するため、そのエネルギー分散は以下のように与えられる。

Ek0 = ξk, (C.3)

Ek± =
1

2

(
ξk ±

√
ξ2k + 8|V |2

)
(C.4)

この結果、超伝導状態においてもEk0がFermi面を形成しており、Fermi準位上に有限の
状態密度が残ったギャップレス超伝導が実現する。この模型においても自己無撞着方程式
は式 (3.9)と同様の形を持ち、相互作用が反強磁性的である場合には超伝導状態が安定に
存在する。近年では、金属の Fermi面がCooper対形成への不安定性 [6]を示すのと同様
に、超伝導状態における Fermi面 (Bogoliubov-Fermi面 [87])による秩序状態への不安定
性が議論されている [103–105]。この問題は非従来型超伝導体中で見つかっている超伝導
相内における二段転移 [106,107]との関連から興味深い問題である。

D 渦束縛状態のエネルギー分散
式 (5.49)のエネルギー分散の導出を記す。そのため、以下で与えられる準古典Green関

数 fαλの境界条件から式 (5.45b)における係数C0を決定する。

fR,A
αλ (ω, |u| = ∞) = (−1)R,Aπσz

αα

|V∞|2
ω±iδ

ϵαᾱsgn(u)√
−Λ2

α(ω ± iδ) + |V∞|4
(ω±iδ)2

ω→εα0−−−−→ (−1)R,Asgn(u)π.

(D.1)
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式 (D.1)を式 (5.45b)と比較することにより、係数C0は以下のように与えられる。

C0 =
πvFλ

2W (vFλ)

1

z − 1

2
Ecσ

z
αα − ⟨Σ(z)⟩+ ⟨∆̄′

α(z)⟩
, (D.2a)

W (vFλ) =

∫ ∞

0

du e−Kαλ(u), (D.2b)

⟨Σ(z)⟩ = 1

W (vFλ)

∫ ∞

0

du
|V (u)|2

z
e−Kαλ(u), (D.2c)

⟨∆̄′
α(z)⟩ =

1

W (vFλ)

∫ ∞

0

du
b

|u|
|V (u)|2

z
ϵαᾱe

−Kαλ(u). (D.2d)

図 5.1に示したように平均場 |V (u)|の空間変調はほとんど定数と見なせるので、|V (u)| ≃
|V∞|とおけば

Kαλ(u) ≃
|u|

vFλ/Ec

, (D.3a)

W (vFλ) ≃
vFλ
Ec

, (D.3b)

⟨Σ(z)⟩ ≃ |V∞|2

z
, (D.3c)

と得られる。また、⟨∆̄′
α(z)⟩は以下のように与えられる。

⟨∆̄′
α(z)⟩ ≃

|V∞|2

z
σz
αα

Ec

vFλ

∫ ∞

0

du
b

u
e−u/(vFλ/Ec)

この積分は u → 0で対数的な発散を含んでいるが、これは衝突パラメタ bに対する摂動
展開を行ったことに由来する。対数発散をもたらす 1/uのファクターは式 (5.43)のペアポ
テンシャルに対して 1/

√
u2 + b2 ≃ 1/uという近似を用いたことで生じる。したがって、u

に関する積分の下限を bに取り、u < bの領域では 1/
√
u2 + b2 ≃ 1/bより、その積分結果

への寄与は小さいため無視する。また、積分の上限 vFλ/Ecを導入し、被積分関数の指数
関数項は無視する。この時、⟨∆̄′

α(z)⟩は以下のように評価できる。

⟨∆̄′
α(z)⟩ ≃

|V∞|2

z
σz
αα

b

vFλ/Ec

log

(
vFλ/Ec

b

)
∼ |V∞|2

z
σz
αα

b

vFλ/Ec

, (D.4)

最右辺では係数の対数ファクターを無視した。係数C0の分母は式 (5.37)のΛα(z)におい
て、|V∞|2 → |V∞|2 (1− σz

ααb/(vFλ/Ec))と置き換えたものであることがわかる。したがっ
てEc ≫ |V∞|では

C0 ≃
πvFλ

2W (vFλ)

z

(z − εα(b))(z − 1
2
Ecσz

αα)
, (D.5)

及び

εα(b) = −σz
αα

2|V∞|2

Ec

+ 2|V∞| b

vλ⊥/|V∞|
(D.6)
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を得ることができる。ここで εα(b)は渦束縛状態のエネルギー分散を表す。|z| ∼ |εα(b)| ≪
Ecの低エネルギー領域ではこの係数C0は以下のように書き換えることができる。

C0 ≃
π|εα(b)|
z − εα(b)

. (D.7)

ゆえに、準古典Green関数は以下のように与えられる。

gαλ(u, iωn) = π|εα(b)|
e−Kαλ(u)

iωn − εα(b)
. (D.8)

E BCS理論
BCS理論における s波超伝導を記述する最も単純な格子模型は以下の引力Hubbard模

型である。

H = −t
∑
⟨i,j⟩σ

(
c†iσcjσ + h.c.

)
+ U

∑
i

ni↑ni↓ (E.1)

ここで、ciσはサイトRi上のスピンσの電子の消滅演算子、niσ = c†iσciσは粒子数演算子で
ある。t > 0及び U < 0はそれぞれ伝導電子のホッピング、及び局所的な引力相互作用を
表す。第 5章では 2次元正方格子を仮定し、⟨i, j⟩は最近接格子点の組について和をとる。
BCS理論で議論されたスピン一重項 s波超伝導状態はCooper対のペア振幅∆i = U⟨ci↓ci↑⟩
によって記述される。この時、相互作用項は以下のように分解される。

U
∑
i

ni↑ni↓ ≃
∑
i

∆ic
†
i↑c

†
i↓ + h.c.+ const. (E.2)

渦束縛状態を議論する際には以下のBdGハミルトニアンを自己無撞着に解く。

HBdG = Ψ⃗†ĤΨ⃗ + const., (E.3)

Ĥ =

(
ξ̂ ∆̂

∆̂† −ξ̂T

)
(E.4)

Ψ⃗ = ( c⃗↑ c⃗ †
↓ )T は実空間の南部基底を表し、c⃗σ = (c1σ, c2σ, · · · , cNσ)

T である。各ブロッ
ク行列の要素は (ξ̂)ij = tij − µδij及び (∆̂)ij = ∆iδijで与えられる。
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[37] P. Noziéres, A“fermi-liquid”description of the Kondo problem at low temperatures,

J. Low. Temp. Phys. 17 (1974) 31–42.

[38] T. Kasuya, A Theory of Metallic Ferro- and Antiferromagnetism on Zener’s Model,

Prog. Theor. Phys. 16 (1956) 45–57.

[39] M. A. Ruderman and C. Kittel, Indirect Exchange Coupling of Nuclear Magnetic

Moments by Conduction Electrons, Phys. Rev. 96 (1954) 99–102.

[40] K. Yoshida, Magnetic Properties of Cu-Mn Alloys, Phys. Rev. 106 (1957) 893–898.

[41] S. Doniach, The Kondo lattice and weak antiferromagnetism, Physica B+C 91

(1977) 231–234.

87



[42] A. Sumiyama, Y. Oda, H.Nagano, Y. Onuki, K. Shibutani and T. Komatsubara,

Coherent Kondo State in a Dense Kondo Substance: CexLa1−xCu6, J. Phys. Soc.

Jpn. 55 (1986) 1294–1304.

[43] C. Lacroix and M. Cyrot, Phase diagram of the Kondo lattice, Phys. Rev. B 20

(1979) 1969–1976.

[44] G.-M. Zhang and L. Yu, Kondo singlet state coexisting with antiferromagnetic long-

range order: A possible ground state for Kondo insulators, Phys. Rev. B 62 (2000)

76–79.

[45] H. Tsunetsugu, M. Sigrist and K. Ueda, The ground-state phase diagram of the

one-dimensional Kondo lattice model, Rev. Mod. Phys. 69 (1997) 809–864.

[46] R. M. Martin, Fermi-Surfae Sum Rule and its Consequences for Periodic Kondo and

Mixed-Valence Systems, Phys. Rev. Lett. 48 (1982) 362–365.

[47] J. Otsuki, H. Kusunose and Y. Kuramoto, Evolution of a Large Fermi Surface in

the Kondo Lattice, Phys. Rev. Lett. 102 (2009) 017202.

[48] S. Capponi and F. F. Assaad, Spin and charge dynamics of the ferromagnetic and

antiferromagnetic two-dimensional half-filled Kondo lattice mode, Phys. Rev. B 63

(2001) 155114.
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