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0 Introduction

(M, g)をスピン構造 ρ : Spin(T ∗M)→ SO(T ∗M)が備わったm次元 compact oriented Riemannian man-

ifoldとする. ここで SO(T ∗M)は T ∗M の SO(m)-frames からなる主 SO(m)-bundleであり, Spin(T ∗M)

は 2-sheeted covering map ρ で引き上げられた主 Spin(m)-bundle である. (e.g. [6], [2]). すると, spinor

bundle 6S = Spin(T ∗M)×Spin(m)Sm (S2n = S2n+1 = C2n)と Γ(6S)に作用する次式で定義される the Dirac

operator Dが定義される.

D =
∑

ej ◦ ∇ ̸S
ej :=

∑
ej ◦

{
ej +

1

4

∑
ω(∇g)kℓ (ej) e

ℓ ◦ ek ◦
}

ここで, e• = (e1, . . . , em)は P 0 の周りの T ∗M の local SO(m)-frameであり, ej◦は ej ∈ (Cl(T ∗M), ◦)
on 6S の the Clifford actionを表し, e• = (e1, . . . , em) は e• の dual frame である. さらに, ∇g は g の
Levi-Civita connectionであり, ω(∇g)kℓ は∇g

Xeℓ =
∑
ω(∇g)kℓ (X) ek で定義される Levi-Civita connection

の connectin formである.

the Dirac Laplacian D2 に付随する熱方程式の初期値問題( ∂
∂t

+D2
)
ϕ(t) = 0, lim

t→0
ϕ(t) = ϕ0 (ϕ0 ∈ Γ(6S))

は unique な解 or heat kernel e−tD2

(P, P ′)を持ち , t→ 0のとき, 熱核は漸近展開

e−tD2

(P 0, P 0) ∼ (4πt)−m/2
∞∑
ℓ=0

tℓKℓ(P
0), Kℓ(P

0) ∈ Cl(T ∗
P 0M).

できる. ここで, End( 6SP 0) (3 Kℓ(P
0)) は自然に Cl(T ∗

P 0M) := Cl(T ∗
P 0M) ⊗ Cの subalgebra とみなし,

Cl(p)(T ∗
P 0M)と ∧pT ∗

P 0M ⊗ Cを次で同一視する.

ei1(P 0) ◦ · · · ◦ eip(P 0)↔ ei1(P 0) ∧ · · · ∧ eip(P 0) (i1 < · · · < ip).

この同一視により, 漸近展開係数を次のようにかく.

Kℓ(P
0) =

∑
α=(α1<···<α|α|)

Kℓ,α(P
0) eα1(P 0) ◦ · · · ◦ eα|α|(P 0)

=
∑
p

Kℓ,[p](P
0) :=

∑
p

∑
|α|=p

Kℓ,α(P
0) eα1(P 0) ◦ · · · ◦ eα|α|(P 0).

そして, Getzler’s transformationとよばれる局所的な rescaling transformation により, Getzler 氏は自然
に Â-genus form が現れる次の公式を得た. [3] (cf. Berline-Getzler-Vergne [2, Theorem 4.1], Getzler [4])

Kℓ,[p](P
0) = 0 (ℓ < p/2), (1)

Kp/2,[p](P
0) = det1/2

( R(P 0)/2

sinh(R(P 0)/2)

)
[p]
, (2)

ここで, R(P 0)は P 0 における Riemannian curvature, つまり, antisymmetric な m ×m 行列で (j, i)-成
分が

Rji(P
0) =

1

2

∑
g(F (∇g)(eℓ, ek)ei, ej)(P

0) eℓ(P 0) ∧ ek(P 0)

で定義されるものであり, F (∇g)(X,Y ) := [∇g
X ,∇

g
Y ] − ∇

g
[X,Y ] である. また, (2) の右辺は Â-genus form

∈ ∧4•T ∗
P 0M の Cl(p)(T ∗

P 0M)-component である. 本論文の議論において, 多様体は偶数次元と仮定する.

[3]における Getzler 氏の目的は有名なDの local index theorem を簡潔に証明することであり (e.g. [1]),

Getzler 氏の研究は index theorem に関わる熱核の漸近展開係数に限定された研究である. それに対し, 本
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論文での主結果は, ℓ > p/2における熱核の漸近展開係数 Kℓ,[p](P
0)を計算する公式を見つけたことであ

る. (Theorem 3.2.9). 特に, 本研究での独創的な点として, Atiyah-Bott-Patodi ([1, Appendix II])により考
察された, connection form と変換則のそれぞれのテイラー展開をより洗練し用いることで熱核の漸近展開
係数に明確な表示を与えることができることに着目したことを強調したい. 実際に本研究で得られた公式を
用いることで, 例えば次のような計算結果が得られた.

K1(P
0) = K1,[0](P

0) = −sM (P 0)

12
,

ここで, sM は (M, g)の scalar curvatureである (cf. Corollary 4.1.1). また, 最近では Nagase氏により様々
な Laplacian に対し同様な手段で熱核の漸近展開係数の明確表示を与える公式が研究されている.(e.g. [8])

§1ではまず, スピン表現, スピン構造, スピノール bundle, Dirac oparatoer, Lichnerowicz formulaなど議
論に必要なことを復習する. §2ではGetzler’s rescaling transformation と (1)と (2)の証明を紹介する. §3
では Gezler 氏による手法を応用することで熱核の漸近展開係数をより考察し, さらに Atiyah-Bott-Patodi

による考察を応用することで, 主結果であるKℓ,[p](P
0) (ℓ > p/2) の公式を与える. §4では主結果である

公式を用いてK0(P
0), K1(P

0), K2(P
0) を実際に計算した結果を紹介する. 本研究で得られた主結果を用

いて計算を実際に実行してみると, 初等的な微分積分 (部分積分や Taylor 展開)のみで求めることができ
る. つまり, 本研究により Mathematica などの計算機を用いて, 熱核の漸近展開係数はどの項までも計算で
きることがわかった, ということを強調したい. ([5])

最後に, §5では Index theorem の証明を紹介する. index theoremは私にとって「とてつもなく」魅力的
な定理であり, 学部 3回生のとき Index theorem を知り, Index theorem について勉強したいと思い真っ先
に選んだ研究室が当時教授であった長瀬正義先生の研究室でした. ときに厳しく, ときに優しく, 数学の世界
の厳しい部分も楽しい部分も学部 4回生のときから現在に至るまで丁寧にご指導頂いたことは私にとって
かけがえのない財産です. 心から感謝しています, 本当にありがとうございました. また, 博士後期課程 3

年次から指導教員として携わって頂いた下川航也先生には様々な面でサポートしてして頂きました. 今に至
れるのも下川先生の尽力なしでは叶いませんでした. ご迷惑をおかけしたこともあったと思いますが, 心か
ら感謝しています. 本当にありがとうございました.

1 Preliminary

1.1 Spin group andClifford algebra

まず初めにこの節でスピン群, Clifford algebraとスピノール表現について解説する.

Definiton 1.1.1

スピン群 Spin(m)とは, Lie群 SO(m)の非自明な double covering :

Spin(m)y
SO(m)

のことである.

Remark 1.1.2

(1)m ≧ 3のときπ1(SO(m)) = Z2より Spin(m)は SO(m)の universal coveringである.
(2)universal coveringの一般論から, Spin(m)は Lie群としての同型を除いて一意に存在する.

スピン群は SO(m)の universal coveringとして抽象的な対象である. そこでスピン群及びスピン群上の表現
を考察するために Clifford algebraを導入し, スピン群に具体的な表示を与えて議論することにする.
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Definiton 1.1.3 Rmに standardな内積 〈·, ·〉を付随させた (Rm, 〈·, ·〉)を考える. そして
T (m) :=

∞⊕
k=0

T k(m)

T k(m) :=

k⊗
Rm = Rm⊗ · · · ⊗ Rm︸ ︷︷ ︸

k

(k ≧ 1), T 0 := R (k = 0)

とおく. T (m)には足し算とテンソルによる掛け算の 2つの演算が入り, 代数構造が入る. さらに以下のイ
デアルを考える :

I(m) :=「{v ⊗ w + w ⊗ v + 2〈v, w〉 | v, w ∈ Rm}により生成される T (m)の両側イデアル」
そして, Cl(m) := T (m)/I(m)とおく. Cl(m)には T (m)の演算から well-definedに代数構造が入る. この
代数構造が入った Cl(m)を Clifford algebraという.

Remark 1.1.4

(1)積演算子を ◦で書き, [v], [w] ∈ Cl(m)に対して, [v ] ◦ [w ] = [v ⊗ w ]を v ◦ w と書くことにする.
(2)v, w ∈ Rmに対して

v ◦ w + w ◦ v = −2〈v, w〉
を満たす. 特に (Rm , 〈·, ·〉)の orthonormal frame (e1, · · · , em)に対して次を満たす :

ei ◦ ej + ej ◦ ei = −2δij (1 ≦ i , j ≦ m)

(3)Clifford algebraCl(m)は外積代数∧∗ Rmと次の対応でベクトル空間として同型である :

(2)と同様に (e1, · · · , em)を (Rm, 〈·, ·〉)の standard orthonormal frameとする。すると次の線形写像 :

σ : Cl(m) 3 ei1 ◦ · · · ◦ eik 7→ ei1 ∧ · · · ∧ eik ∈
∧∗ Rm

は frameの取り方に依らず決まり線形同型写像である. 特に dimRCl(m) = dimR
∧∗ Rm = 2mである.

(4)Clp(m) := σ−1(
∧p Rm), Clq(m) :=

q∑
p=0

Clp(m)とする. すると自然に次のfiltrationを得る :

R = Cl0(m) ⊂ Cl1(m) ⊂ Cl2(m) ⊂ · · · ⊂ Clm(m) = Cl(m)

さらに直和分解∧∗ Rm =
∧even Rm

⊕∧odd Rmに対応し, Cl(m) = Cleven(m)
⊕

Clodd(m)を得る. これは
代数の直和分解ではないが次の性質がある :

Cl0(m) := Cleven(m), Cl1(m) := Clodd(m)とすると
Cl i(m) ◦ Cl j (m) ⊂ Cl i+j mod 2(m)

つまり Z2-gradedである.
(5)Cmに standardな hermitianmetricが入った C-ベクトル空間 (Cm , 〈·, ·〉C)を考えることにより上記と同
様にして complexClifford algebraを得ることが出来る. これを Cl(m)と書くことにする. Cl(m)に対して
も (4)と同様のことが言える.

Clifford algebraを用意するとm ≧ 3に対しスピン群を次のように具体的に表示することが出来る.

Spin(m) = expCl 2(m)

この表示がm ≧ 3のときスピン群になっているかは次の命題によりわかる :

Proposition 1.1.5 ρ : Spin(m)→ SO(m)を次で定義する :
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ρ(g)(v) := g ◦ v ◦ g−1, (g ∈ Spin(m), v ∈ SO(m))

すると ρは double coverである.

Remark 1.1.6

(1)この表示によりスピン群がm ≧ 3のとき連結であることがわかる.
(2) Spin(m)の Lie algebra spin(m)について次がわかる :

spin(m) = Cl 2(m) =
∧2 Rm = so(m)

(3) Spin(m) ⊂ Cl 0(m) ⊂ Cl0(m)である.

1.2 Spinor representation

スピン群 Spin(m)上の表現について述べる. まずは complexClifford algebraCl(m)上の表現についてい
くつか一般論を述べる.

Lemma 1.2.1 C-algebraとしてCl(1) ∼= C⊕ C, Cl(2) ∼= C(2)である.

Proof.

Cl(1) ∼= C⊕ Cは Cl(1)から C⊕ Cへの準同型写像として

1 7→ (1, 1), e1 7→ (
√
−1,−

√
−1)

を考えれば直ちに同型写像であることがわかる. Cl(2) ∼= C(2)については Cl(2)から C(2)への準同型写像
として

1 7→

(
1 0

0 1

)
, e1 7→

(√
−1 0

0 −
√
−1

)
, e2 7→

(
0 1

−1 0

)
, e1 ◦ e2 7→

(
0

√
−1

√
−1 0

)

を考えればこれも同型写像であることが容易にわかる.
■

Remark 1.2.2(√
−1 0

0 −
√
−1

)
,

(
0 1

−1 0

)
,

(
0

√
−1

√
−1 0

)
は Pauri行列と呼ばれている. Clifford algebraと行列環の

対応の仕方は一意ではない.

Lemma 1.2.3 C-algebraとして
Cl(n + 2) ∼= Cl(n)⊗ Cl(2)

である.

Proof. 実際に Cl(n + 2)から Cl(n)⊗ Cl(2)への同型写像を作る.
(e1, · · · , en+2), (e

′
1, · · · , e ′n), (e ′′1 , e ′′2 )をそれぞれ Cn+2, Cn , C2の orthonormal frameとする. C-準同型写

像 f : Cn+2 → Cl(n)⊗ Cl(2)を次で定義する :

f(ei) :=

{ √
−1e′i ⊗ e′′1 ◦ e′′2 (1 ≦ i ≦ n)

1⊗ e′′n−i (i = n+ 1, n+ 2)
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すると f は次を満たす :

1 ≦ i, j ≦ nに対して
f (ei) ◦ f (ej ) + f (ej ) ◦ f (ei) = −e ′i ◦ e ′j ⊗ e ′′1 ◦ e ′′2 ◦ e ′′1 ◦ e ′′2 − e ′j ◦ e ′i ⊗ e ′′1 ◦ e ′′2 ◦ e ′′1 ◦ e ′′2

= e′i ◦ e′j ⊗ 1 + e′j ◦ e′i ⊗ 1 = −2δij1⊗ 1

f (ei) ◦ f (en+1) + f (en+1) ◦ f (ei) =
√
−1ei ⊗ e ′′1 ◦ e ′′2 ◦ e ′′1 +

√
−1ei ⊗ e ′′1 ◦ e ′′1 ◦ e ′′2 = 0

f (ei) ◦ f (en+2) + f (en+2) ◦ f (ei) =
√
−1ei ⊗ e ′′1 ◦ e ′′2 ◦ e ′′2 +

√
−1ei ⊗ e ′′2 ◦ e ′′1 ◦ e ′′2 = 0

さらに
f (en+1) ◦ f (en+2) + f (en+2) ◦ f (en+1) = 1⊗ e ′′1 ◦ e ′′2 + 1⊗ e ′′2 ◦ e ′′1 = 0

f (en+1) ◦ f (en+1) = 1⊗ e ′′1 ◦ e ′′1 = −1⊗ 1, f (en+2) ◦ f (en+2) = 1⊗ e ′′2 ◦ e ′′2 = −1⊗ 1

が成り立つ. よって f は f : Cl(n+2)→ Cl(n)⊗Cl(2)に一意に拡張される. この拡張された f は√−1e ′i⊗e ′′1 ◦
e ′′2と 1⊗ e ′′n−iがC-algebraCl(n)⊗Cl(2)を生成することから全射であることがわかり, さらに dimCCl(n+

2) = dimCCl(n) ⊗ Cl(2) = 2n+2より f は単射であることも直ちにわかる. よって f は同型写像である.
■

Lemma1.2.2と Lemma1.2.3により帰納的に次が言える :

Proposition 1.2.4 C-algebraとして
Cl(2n + 1) ∼= C(2n)⊕ C(2n), Cl(2n) ∼= C(2n)

である. complexClifford algebraCl(m)は周期 2の周期性をもつ.

Remark 1.2.5

(e1, · · · , em)を Rmの positively oriented orthonormal frameとする. このとき

ω := e1 ◦ · · · ◦ em ∈ Cl(m)

を volume elementという. さらにωC :=
√
−1[

m+1
2 ]

e1 ◦ · · · ◦ em ∈ Cl(m)を complex volume elementという
. ωCは次の性質を満たす :

ω2
C = 1, ωC ◦ v = (−1)m−1v ◦ ωC (v ∈ Rm)

特にmが奇数ならばωCはCl(m)の中心元である. Proposition 1.2.4によるとm = 2n+1のとき, Cl(m)は
C(2n)⊕C(2n)と同型である. さらにC(2n)⊕C(2n)の中心は spanC{(I , I ), (I ,−I )}である. 実はωCは (I ,−I )に
対応しているのだ.

次の命題はスピン群上の表現を考えるうえで重要な主張である :

Proposition 1.2.6 C-algebraとして
Cl(m − 1) ∼= Cl0(m)

である.

Proof. 準同型写像 :

Cl(m − 1) 3 ei 7→ ei ◦ em ∈ Cl0(m)

を考えればこれは同型写像であることが容易にわかる.
■

以上で complexClifford algebra上の表現及びスピン群上の表現について述べる準備が整った. まずは complex

Clifford algebra上の表現について述べる.
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Theorem 1.2.7

(1)m が奇数のとき, Cl(m)上の既約表現は同型を除いて 2つ存在する.
(2)m が偶数のとき, Cl(m)上の既約表現は同型を除いて 1つ存在する.

Proof.

(1)mが奇数のとき, m = 2n+1とするとProposition 1.2.4よりCl(2n+1) ∼= C(2n)⊕C(2n)である. よって
次の 2つの表現が考えられる :

τ1 : Cl(2n + 1) = C(2n)⊕ C(2n) 3 (A,B) 7→ A ∈ End(C2n )

τ2 : Cl(2n + 1) = C(2n)⊕ C(2n) 3 (A,B) 7→ B ∈ End(C2n )

τ1とτ2は互いに非同値な Cl(2n + 1)上の既約表現である. そして行列環 C(2n)⊕ C(2n)は C-加群として半
単純加群であることから主張が示された.
(2)m が偶数のとき, m = 2n とすると, (1 )と同様に Proposition 1.2.4から次の表現が考えられる :

τ : Cl(2n) = C(2n) 3 A 7→ A ∈ End(C2n )

このτは Cl(2n)上の既約表現であり, C(2n)が C-加群として半単純加群であることから主張が示された.
■

次に Spin(m)上の表現について述べる. Theorem1.2.7で得られた表現τ1, τ2, τをスピン群に制限すること
によりスピン群上の表現が得られる.

Theorem 1.2.8

(1)m が奇数のとき, τ1|Spin(m)とτ2|Spin(m)は互いに同値な Spin(m)上の既約表現である.
(2)m が偶数のとき, τ |Spin(m)は互いに非同値な Spin(m)上の 2つの既約表現に splitする.

Proof.

(1)m が奇数のとき, m = 2n + 1とすると Proposition 1.2.6より
Cl0(2n + 1) = Cl(2n)

である。Theorem1.2.7より Cl(2n)上の既約表現は同型を除いて一意なのでτ1|Cl0(2n+1)とτ2|Cl0(2n+1)は互
いに同値なCl0(2n +1)上の既約表現である。Spin(2n +1) ⊂ Cl0(2n +1)であるからτ1|Spin(m)とτ2|Spin(m)

は互いに同値な Spin(m)上の既約表現である.
(2)m が偶数のとき, m = 2n とすると同様に Proposition 1.2.6から

Cl0(2n) = Cl(2n − 1)

である. Theorem1.2.7より Cl(2n − 1)上の既約表現τ |Cl0(2n−1)は 2つの互いに非同値な既約表現 :

τ+|Cl0(2n−1) : Cl0(2n − 1) = C(2n−1)⊕ C(2n−1) 3 (A,B) 7→ A ∈ End(C2n−1

)

τ−|Cl0(2n−1) : Cl0(2n − 1) = C(2n−1)⊕ C(2n−1) 3 (A,B) 7→ B ∈ End(C2n−1

)

に直和分解する. よってSpin(2n) ⊂ Cl0(2n)であるから, τ |Spin(2n)は2つの既約表現τ+|Spin(2n)とτ−|Spin(2n)
に splitする.

■

Definiton 1.2.9 τ |Spin(m)をスピノール表現, その表現空間をスピノール空間という. 特に, m が偶数のと
きτ+|Spin(m)とτ−|Spin(m)を半スピノール表現, その表現空間を半スピノール空間という.
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Remark 1.2.10

この節の最後に m が偶数のときのスピノール表現の具体的な構成を述べる. この構成により得られたス
ピノール表現はスピン接続, Dirac作用素, スピン熱核を考察する上で非常に大きな役割を担う. 本論文で
はスピノール表現については次のように構成されたものを扱うことにする. 勿論既約表現の一意性から具体
的に構成した表現を議論に使うことで一般性は失われない.
m = 2nとする. J を R2nの概複素構造とする. (Cn , 〈·, ·〉C)と (R2n, 〈·, ·〉, J)は次の対応で R-ベクトル空間
として同じものと見做す :

(Cn , 〈·, ·〉C)の standard orthonormal frame(e ′1, · · · , e ′n)に対し

(Cn , 〈·, ·〉C)→ (R2n, 〈·, ·〉, J)
e′i 7→ e2i−1√

−1e′i 7→ e2i := Je2i−1

この対応により得られた (e1, e2, · · · , e2n−1, e2n) = (e1, Je1, · · · , e2n−1, Je2n−1)は (R2n, 〈·, ·〉, J)のorthonormal

frameになっていることに注意する. そして次の準同型写像を考える :

rm : Rm = Cn 3 v 7→ v ∧ −v∨ ∈ End(∧∗Cn)

ここで v ∨は内部積 :

v∨ : ∧∗Cn 3 wi1 ∧ · · · ∧ wik 7→
k∑

l=1

(−1)l+1〈wil , v〉Cwi1 ∧ · · · ∧ ŵil ∧ · · · ∧ wik ∈ ∧∗Cn

を表す. この rmを複素化し, Cl(m)上の表現へ一意に :拡張させる :

rm : Cm = Rm ⊗ C→ End(∧∗Cn)

rm : Cl(m)→ End(∧∗Cn)

こうして得られた rmはCl(m)上の既約表現であり, Theorem1.2.7より一意である. そしてこの rmをSpin(m)に
制限したスピノール表現を考えると, その半スピノール表現は次のようになる :

rm
+|Spin(m) : Spin(m)→ End(∧evenCn)

rm
−|Spin(m) : Spin(m)→ End(∧oddCn)

これでm が偶数のときのスピノール表現が具体的に記述出来た. この rmを standard representationと呼ぶ
ことにする. また断らない限り rm |Spin(m)も rmと書き, Sm := ∧∗Cnとおく.

1.3 Spinmanifolds and theDirac operator

Definiton 1.3.1 M を Riemann多様体 (M , g)とする.
M 上のスピン構造とはM 上の Spin(m)-bundle Spin(T ∗M )と C∞-map ρ : Spin(T ∗M )→ SO(T ∗M )の

組 (Spin(T ∗M ), ρ)で以下の 2つを満たすものを言う :

(1)次の図式は可換である :

Spin(T ∗M , g)
ρ−−−−→
2:1

SO(T ∗M, g)　y y
M M

(2)任意の a ∈ Spin(T ∗M ), b ∈ SO(T ∗M )に対し
ρ(a · b) = ρ(a) · ρ(b)

Remark 1.3.2

(1)スピン構造をρ : Spin(TM )→ SO(TM )で定義することもある. 本論文では上記の通り dual spaceで考
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える.
(2)スピン構造はいつでも入る構造ではない. いつ spin structureが入るかは実は次の Propositionのよう
に topologicalに決まる.

Proposition 1.3.3 oriented Riemann多様体（M , g)に対し,

(M, g)に spin structureが入る ⇐⇒ w2(M ) = 0

ここでw2(M ) = w2(T
∗M ) ∈ H 2(M ,Z2)は多様体M の second Stiefel-Whitney classを表す.

以下, Riemann多様体 (M , g)はm = 2n次元でスピン構造が備わったスピン多様体 (M , g ,Spin(T ∗M ), ρ)で
あり, M は compactかつ∂M = ϕであるとする. スピン構造が備わっていることから次の spinor bundle 6S を
定義することができ, Clifford bundleCl(T ∗M , g)を表示できる :

6S := Spin(T ∗M , g)×rm Sm , Cl(T ∗M , g) = Spin(T ∗M , g)×inc. Cl(m)

standard representation rmから自然に次の bundlemap :

rm : Cl(T ∗M)→ End(6S) = Spin(T ∗M )×Ad◦rm End(Sm)

を得る. 特に断らない限りこの bundlemapも rmと書くことにする. そして, Dirac operatorとは次のよう
に定義される 1階の微分作用素のことである :

Definiton 1.3.4

D :=
∑
j

rm(ej) ◦ ∇ ̸S
ej : Γ( 6S)→ Γ( 6S)

をDirac operatorという. ここで∇ ̸SはLevi-Civita connection∇gから自然に入る spinor bundle 6Sの connectionで
あり, connection formはω(∇ ̸S ) = 1

4

∑
rm(el) ◦ rm(ek ) · ω(∇g)kl である.

Remark 1.3.5

(1)Dは 1階の eliptic differential operatorである.
(2)Smには rmをユニタリにする内積 〈·, ·〉Sm

が定数倍を除いて uniqueに存在する. Cの standardmetricか
ら Smに入る自然なmetricがそうである.
(3)〈·, ·〉Sm

から bundle 6S に (pointwiseに)metric 〈·, ·〉̸Sが入る. ∇ ̸Sはこの 〈·, ·〉̸Sと compatibleである.
(4)任意のX ∈ Γ(TM)と任意のη ∈ Γ(T ∗M)について次を満たす. (Clifford connection)

rm(η) ◦ ∇ ̸S
X = ∇ ̸S

X ◦ rm(η) + rm(∇g
Xη)

(5)∇ ̸Sの曲率 F (∇ ̸S)について次を満たす.

F (∇ ̸S)(ej , ei) =
1

4

∑
rm(el) ◦ rm(ek) ·Rklji

(6)この 〈·, ·〉̸SからΓ(6S)に次のようにして globalな L2-metric(·, ·)L2が入る :

(ϕ, ψ)L2 :=

∫
M

dVg(x)〈ϕ(x), ψ(x)〉̸Sx (ϕ, ψ ∈ Γ(6S))

この (·, ·)L2に関してDは Greenの定理より (formal)self-adjointであることがわかる. 特にD2も (·, ·)L2に
関して (formal)self-adjoint.

■
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Dirac operatorについては次の公式が有名である.

Theorem 1.3.6 (Lichnerowicz formula)

D2 = −
m∑
j=1

(
∇ ̸S

ej∇
̸S
ej −∇

̸S
∇g

ej
ej

)
+
sM
4

ただし sMは Riemann多様体 (M , g)の scalar curvatureである.

Proof.

D2 =

∑
j

rm(ej) ◦ ∇ ̸S
ej

 ◦(∑
i

rm(ei) ◦ ∇ ̸S
ei

)
=
∑
j,i

rm(ej) ◦ ∇ ̸S
ej ◦ rm(ei) ◦ ∇ ̸S

ei

=
∑
j,i

rm(ej) ◦
(
rm(ei) ◦ ∇ ̸S

ej + rm(∇g
eje

i)
)
◦ ∇ ̸S

ei

=
∑
j,i

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ ∇ ̸S
ej∇

̸S
ei +

∑
j,i

rm(ej) ◦ rm(
∑
k

ekω(ej)
k
i ) ◦ ∇ ̸S

ei

=
∑
j,i

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ ∇ ̸S
ej∇

̸S
ei −

∑
j,i

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ ∇ ̸S∑
k ekω(ej)ki

=
∑
j,i

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ ∇ ̸S
ej∇

̸S
ei −

∑
j,i

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ ∇ ̸S
∇g

ej
ei

=
∑
j=i

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ ∇ ̸S
ej∇

̸S
ei +

∑
j ̸=i

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ ∇ ̸S
ej∇

̸S
ei

−
∑
j=i

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ ∇ ̸S
∇g

ej
ei
−
∑
j ̸=i

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ ∇ ̸S
∇g

ej
ei

= −
∑
j

(
∇ ̸S

ej∇
̸S
ej −∇

̸S
∇g

ej
ej

)
+

1

2

∑
j ̸=i

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ ∇ ̸S
ej∇

̸S
ei +

1

2

∑
j ̸=i

rm(ei) ◦ rm(ej) ◦ ∇ ̸S
ei∇

̸S
ej

− 1

2

∑
j ̸=i

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ ∇ ̸S
∇g

ej
ei
− 1

2

∑
j ̸=i

rm(ei) ◦ rm(ej) ◦ ∇ ̸S
∇g

ei
ej

= −
∑
j

(
∇ ̸S

ej∇
̸S
ej −∇

̸S
∇g

ej
ej

)
+

1

2

∑
j,i

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦
(
∇ ̸S

ej∇
̸S
ei −∇

̸S
ei∇

̸S
ej −∇

̸S
[ej ,ej ]

)
= −

∑
j

(
∇ ̸S

ej∇
̸S
ej −∇

̸S
∇g

ej
ej

)
+

1

8

∑
j,i,l,k

rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ rm(el) ◦ rm(ek) ·Rklji

= −
∑
j

(
∇ ̸S

ej∇
̸S
ej −∇

̸S
∇g

ej
ej

)
− 1

8

∑
j,i,l,k

rm(el) ◦ rm(ek) ◦ rm(ej) ◦ rm(ei) ·Rlkji

である. ここで

ej ◦ ei ◦ ek = −2δikej + 2δjke
i + ek ◦ ej ◦ ei, ei ◦ ek ◦ ej = −2δikej + 2δije

k + ek ◦ ej ◦ ei

Rlkji +Rljik +Rlikj = 0 (Bianchiの恒等式)

に注意すると
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∑
j,i,l,k

rm(el) ◦ rm(ek) ◦ rm(ej) ◦ rm(ei) ·Rlkji

=
1

3

{∑
j,i,l,k

rm(el) ◦ rm(ek) ◦ rm(ej) ◦ rm(ei) ·Rlkji +
∑
j,i,l,k

rm(el) ◦ rm(ej) ◦ rm(ei) ◦ rm(ek) ·Rljik

+
∑
j,i,l,k

rm(el) ◦ rm(ei) ◦ rm(ek) ◦ rm(ej) ·Rlikj

}

=
1

3

∑
j,i,l,k

rm(el) ◦ rm(ek) ◦ rm(ej) ◦ rm(ei) · (Rlkji +Rljik +Rlikj)

+
1

3

∑
j,i,l,k

rm(el)
{
(−2δikrm(ej) + 2δjkrm(ei)) ·Rljik + (−2δikrm(ej) + 2δijrm(ek)) ·Rlikj

}
=

2

3

∑
j,i,l

rm(el) ◦ rm(ei) ·Rljij −
2

3

∑
j,i,l

rm(el) ◦ rm(ej)Rliij +
2

3

∑
j,l,k

rm(el) ◦ rm(ek)Rljkj

= 2
∑
j,i,l

rm(el) ◦ rm(ei) ·Rljij

である. さらに、el ◦ ei = −2δil − ei ◦ elであることから∑
j,i,l

rm(el) ◦ rm(ei) ·Rljij = −2
∑
j,i,l

δilRljij −
∑
j,i,l

rm(ei) ◦ rm(el) ·Rljij

= −2
∑
j,l

Rljlj −
∑
j,i,l

rm(el) ◦ rm(ei) ·Rijlj

= −2sM −
∑
j,i,l

rm(el) ◦ rm(ei) ·Rljij

よって ∑
j,i,l

rm(el) ◦ rm(ei) ·Rljij = −sM

である. 以上より

D2 = −
∑
j

(
∇ ̸S

ej∇
̸S
ej −∇

̸S
∇g

ej
ej

)
− 1

8

∑
j,i,l,k

rm(el) ◦ rm(ek) ◦ rm(ej) ◦ rm(ei) ·Rlkji

= −
∑
j

(
∇ ̸S

ej∇
̸S
ej −∇

̸S
∇g

ej
ej

)
− 1

8
(−2sM )

= −
∑
j

(
∇ ̸S

ej∇
̸S
ej −∇

̸S
∇g

ej
ej

)
+
sM
4

■

1.4 Heat equation associated with the Dirac Laplacian

前節で定義した Dirac作用素を用いた heat equationの initial value problem :

( ∂
∂t

+D2
)
ϕ(t) = 0, lim

t→0
ϕ(t) = ϕ0 (ϕ0 ∈ Γ(6S))

を考える. この heat equationは uniqueな解ϕ(t, P ) =
(
e−tD2

ϕ0

)
(P ) =

∫
M

dVg(P
′)k(t ,P ,P ′)ϕ0(P

′)を持
つ. そしてM上の1点P 0を固定し, P 0の周りでk(t ,P ,P0) ∈ Γ(R+×M , 6S⊗ 6S∗

P0)を後述の trivializationで
localizeする. その対応物をK と書くことにする. すると, 次のようなことが知られている.
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Theorem 1.4.1 (Atiyah-Bott-Patodi [1])

(1)

(
∂

∂t
+D2

)
K = 0

(2) lim
t ↓ 0

∫
M

dVg(x)rm(K)(t, x)ϕ(x) = ϕ(0) (ϕ ∈ C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗
P 0M)))

(3)K は次のように漸近展開できる :

K(t, x) ∼
t ↓ 0

qt(x)

∞∑
l=0

tlKl(x)

(
qt(x) :=

1

(4πt)m/2
e−

|x|2
4t

)
=

1

(4π)m/2
e−

|x|2
4t

∞∑
l=0

tl−m/2Kl(x)

Kl(x) =
∑

α=(α1,··· ,α|α|)

eα1 ◦ · · · ◦ eα|α| ·Kl,α(x)

=

m∑
p=0

Kl,[p](x) :=

m∑
p=0

∑
|α|=p

eα1 ◦ · · · ◦ eα|α| ·Kl,α(x)

Theorem 1.4.2 (Atiyah-Bott-Patodi [1],Getzler [3])

Kl,[p](0) = 0, (l < p/2)

m∑
p=0

Kp/2,[p](0) = det1/2
(

R(P 0)/2

sinh(R(P 0)/2)

)
である. ただし



Rji(0) := F (∇g)ji (0) (∈ ∧2T ∗
P 0M = Cl(T ∗

P 0M) ⊂ Cl(T ∗
P 0M))

=
1

2

∑
g(F (∇g)(∂/∂xl, ∂/∂xk)∂/∂xi, ∂/∂xj)(0)dxl ∧ dxk

R(P 0) := (Rji(0)) ∈ Antisymmatrix(m,∧evenCm = ∧evenT ∗
P0M ⊗ C)



j(tR) := det

(
sinh(tR(P0)/2)

tR(P0)/2

)
とすると j(tR)は analyticであり j(0) = 1である. よって

j(tR)−1/2 = det1/2
(

tR(P0)/2

sinh(tR(P0)/2)

)
は t = 0の近傍で定義される関数であり

det1/2
(

tR(P 0)/2

sinh(tR(P 0)/2)

)
= 1 +

∞∑
k=1

tkfk(R(P
0))の様に t = 0の周りで展開される.

である.

2 Getzler’sRescalingTransformation

この章では Getzler氏により得られた結果を紹介する. ここでは主に [3]と [8]に依っている.
まず, 任意に P 0 ∈M を固定し, 我々は P 0を含む以下の近傍 U で考える.
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e•(P
0) = (e1(P

0), · · · , em(P 0)) : positively oriented orthonormal frame of (TP 0M, gP 0)

e• = (e1, · · · , em) : P 0からのgeodesicsに沿った∇g-parallelなpositively oriented local orthonormal frame of (TM, g)

e• = (e1, · · · , em) : dual frame of e•

(x1, · · · , xm) : normal coordinates atP 0 with (∂/∂•)0 = e•(P
0)

i.e. TP 0M ∼= Rm ⊃
open

(U, x)
∼=−−−−−→

exp
∇g

P0

(Ũ , P ) ⊂
open

M

そして the bundlesに trivializationを入れる :

SO(T ∗M)|(U, x) ∼= (U, x)× SO(T ∗
P 0M), e•(x) ·A↔ e•(0) ·A

Spin(T ∗M )|(U , x ) ∼= (U , x )× Spin(T ∗
P0M ), ẽ•(x ) · a ↔ ẽ•(0) · a

ここで ρ(ẽ•) = e• (2個あるうち 1個を固定する. )
6S|(U, x) ∼= (U, x)× 6SP 0 , [(ẽ•(x), v)]↔ [(ẽ•(0), v)]

Cl(T ∗M)|(U, x) ∼= (U, x)× Cl(T ∗
P 0M), [(ẽ•(x), w)]↔ [(ẽ•(0), w)]

この設定を thesynchronoussetting と呼ぶことにする. そして次の同型:

6S|(U, x)⊠ 6S∗
P 0

∼=←−−−−−−−−−−−−−−
parallel transportation

(U, x)× 6SP 0⊗ 6S∗
P 0

∼=←−−−− (U, x)× End(6SP 0)
∼=←−−−−
rm

(U, x)× Cl(T ∗
P 0M)y y y y

(U, x)× {P 0}
∼=←−−−− (U, x) (U, x) (U, x)

により k(t ,P ,P0)に対応する
K (t , x ) ∈ C∞(R+ × (U , x ),Cl(T ∗

P0M ))

に興味がある. そしてΓ(R+×(U, x), 6S|U)に作用する作用素 (∂/∂t , ∂/∂xj , ∇ ̸S|U , Clifford action, rm(eα), 関
数倍 f (x )×, D , D2をこの同型を通して C∞(R+ × (U , x ),Cl(T ∗

P0M ))に作用するものと見る.
またK を C∞(R+ × (U, x),End(6SP 0))の元と見たいときは rm(K)と書くことにする. この K(ε)に興味が
ある. K(ε)は (0, 1)×U 上漸近展開 :

K(ε)(t, x) ∼
ε1/2↓ 0

qt(x)

∞∑
i=0

εi/2γi/2(t, x)

= qt(x)

∞∑
i=0

∑
α=(α1,··· ,α|α|)

dxα1 ◦ · · · ◦ dxα|α| · γi/2,α(t, x)

= qt(x)

∞∑
i=0

m∑
p=0

γi/2(t, x)[p] := qt(x)

∞∑
i=0

∑
|α|=p

γi/2,α(t, x)

を持つ. (Theorem2.3.2,Proposition 2.3.8)そしてε1/2の orderに関して poleを持たない. さらにγi/2は t に
関して Cl(T ∗

P0M ) valued-polynomial である. γi/2,[p]達は Kl,αは使って定義され, 実はγi/2,[p]達がわかれ
ばKl,[p]達がわかる. よってγi/2達を調べることは熱核の漸近展開の係数を求めることに帰着される. この章
の目標は後述で定義されるγi/2を調べる事である.

2.1 Review ofGetzler’sRescalingTransformation

Getzler′s rescaling transformationを定義しよう.

Definiton 2.1.1 ε > 0に対して, 次で定義される写像 Tε : C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗
P 0M)) → C∞(R+ ×

(U, x),Cl(T ∗
P 0M))を考える :
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ω(t, x) =
∑
eI · ωI(t, x) ∈ C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗

P 0M))に対して

(Tεω)(t, x) :=
∑
dxI · ε−|I|/2 · ωI(εt, ε

1/2x)

この Tεを使って Getzler変換Gε : {C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗
P 0M)) → C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗

P 0M))} →
{C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗

P 0M))→ C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗
P 0M))}を次で定義する :

A ∈ {C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗
P 0M))→ C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗

P 0M))}に対し

Gε(A) := Tε ◦A ◦ T−1
ε

i.e.
C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗

P 0M))
A−−−−→ C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗

P 0M))

Tε

y yTε

C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗
P 0M)) −−−−→

GεA
C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗

P 0M))

Remark 2.1.2

(1)T−1
ε = Tε−1である. 特に Tεは bijective.

(2)変換した熱方程式 (∗)の ε→ 0の極限を考えるが, Getzler変換しただけでは収束しないことがある. そこ
で作用素A : C∞(R+× (U , x ),Cl(T ∗

P0M ))→ C∞(R+× (U , x ),Cl(T ∗
P0M ))に対して εk/2GεAが ε→ 0で

収束するような最小の k ∈ Z≧0を考え, 特に εk/2GεAを使って議論したい. この k を作用素AのGetzler次
数という.
(3)このGεがGetzler氏のmain ideaである. このGetzler変換Gεを使って熱方程式を変換する. Gεの基本事
項をいくつか述べる. ■

Proposition 2.1.3 任意のω = dxI · ωI ∈ C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗
P 0M))に対して以下が言える :

(1) f × (関数倍) : dxI · ωI 7→ dxI · f · ωIについて

「Gεf × at (t, x)」: dxI · ωI(t, x) 7→ dxI · f(ε1/2x)ωI(t, x)

(2)
∂

∂xj
: dxI · ωI 7→ dxI ·

∂ωI

∂xj
(t, x)について

「Gε
∂

∂xj
at (t, x)」: dxI · ωI(t, x) 7→ dxI · ε−1/2 ∂ωI

∂xj
(t, x)

(3)
∂

∂t
: dxI · ωI 7→ dxI ·

∂ωI

∂t
について

「Gε
∂

∂t
at (t, x)」: dxI · ωI(t, x) 7→ dxI · ε1/2

∂ωI

∂t
(t, x)

(4) dxj◦ = dxj ∧ −dxj∨ : dxI · ωI 7→ dxj ◦ dxI · ωIについて
「Gεdxj ◦ at (t, x)」= ε−1/2dxj ∧ − ε1/2dxj∨ = ε−1/2(dxj ∧ −εdxj∨)

Proof. 定義通り計算すればよい.
■

Definiton 2.1.4

上の Propositionから次の operators : C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗
P 0M)) → C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗

P 0M))を定
義する.
(1) ej =

∑
Vij · ∂/∂xiに対し
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「e(ε)j atx」:= e
(ε)
j (x) := ε1/2「Gεej atx」=

∑
Vij(ε

1/2x) · ∂/∂xi

(2) dxj◦ε := ε1/2Gεdxj◦ = dxj ∧ −εdxj∨

Remark 2.1.5

(1)ej = ej(0) = dxjであり, the synchronous settingの下で ej◦ε = dxj◦ε = dxj ∧−εdxj ∨である. 必要に
応じて eと dxは書き分ける. そして ej ◦εは Clifford actionになっていない. ε−1/2ej ◦εがそうなのだ.
(2)ej , e

j◦のGetzler次数は1である。この記号を使って,C∞(R+×(U , x ),Cl(T ∗
P0M )) , C∞((U , x ),Cl(T ∗

P0M ))に
作用する cnnection∇ ̸SP0

ej に関する Getzler変換を定式化する.

Proposition 2.1.6

∇ ̸SP0
ej = ej +

1
4

∑
ω(∇g)(ej)

k
l · dxl ◦ dxk ◦について

「Gε∇
̸SP0
ej atx」= ε−1/2dx

(ε)
j (x) +

ε−2/2

4

∑
ω(∇g)(ej)

k
l (ε

1/2x) · dxl ◦ε dxk◦ε

である. そして

「∇(ε)

e(ε)
atx」:= ∇(ε)

e(ε)(x)
:= ε1/2「Gε∇

̸SP0
ej atx」

= e
(ε)
j (x) +

ε−1/2

4

∑
ω(∇g)(ej)

k
l (ε

1/2x) · dxl ◦ε dxk◦ε

とおく.

Proof. Proposition 2.1.3とDefinition 2.1.4に従って計算すればよい.
■

Remark 2.1.7 ∇ ̸SP0
ej の Getzler次数は 1である.

2.2 Rescaling of theDirac Laplacian

C∞(R+×(U, x),Cl(T ∗
P 0M)) orC∞((U, x),Cl(T ∗

P 0M))に作用するDirac operatorD =
∑

ej◦∇̸SP0
ej のGetzler

変換について述べる. D (ε)を

「D(ε) atx」:=「ε1/2GεD atx」=
∑

ε−1/2 · ej ◦ε ∇(ε)

e
(ε)
j (x)

とおく. すると (D(ε)
)2について次の rescaled Lichnerowicz formulaを得る :

Proposition 2.2.1 (Rescaled Lichnerowicz formula)

「Gε

(
D(ε)

)2
atx」= −ε−2/2

m∑
j=1

(
∇(ε)

e
(ε)
j (x)

∇(ε)

e
(ε)
j (x)

−∇(ε)

∇(g,ε)

e
(ε)
j

(x)
e
(ε)
j

)
+

1

4
sM (ε1/2x)

ここで∇(g,ε)

e
(ε)
j (x)

e
(ε)
j := ε2/2「Gε∇g

ejej atx」=
∑
i

ω(∇g)(ej)
i
j(ε

1/2x) · ε1/2 · e(ε)i (x)である.

そして Dε := ε2/2Gε(D)2とおく.

i.e. 「Dε atx」= −
m∑
j=1

(
∇(ε)

e
(ε)
j (x)

∇(ε)

e
(ε)
j (x)

−∇(ε)

∇(g,ε)

e
(ε)
j

(x)
e
(ε)
j

)
+
ε2/2

4
sM (ε1/2x)
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Proof. Theorem1.4.6, Proposition 2.1.3, Proposition 2.1.6より主張は明らか.
■

Remark 2.2.2

(1)GεD
2 = GεD◦GεDとProposition 2.1.3とProposition 2.1.6により計算することでも得られる. essentialな

部分は Lichnerowicz formulaを導く計算過程及び結果である.
(2)D, D2の Getzler次数は 2である.
(3)Dε = D0/2 +O(ε1/2)であり,

D0/2 = −
∑
j

(
∂

∂xj
+

1

4

∑
i

xiRji∧
)2

= −
∑
j

(
∂

∂xj

)2

+
1

16

〈
x
∣∣∣R2
∣∣∣x〉

である. ここでR = R(P 0), Rji :=
1

2

∑
l,k

Rjilkdxl ∧ dxkとおいている. これは 3章で導く.

2.3 Rescaling of theHeatKernel

前節では Dirac作用素の Getzler変換を考えた. 見方としては C∞(R+ × (U , x ),Cl(T ∗
P0M ))に作用する

熱作用素の変換として

∂

∂t
+D2 Getzler

=⇒
ε>0

ε2/2Gε

(
∂

∂t
+D2

)
=

∂

∂t
+ ε2/2GεD

2 =
∂

∂t
+ Dε

を考えたい. この変換した熱作用素においてheat equationの initial value problemを考えたとき, 解はuniqueに
存在し, heat kernelも uniqueに存在する.

Definiton 2.3.1 今まで通りK(t, x) = e−tD2

(x, 0) ∈ C∞(R+× (U, x),Cl(T ∗
P 0M))とする. そしてε > 0に

対して
K(ε)(t, x) := εm/2(TεK)(t, x)

とおく.

このK(ε) ∈ C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗
P 0M))について次が言える :

Theorem 2.3.2

(1)

(
∂

∂t
+ Dε

)
K(ε) = 0

(2) lim
t ↓ 0

∫
dVg(x)rm(K(ε))(t, x)ϕ(x) = ϕ(0), (ϕ ∈ C∞((U, x),Cl(T ∗

P 0M)))

(3)((0, ε0]上 pointwiseな t ↓ 0のときの漸近展開)

任意の ε1/2 ∈ (0, ε0]に対して
K(ε)(t, x) ∼

t ↓ 0
qt(x)

∞∑
l=0

∑
α=(α1,··· ,α|α|)

tlε(2l−|α|)/2Kl,α(ε
1/2x)

(4)([0, 1]× U 上の uniforrmalな ε1/2 ↓ 0のときの漸近展開)

[0, 1]× U 上 uniformalに次の漸近展開を得る :

Kε(t, x) ∼
ε1/2↓ 0

qt(x)

∞∑
i=−m

εi/2γi/2(t, x)
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ここで

(1◦)γi/2(t, x) =

m∑
p=0

γi/2(t, x)[p] :=

α=(α1,··· ,α|α|)∑
|α|=p

γi/2,α(t, x)について

γi/2(t, x)[p] =
∑

−p≤k≤i

t(p+k)/2K
(i−k)
(p+k)/2,[p](t, x) ∈ C

∞(R× (U, x),Cl(T ∗
P 0M)) (γi/2は tに関して polynomial)

Kl,α(x) =

N∑
k=0

K
(k)
l,α (x) +Rl,N,α (Taylor expansion)

K
(k)
l,α (x) :=

∑
|ν|=k

xν
1

ν1! · · · νm!

(
∂

∂x

)ν

Kl,α(x)
∣∣∣
x=0

(ν = (ν1, · · · , νm) ∈ Zm
≥0, |ν| :=

∑
νi)

(2◦)γ0/2(0, 0) = 1, γi/2(0, 0) = 0 (i 6= 0), (実はγi/2 = 0 (i < 0) (Proposition 2.3.8))

である. さらに任意の (N, j, ν)withN > j + |ν|/2についてある C (N , j , ν)> 0が存在して
[0, 1]×U 3 (t , x )上において∣∣∣∣∣

(
∂

∂t

)j (
∂

∂x

)ν
{
Kε(t, x)− qt(x)

∞∑
i=−m

εi/2γi/2(t, x)

}∣∣∣∣∣ ≤ C(N, j, ν)εN

である. ここで
(
∂

∂x

)ν

:=

(
∂

∂x1

)ν1

· · ·
(

∂

∂xm

)νm

とおいている. この主張は, Kεを微分したものの漸近

展開は漸近展開したものの微分であることを言っている.

Proof. (1)と (4)を証明する. (その他は [2], [3]参照)

(1)定義通り計算する(
∂

∂t
+ Dε

)
K(ε) = ε2/2Gε

(
∂

∂t
+D2

)
εm/2TεK =

(
ε2/2Tε ◦

(
∂

∂t
+D2

)
◦ T−1

ε

)
εm/2TεK

= ε(m+2)/2Tε

((
∂

∂t
+D2

)
K

)
= 0

(4)N > m/2をとる.

Kl,α(x) =

2(N−l)∑
k=0

K
(k)
l,α (x) +Rl,2(N−l),α = K

≦2(N−l)
l,α (x) +Rl,2(N−l),α

Kl(x) =

2(N−l)∑
k=0

K
(k)
l (x) +Rl,2(N−l) = K

≦2(N−l)
l (x) +Rl,2(N−l)

K
≦2(N−l)

l,[p] (x) =
∑
|α|=p

K
≦2(N−l)
l,α (x)eα1 ◦ · · · ◦ eα|α| , K

≦2(N−l)
l (x) =

m∑
p=0

K
≦2(N−l)

l,[p] (x)

∣∣∣∣∣K(t, x)[p] − qt(x)
N∑
l=0

tlK
≦2(N−l)

l,[p] (x)

∣∣∣∣∣ ≦ CtN−m/2

である. よって次が言える :∣∣∣∣∣K(ε)(t, x)[p] − qt(x)ε−p/2

N∑
l=0

(εt)lK
≦2(N−l)

l,[p] (ε1/2x)

∣∣∣∣∣ ≦ C(εt)N−m/2ε(m−p)/2 = CtN−m/2εN−p/2

そして 0 ≦ p ≦ mに対して j ≧ m− p ≧ 0を取って
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∣∣∣∣∣∣K(ε)(t, x)[p] − qt(x)ε−p/2
∑

0≦l≦(j+p)/2

(εt)lK
≦j+p−2l

l,[p] (ε1/2x)

∣∣∣∣∣∣ ≦ Ct(j+p−m)/2εj/2

を得る. そしてε1/2の orderで整理する.

ε−p/2
∑

0≦l≦(j+p)/2

(εt)lK
≦j+p−2l

l,[p] (ε1/2x) =
∑

−p≦2l−p≦j

ε(2l−p)/2tlK
≦j+p−2l

l,[p] (ε1/2x)

=
∑

−p≦i≦j

εi/2t(p+i)/2K
≦j−i

(p+i)/2,[p](ε
1/2x)

さらに次のようにおく :

∑
−p≦i≦j

εi/2γi/2(t, x)[p] :=
∑

−p≦i≦j

εi/2t(p+i)/2K
≦j−i

(p+i)/2,[p](ε
1/2x)

つまり

γi/2(t, x)[p] =
∑

−p≦k≦j

ε(k−i)/2t(p+k)/2K
(i−k)
(p+k)/2,[p](ε

1/2x)

=
∑

−p≦k≦j

ε(k−i)/2t(p+k)/2
∑

|ν|=i−k

(ε2/1x)ν
1

ν1! · · · νm!

(
∂

∂x

)ν

K(p+k)/2,[p](x)
∣∣∣
x=0

=
∑

−p≦k≦j

t(p+k)/2
∑

|ν|=i−k

xν
1

ν1! · · · νm!

(
∂

∂x

)ν

K(p+k)/2,[p](x)
∣∣
x=0

=
∑

−p≦k≦j

t(p+k)/2K
(i−k)
(p+k)/2,[p](x)

である. これより 0 ≦ t ≦ 1であるから∣∣∣∣∣∣K(ε)(t, x)[p] − qt(x)
∑

−p≦i≦j

εi/2γi/2(t, x)[p]

∣∣∣∣∣∣ ≦ Cεj/2

がわかる. よって一様収束性が言える. 微分したものの漸近展開についてもについてもこれよりわかる.
■

Corollary 2.3.3 次が成り立つ

Kl,[p](0) =

{
0 (l < (p−m)/2)

γl−p/2,[p](1, 0) (l ≧ (p−m)/2)

Proof.

K(ε)(1, 0) = εm/2(TεK)(1, 0) =

m∑
p=0

εm/2(TεK[p])(ε, 0) =

m∑
p=0

ε(m−p)/2K[p](1, 0)
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K(ε, 0) ∼ 1

(4πε)m/2

∞∑
l=0

εlKl(0) =
1

(4π)m/2

m∑
p=0

∞∑
l=0

εl−m/2Kl,[p](0) (Theorem1.5.1)

である. よって
K(ε)(1, 0) =

m∑
p=0

ε(m−p)/2K(ε, 0)[p] ∼
1

(4π)m/2

m∑
p=0

∞∑
l=0

εl−m/2Kl,[p](0)

である. また Theorem2.3.2より

K(ε)(1, 0) ∼
ε ↓ 0

1

(4π)m/2

∞∑
i=−m

εi/2γi/2(1, 0)

である. よって

Kl,[p](0) =

{
0 (l < (p−m)/2)

γl−p/2,[p](1, 0) (l ≧ (p−m)/2)

■

Theorem2.3.2及びCorollary 2.3.4よりK (t , 0)の t → 0の漸近展開の係数達Kl,αを調べることはK(ε)(1, 0)の
ε→ 0の係数達 γi/2,αを調べることに帰着されることが分かった. もう少しγi/2,αについて調べよう.

Lemma 2.3.4 R :=
∑
xj

∂

∂xj
とおく. 次が言える :(

∂

∂t
+ D0/2

)
qtϕt = qt

(
∂

∂t
+ t−1R+ D0/2

)
ϕt, (ϕt(x) ∈ C∞(R+ × (U, x),Cl(T ∗

P 0M))

Proof. D0/2 = −
∑
j

(
∂

∂xj
+

1

4

∑
i

xiRji(0)∧

)2

である. そこで∇j :=
∂

∂xj
+

1

4

∑
i

xiRji(0) ∧とおくと

∇j(qtϕt) =
∂qt
∂xj

+ qt∇jϕt, (∇j)
2(qtϕt) =

∂2qt
(∂xj)2

+ 2
∂qt
∂xj
∇jϕt + qt(∇j)

2ϕt

である. また

∂qt
∂xj

= −xj
2t
qt,

∂2qt
(∂xj)2

=

(
x2j
4t2
− 1

2t

)
qt,

∂qt
∂t

=

(
|x|2

4t2
− m

2t

)
qt

∑
j,i

xjxiRji(0) = −
∑
j,i

xjxiRij(0) = −
∑
i,j

xixjRji(0)より
∑
i,j

xjxiRji(0) = 0

であることに注意すると(
∂

∂t
+ D0/2

)
qtϕt =

 ∂

∂t
−
∑
j

(∇j)
2

 qtϕt =
∂

∂t
(qtϕt)−

∑
j

(∇j)
2(qtϕt)

=
∂qt
∂t
ϕt + qt

∂ϕt
∂t
−
∑
j

(
∂2qt
(∂xj)2

+ 2
∂qt
∂xj
∇jϕt + qt(∇j)

2ϕt

)
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=

(
|x|2

4t2
− m

2t

)
qtϕt + qt

∂ϕt
∂t
−
∑
j

((
x2j
4t2
− 1

2t

)
qtϕt −

xj
t
qt∇jϕt + qt(∇j)

2ϕt

)

= qt

 ∂

∂t
+ t−1

∑
j

xj∇j + D0/2

ϕt = qt

 ∂

∂t
+ t−1

∑
j

xj
∂

∂xj
+ D0/2

ϕt

= qt

(
∂

∂t
+ t−1R+ D0/2

)
ϕt

■

Remark 2.3.5 Rは radical vector fieldと呼ばれるベルトル場である.

Lemma 2.3.6 a0 ∈ Cl(T ∗
P0M )に対して, {Φl/2 ∈ C∞(R+ × (U , x ),Cl(T ∗

P0M ))}∞l=0が次を満たすとす
る : (

∂

∂t
+ D0/2

)
qt(x)

∞∑
l=0

tl/2Φl/2(x) = 0, Φ0/2(0) = a0

ただし qt(x)

∞∑
l=0

tl/2Φl/2(x) = 0は形式的無限和であり,
(
∂

∂t
+ D0/2

)
qt(x )

∞∑
l=0

t l/2Φl/2(x ) = 0も形式的に

計算する. すると, これを満たすものは一意である.

Proof. まずΦ0/2(x)が定数関数であることを示す. Lemma2.3.4より(
∂

∂t
+ D0/2

)
qt

∞∑
l=0

tl/2Φl/2 = qt

(
∂

∂t
+ t−1R+ D0/2

) ∞∑
l=0

tl/2Φl/2

= qt

{
t−1RΦ0/2 +

∞∑
l=1

t(l−2)/2

((
R+

l

2

)
Φl/2 + D0/2Φ(l−2)/2

)}

である. よって(
∂

∂t
+ D0/2

)
qt

∞∑
l=0

tl/2Φl/2(x) = 0 ⇐⇒

{
RΦ0/2 = 0(
R+ l

2

)
Φl/2 = −D0/2Φ(l−2)/2 (l ≧ 1)

である. ただしΦ−1/2 = 0と見做す. 特にΦ0/2(0) = a0ならばΦ0/2(x)は定数関数でありΦ0/2(x) = a0であ
る. 次に一意性を示そう. a0 = 0の場合を考えればよい.
a0 = 0のとき, Φ0/2(x)は定数関数であるからΦ0/2(x) = 0である. するとΦ2/2(x)は(

R+
2

2

)
Φ2/2 = 0

を満たす. そして任意に x0 ∈ U を取り,この微分方程式を直線 {ux0 |u ∈ R}上で考えると次のように書け
る : (

u
d

du
+

2

2

)
Φ2/2 = 0

そして直線上でΦ2/2(ux
0) = 1

uΦ2/2(x
0) と解ける. ここでΦ2/2(ux

0) は u = 0 でも smooth であること
から
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Φ2/2(ux
0) = 0 (u ∈ R)

である. x0は任意であるので故にΦ2/2 = 0が言えた. これより帰納的にΦ2k/2 = 0が言える. Φ(2k+1)/2につ
いても同様に考える. (R+ 1

2 )Φ1/2 = 0であるから, 直線 {ux0 |u ∈ R}上で考えると
(
u
d

du
+

2

2

)
Φ2/2 = 0

である. この微分方程式は直線 {ux0 |u ∈ R}上でΦ1/2(ux
0) = 1

u1/2Φ1/2(x
0)と解ける. Φ1/2(ux

0)は u =

0でも smoothであることからΦ1/2 = 0が言える. そして帰納的にΦ(2k+1)/2 = 0である.
■

Remark 2.3.7 Lemma2.3.6において, Φ(2k+1)/2は初期条件に無関係に消える. 故に t (2k+1)/2の項は消え
てしまう.

Lemma2.3.6より, Thoerem2.3.2で得られた γi/2に対し次が言える :

Proposition 2.3.8 {γi/2(t, x) ∈ C∞(R+ × (U , x ),Cl(T ∗
P0M ))}∞i=−mに対し, 各 γi/2は t に関して多項式

であり
(1) γi/2 = 0 (i/2 < 0)

(2){γi/2(t, x) ∈ C∞(R+ × (U , x ),Cl(T ∗
P0M ))}∞i=0は

(
∂

∂t
+ D0/2

)
qt(x)

∞∑
i=0

εi/2γi/2(t, x) = 0 (形式的)

γ0/2(0, 0) = 1, γi/2(0, 0) = 0 (i > 0)

を満たす.

Proof. Theorem2.3.2より
(
∂

∂t
+ D(ε)

)
qt(x)

∞∑
i=0

εi/2γi/2(t, x) = 0

γ0/2(0, 0) = 1, γi/2(0, 0) = 0 (i 6= 0)

である. そしてε1/2の orderで整理すると

0 =

(
∂

∂t
+ D(ε)

)
qt(x)

∞∑
i=−m

εi/2γi/2(t, x) =

(
∂

∂t
+ D0/2 +O(ε1/2)

)
qt(x)

∞∑
i=−m

εi/2γi/2(t, x)

= ε−m/2

(
∂

∂t
+ D0/2

)
(qtγ−m/2) +O(ε(−m+1)/2)

である. 特に
(
∂

∂t
+ D0/2

)
(qtγ−m/2) = 0である. γ−m/2(0, 0) = 0より Lemma2.3.6から

γ−m/2 = 0

が言える. するとγ−m/2+1/2は
(
∂

∂t
+ D0/2

)
(qtγ−m/2+1/2) = 0, γ−m/2+1/2(0, 0) = 0を満たすから同様

に Lemma2.3.6よりγ−m/2+1/2 = 0が言える. よって帰納的に (1)が示され, (2)も示された.
■
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そして Corollary 2.3.3と Proposition 2.3.8より次が言える :

Theorem 2.3.9

Kl,[p](0) =

{
0 (l < p/2)

γl−p/2,[p](1, 0) (l ≧ p/2)

よってγi/2,l(1, 0)達を調べればKl,α(0)達が明らかになることがわかった.

2.4 Mehler’s formula

Proposition 2.4.1 (Mehler’s formula) R上で考える. 関数 pt(x, y)で
S(R) 3 ϕ bounded7→ ϕt(x) =

∫ ∞

−∞
pt(x, y)ϕ(y)dy ∈ S(R)

(
∂

∂t
−
(
∂

∂x

)2

+ x2
)
ϕt(x) = 0, lim

t ↓ 0
ϕt(x) = ϕ(x)

を満たすものとして

pt(x, y) =
1

2π sinh 2t
exp
(
−1

2

{
(coth 2t)(x2 + y2)− 2(cosech 2t)xy

})
が取れる. そして (

∂

∂t
−
(
∂

∂x

)2

+
1

16

〈
x
∣∣∣r2∣∣∣x〉+ f

)
ϕt(x) = 0, (r, f ∈ R)

の解として

pt(x, y) =
1

(4πt)1/2

( tr/2

sinh(tr/2)

)2
exp
(
− 1

4t

〈
x
∣∣∣ tr
2
coth(

tr

2
)
∣∣∣x〉− tf)

が取れる.

Remark 2.4.2 ( ∂
∂t

+ D0/2

)
(qtγ0/2) = 0

m( ∂
∂t
−
∑
j

(
∂

∂xj

)2

+
1

16

〈
x
∣∣∣R2
∣∣∣x〉)(qtγ0/2) = 0

であるから, Mehler′s formulaと比較することで次が得られる :

Theorem 2.4.3 (Getzler[3])

qt(x)γ0/2(t, x) =
1

(4πt)m/2
det1/2

(
tR(P 0)/2

sinh(tR(P 0)/2)

)
exp

(
− 1

4t

〈
x
∣∣∣ tR(P 0)

2
coth(

tR(P 0)

2
)
∣∣∣x〉)
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Remark 2.4.4

tR(P 0)

2
coth(

tR(P 0)

2
)は analyticであり次のように展開できる :

tR(P 0)

2
coth(

tR(P 0)

2
) = 1 +

∞∑
k=1

t2kc2kR
2k

〈
x
∣∣∣ tR
2

coth(
tR

2
)
∣∣∣x〉 = |x|2 +

∞∑
k=1

t2kc2k

〈
x
∣∣∣R2k

∣∣∣x〉
特に Theorem3.1.5で与えられた γ0/2は t に関して polynomial であり

γ0/2(t, x) = det1/2
(

tR(P 0)/2

sinh(tR(P 0)/2)

)
exp

(
−1

4

∞∑
k=1

t2k−1c2k

〈
x
∣∣∣R2k

∣∣∣x〉)

である. これより

γ0/2(t,−x) = γ0/2(t, x)

が言える. よってγ0/2は xに関して遇関数である. 故に

γ0/2(t, x) =

∞∑
l=0

t2l/2γ0/2,2l/2(x) =

∞∑
l=0

∑
|α|=even

t2l/2xαγ0/2,2l/2,α

と展開できる. そして Theorem2.4.3より次を満たす

γ0/2(1, 0) =

∞∑
l=0

γ0/2,2l/2,0 = det1/2
(

R(P 0)/2

sinh(R(P 0)/2)

)
, γ0/2(0, 0) = γ0/2,0/2,0 = 1

である.

3 On the coefficients Kℓ,[p](P
0) for ℓ > p/2

第 1章, 第 2章で熱核の漸近展開K(t, 0)(t → 0)の係数を調べるにはK(ε)(1, 0)(ε → 0)漸近展開の係数
を調べればよいことを明示した. 具体的にはKl,α(0)達を調べるにはγi/2,α(1, 0)達を調べればよいのである
. この章では具体的にγi/2,α(1, 0) (i > 0)達の計算方法を提示する. メインアイデアは D(ε)を形式的に

D(ε) =

∞∑
i=0

εi/2Di/2

と展開し, 各 Di/2を計算することである.

3.1 Taylor expansion ofD(ε)

まず具体的にγi/2,α(1, 0)達の計算をするうえで重要な主張を述べる.
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Theorem 3.1.1 形式和Ψi/2(t, x) =

∞∑
l=0

tl/2Ψi/2,l/2(x) (Ψi/2,l/2(x) ∈ C∞((U , x ),Cl(T ∗
P0M )))の列

{Ψi/2(t , x )}∞i=0で

(⋆)



(
∂

∂t
+ D(ε)

)
qt(x)

∞∑
i=0

εi/2Ψi/2(t, x) = 0

Ψ0/2,0/0(0, 0) = 1, Ψi/2,0/0(0, 0) = 0 (i > 0)

を満たすものはuniqueに存在し, Theorem2.3.2で得られた列{γi/2(t , x ) ∈ C∞(R+×(U , x ),Cl(T ∗
P0M ))}∞i=0

のみである.

Proof. {γi/2(t , x ) ∈ C∞(R+ × (U , x )}∞i=0は条件 (⋆)をみたすので存在性は言えている.
一意性を示す. Theorem2.3.8の証明と同様にε1/2の orderで整えると

0 =

(
∂

∂t
+ D(ε)

)
qt(x)

∞∑
i=0

εi/2Ψi/2(t, x) =

(
∂

∂t
+

∞∑
k=0

εk/2Dk/2

)
qt(x)

∞∑
i=0

εi/2Ψi/2(t, x)

= ε0/2
(
∂

∂t
+ D0/2

)
(qtΨ0/2) +

∞∑
i=1

εi/2

{(
∂

∂t
+ D0/2

)
(qtΨi/2) +

i2<i∑
i1+i2=i

Di1(qtΨi2)

}

である. よって

(⋆) ⇐⇒



(
∂

∂t
+ D0/2

)
qt(x)

∞∑
l=0

tl/2Ψ0/2,l/2 = 0, Ψ0/2,0/2(0) = 1

(
∂

∂t
+ D0/2

)
(qtΨi/2) +

i2<i∑
i1+i2=i

Di1(qtΨi2) = 0, Ψi/2,0/2(0) = 0 (i > 0)

である. この同値な言い換えにより帰納的に一意性を示す.
i = 0のとき,

(
∂

∂t
+ D0/2

)
qt(x)

∞∑
l=0

tl/2Ψ0/2,l/2 = 0, Ψ0/2,0/2(0) = 1と Lemma2.3.6よりΨ0/2の一意

性は言える.
i < i0なる任意の iに対してΨi/2の一意性が言えたとする. Ψi0 ,Ψ

′
i0
が(

∂

∂t
+ D0/2

)
(qtΨi0/2) +

i2<i0∑
i1+i2=i0

Di1(qtΨi2) = 0, Ψi0/2,0/2 = 0

(
∂

∂t
+ D0/2

)
(qtΨ

′
i0/2

) +

i2<i0∑
i1+i2=i0

Di1(qtΨ
′
i2) = 0, Ψ′

i0/2,0/2
= 0

を満たしているとする. すると帰納法の仮定からΨi/2 = Ψ′
i/2 (i < i0)であるから(

∂

∂t
+ D0/2

)
(qt(Ψi0/2 −Ψ′

i0/2
)) = 0, (Ψi0/2,0/2 −Ψ′

i0/2,0/2
) = 0

を満たす. よって Lemma2.3.6よりΨi0/2 = Ψ′
i0/2
である. 以上より一意性が言えた.

■

Remark 3.1.2 条件 (⋆)を満たすΨi/2達は t に関して polynomialであり, t (2k+1)/2の項は必然的に消えて
しまう.
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一意性は保証されたので条件 (⋆)を満たすような {Ψi/2}∞i=0を構成できればよい. 特にΨi/2 (i > 0)のと
きは各 Dk/2 (k > 0)を具体的に表示する必要がある, なので次に着目した.

Proposition 3.1.3 (Atiyah-Bott-Patodi, Nagase) 　
ω(∇g) ∈ Γ(so(n)⊗ TU)を∇gの connection form, F (∇g)を∇gの curvatureとする. つまり

∇g
Xel =

∑
ω(∇g)(X)kl ek, F (∇g)(X,Y ) = [∇g

X ,∇
g
Y ]−∇

g
[X,Y ]

である. さらに

Rjilk := g(F (∇g)(∂/∂xl, ∂/∂xk)ei, ej)

とおく. すると, the synchronous settingの下で次の展開式を得る.

(1) ω(∇g)i1i2(∂/∂xj)(x) = −
∞∑
l=1

l

(l + 1)!

∑
xj1 · · ·xjl ·

∂l−1Ri1i2jj1

∂xj2 · · ·xjl
(0)

(2) e• = (∂/∂•) · V•(x), e• = (dx•) · V •(x) (ei =
∑
Vji(x)∂/∂xj , e

i =
∑
V ji(x)dxj)に対して　　

V ji(x) = δji −
∞∑
l=2

l − 1

(l + 1)!

∑
xj1 · · ·xjl ·

∂l−2Rjj1ij2

∂xj3 · · ·xjl
(0)

　　
Vji(x) = δji +

∞∑
l=2

l − 1

(l + 1)!

∑
xj1 · · ·xjl ·

∂l−2Rjj1ij2

∂xj3 · · ·xjl
(0)

　　
である.

証明は省略する. ここで次の記号
Rj1j2j3j4···jl :=

∂l−4Rj1j2j3j4

∂xj5 · · · ∂xjl

を導入する. Rj1j2j3j4···jl(0)は必要に応じて Rj1j2j3j4···jlと書くことにすると上の形式的展開式は次のよう
に表される :

ω(∇g)i1i2(∂/∂xj)(x) = −xj1
1

2
Ri1i2jj1 − xj1xj2

1

3
Ri1i2jj1j2 +O(x 3)

V ji(x) = δji − xj1xj2
1

6
Rjj1ij2 − xj1xj2xj3

1

12
Rjj1ij2j3 +O(x 4)

Vji(x) = δji + xj1xj2
1

6
Rjj1ij2 + xj1xj2xj3

1

12
Rjj1ij2j3 +O(x 4)

ωj
i (∇g)と Vji(x)の形式的展開式を使うと D(ε) =

∞∑
i=0

εi/2Di/2を具体的にどこまでも書き下すことができる

. この展開式を使うと高次でも Dεが具体的に書けることに着目したことが本研究の独創的な点の 1つであ
る. 具体的に D0/2,D1/2, D2/2を Theorem2.2.1を参考に以下書き下す.
まず,

ej(x) = Vij(x) · ∂/∂xi = ∂/∂xj +
1

6
xj1xj2Rij1jj2∂/∂xi +

1

12
xj1xj2xj3Rij1jj2j3∂/∂xi +O(x 4)

ω(∇g)kl (ej)(x) = ω(∇g)kl (Vij · ∂/∂xi)(x) = Vij(x) · ω(∇g)kl (∂/∂xi)(x)

=
−1
2
xj′1Rkljj′1

+
−1
3
xj′1xj′2Rkljj′1j

′
2
+
−1
12
xj′1xj1xj2Rklij′1

Rij1jj2 +O(x4)
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である. よって

ω(∇g)kl (ej)(ε
1/2x) = ε1/2

−1
2
xj′1Rkljj′1

+ε2/2
−1
3
xj′1xj′2Rkljj′1j

′
2
+ε3/2

−1
12
xj′1xj1xj2Rklij′1

Rij1jj2+O(ε4/2)

e
(ε)
j (x) = ej(ε

1/2x) = Vij(ε
1/2x) · ∂/∂xi

= ∂/∂xj + ε2/2
1

6
xj1xj2Rij1jj2∂/∂xi + ε3/2

1

12
xj1xj2xj3Rij1jj2j3∂/∂xi +O(ε4/2)

である. これより

∇(ε)

e
(ε)
j (x)

= e
(ε)
j (x) +

ε−1/2

4
ω(∇g)(ej)

k
l (ε

1/2x) ·
(
dxl ∧ dxk ∧ −ε2/2(dxl ∧ dxk ∨+dxl ∨ dxk∧) + ε4/2dxl ∨ dxk∨

)
= ε0/2

{
∂/∂xj +

−1
8
xj′1Rkljj′1

dxl ∧ dxk∧
}
+ ε1/2

{−1
12
xj′1xj′2Rkljj′1j

′
2
dxl ∧ dxk∧

}
+ ε2/2

{1
6
xj1xj2Rij1jj2∂/∂xi +

1

8
xj′1Rkljj′1

(dxl ∧ dxk ∨+dxl ∨ dxk∧)

+
−1
48
xj′1xj1xj2Rklij′1

Rij1jj2dxl ∧ dxk∧
}
+O(ε3/2)

∇(ε)

e
(ε)
j (x)

∇(ε)

e
(ε)
j (x)

=
{
e
(ε)
j (x) +

ε−1/2

4
ω(∇g)(ej)

k
l (ε

1/2x) ·
(
dxl ∧ dxk ∧ −ε2/2(dxl ∧ dxk ∨+dxl ∨ dxk∧) + ε4/2dxl ∨ dxk∨

)}
◦{

e
(ε)
j (x) +

ε−1/2

4
ω(∇g)(ej)

k′

l′ (ε
1/2x) ·

(
dxl′ ∧ dxk′ ∧ −ε2/2(dxl′ ∧ dxk′ ∨+dxl′ ∨ dxk′∧) + ε4/2dxl′ ∨ dxk′∨

)}
=

{
ε0/2

{
∂/∂xj +

−1
8
xj′1Rkljj′1

dxl ∧ dxk∧
}
+ ε1/2

{−1
12
xj′1xj′2Rkljj′1j

′
2
dxl ∧ dxk∧

}
+ ε2/2

{1
6
xj1xj2Rij1jj2∂/∂xi +

1

8
xj′1Rkljj′1

(dxl ∧ dxk ∨+dxl ∨ dxk∧)

+
−1
48
xj′1xj1xj2Rklij′1

Rij1jj2dxl ∧ dxk∧
}
+O(ε3/2)

}
◦{

ε0/2
{
∂/∂xj +

−1
8
xj′′′1

Rk′l′jj′′′1
dxl′ ∧ dxk′∧

}
+ ε1/2

{−1
12
xj′′′1

xj′′′2
Rk′l′jj′′′1 j′′′2

dxl′ ∧ dxk′∧
}

+ ε2/2
{1
6
xj′′1 xj′′2 Ri′j′′1 jj′′2

∂/∂xi′ +
1

8
xj′′′1

Rk′l′jj′′′1
(dxl′ ∧ dxk′ ∨+dxl′ ∨ dxk′∧)

+
−1
48
xj′′′1

xj′′1 xj′′2 Rk′l′i′j′′′1
Ri′j′′1 jj′′2

dxl′ ∧ dxk′∧
}
+O(ε3/2)

}

= ε0/2
(
∂/∂xj +

−1
8
xj′1Rkljj′1

dxl ∧ dxk∧
)2

+ ε1/2
{(
∂/∂xj +

−1
8
xj′1Rkljj′1

dxl ∧ dxk∧
)
◦
(−1
12
xj′′′1

xj′′′2
Rk′l′jj′′′1 j′′′2

dxl′ ∧ dxk′∧
)

+
(−1
12
xj′1xj′2Rkljj′1j

′
2
dxl ∧ dxk∧

)
◦
(
∂/∂xj +

−1
8
xj′′′1

Rk′l′jj′′′1
dxl′ ∧ dxk′∧

)}
+ ε2/2

{(1
6
xj1xj2Rij1jj2∂/∂xi +

1

8
xj′1Rkljj′1

(dxl ∧ dxk ∨+dxl ∨ dxk∧)

+
−1
48
xj′1xj1xj2Rklij′1

Rij1jj2dxl ∧ dxk∧
)
◦
(
∂/∂xj +

−1
8
xj′′′1

Rk′l′jj′′′1
dxl′ ∧ dxk′∧

)
+
(−1
12
xj′1xj′2Rkljj′1j

′
2
dxl ∧ dxk∧

)
◦
(−1
12
xj′′′1

xj′′′2
Rk′l′jj′′′1 j′′′2

dxl′ ∧ dxk′∧
)

+
(
∂/∂xj +

−1
8
xj′1Rkljj′1

dxl ∧ dxk∧
)
◦
(1
6
xj′′1 xj′′2 Ri′j′′1 jj′′2

∂/∂xi′ +
1

8
xj′′′1

Rk′l′jj′′′1
(dxl′ ∧ dxk′ ∨+dxl′ ∨ dxk′∧)

+
−1
48
xj′′′1

xj′′1 xj′′2 Rk′l′i′j′′′1
Ri′j′′1 jj′′2

dxl′ ∧ dxk′∧
)}

+O(ε3/2)
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= ε0/2
(
∂/∂xj +

−1
8
xj′1Rkljj′1

dxl ∧ dxk∧
)2

+ ε1/2
(−1

6
xj′1xj′2Rkljj′1j

′
2
dxl ∧ dxk ∧ ∂/∂xj +

−1
12
xj′1Rkljj′1j

dxl ∧ dxk∧

+
1

48
xj′1xj′2xj′′′1

Rkljj′1j
′
2
Rk′l′jj′′′1

dxl ∧ dxk ∧ dxl′ ∧ dxk′∧
)

+ ε2/2
(1
6
xj2Rijjj2 ∂/∂xi +

1

6
xj1xj2Rij1jj2(∂/∂xi∂/∂xj + ∂/∂xj∂/∂xi)

+
1

4
xj′1Rkljj′1

(dxl ∧ dxk ∨+dxl ∨ dxk∧) ∂/∂xj +
−1
48
xj′1xj2Rklij′1

Rijjj2dxl ∧ dxk∧

+
−1
24
xj′1xj1xj2Rklij′1

Rij1jj2dxl ∧ dxk ∧ ∂/∂xj +
1

16
xj′1xj′′′1

Rkljj′1
Rkl′jj′′′1

dxl ∧ dxl′∧

+
−1
24
xj1xj2xj′′′1

Rkljj′′′1
Rij1jj2dxl ∧ dxk ∧ ∂/∂xi

+
−1
16
xj′1xj′′′1

Rkljj′1
Rk′l′jj′′′1

dxl ∧ dxk ∧ dxl′ ∧ dxk′∨

+
1

192
xj′1xj1xj2xj′′′1

Rklij′1
Rij1jj2Rk′l′jj′′′1

dxl ∧ dxk ∧ dxl′ ∧ dxk′∧

+
1

144
xj′1xj′2xj′′′1

xj′′′2
Rkljj′1j

′
2
Rk′l′jj′′′1 j′′′2

dxl ∧ dxk ∧ dxl′ ∧ dxk′∧
)
+O(ε3/2)

∇(g,ε)

e
(ε)
j (x)

e
(ε)
j = ε1/2ω(∇g)ij(ej)(ε

1/2x) · e(ε)i (x)

=
{
ε2/2
−1
2
xj′1Rijjj′1

+ ε3/2
−1
3
xj′1xj′2Rijjj′1j

′
2
+O(ε4/2)

}
·{

∂/∂xi + ε2/2xj1xj2
1

6
Rij1i1j2∂/∂xi1 + ε3/2xj1xj2xj3

1

8
Ri1j1ij2j3∂/∂xi1 +O(ε4/2)

}
= ε2/2

−1
2
xj′1Rijjj′1

∂/∂xi + ε3/2
−1
3
xj′1xj′2Rijjj′1j

′
2
∂/∂xi +O(ε4/2)

∇(ε)

∇(g,ε)

e
(ε)
j

(x)
e
(ε)
j

= ∇(g,ε)

e
(ε)
j (x)

e
(ε)
j +

ε−1/2

4
ω(∇g)(∇(g,ε)

e
(ε)
j (x)

e
(ε)
j )kl (ε

1/2x) · dxl ◦ε dxk◦ε

= ε2/2
−1
2
xj′1Rijjj′1

∂/∂xi + ε3/2
−1
3
xj′1xj′2Rijjj′1j

′
2
∂/∂xi +O(ε4/2)

+
1

4
ω(∇g)(ej)

i
j(ε

1/2x)ω(∇g)(ei)
k
l (ε

1/2x)
(
dxl ∧ dxk ∧ −ε2/2(dxl ∧ dxk ∨+dxl ∨ dxk∧) + ε4/2dxl ∨ dxk∨

)
= ε2/2

{−1
2
xj′1Rijjj′1

∂/∂xi +
1

16
xj′1xj′′′1

Rijjj′1
Rklij′′′1

dxl ∧ dxk∧
}
+O(ε3/2)

である. また

ε2/2

4
sM (ε1/2x) = ε2/2

1

4
sM (0) +O(ε3/2) = ε2/2

1

4
Rijij +O(ε3/2)

に注意すると, j についても和をとることにより

Dε = −
∑
j

(
∇(ε)

e
(ε)
j (x)

∇(ε)

e
(ε)
j (x)

−∇(ε)

∇(g,ε)

e
(ε)
j

(x)
e
(ε)
j

)
+
ε2/2

4
sM (ε1/2x)

= ε0/2
{
−
(
∂/∂xj +

−1
8
xj′1Rkljj′1

dxl ∧ dxk∧
)2}

+ ε1/2
{1
6
xj′1xj′2Rkljj′1j

′
2
dxl ∧ dxk ∧ ∂/∂xj +

1

12
xj′1Rkljj′1j

dxl ∧ dxk∧

+
−1
48
xj′1xj′2xj′′′1

Rkljj′1j
′
2
Rk′l′jj′′′1

dxl ∧ dxk ∧ dxl′ ∧ dxk′∧
}
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+ ε2/2
{−1

3
xj1xj2Rij1jj2∂/∂xi∂/∂xj +

−2
3
xj2Rijjj2 ∂/∂xi

+
−1
4
xj′1Rkljj′1

(dxl ∧ dxk ∨+ dxl ∨ dxk∧) ∂/∂xj +
1

12
xj′1xj1xj2Rklij′1

Rij1jj2dxl ∧ dxk ∧ ∂/∂xj

+
1

12
xj′1xj2Rklij′1

Rijjj2dxl ∧ dxk ∧+
−1
16
xj′1xj′′′1

Rkljj′1
Rkl′jj′′′1

dxl ∧ dxl′∧

+
1

16
xj′1xj′′′1

Rkljj′1
Rk′l′jj′′′1

dxl ∧ dxk ∧ dxl′ ∧ dxk′∨

+
−1
192

xj′1xj1xj2xj′′′1
Rklij′1

Rij1jj2Rk′l′jj′′′1
dxl ∧ dxk ∧ dxl′ ∧ dxk′∧

+
−1
144

xj′1xj′2xj′′′1
xj′′′2

Rkljj′1j
′
2
Rk′l′jj′′′1 j′′′2

dxl ∧ dxk ∧ dxl′ ∧ dxk′ ∧+
1

4
Rijij

}
+O(ε3/2)

である. 以上より

D0/2 = −
∑
j

(
∂

∂xj
+

1

4

∑
i

xiRji∧
)2

= −
∑
j

(
∂

∂xj

)2

+
1

16

〈
x
∣∣∣R2
∣∣∣x〉

ここでRji :=
1

2

∑
l,k

Rjilkdxl ∧ dxkとおいている. (Theorem1.5.2と同様)

D1/2 =
1

6
xj1xj2Rkljj1j2dxl ∧ dxk ∧

∂

∂xj
+

1

12
xj1Rkljj1jdxl ∧ dxk∧

+
−1
48
xj1xj2xj3Rk1l1jj1j2Rk2l2jj3dxl1 ∧ dxk1 ∧ dxl2 ∧ dxk2∧

D2/2 =
−1
3
xj1xj2Rij1jj2

∂2

∂xi∂xj
+
−2
3
xj1Rijjj1

∂

∂xi

+
−1
4
xj1Rkljj1(dxl ∧ dxk ∨+ dxl ∨ dxk∧)

∂

∂xj
+

1

12
xj1xj2xj3Rklij1Rij2jj3dxl ∧ dxk ∧

∂

∂xj

+
1

12
xj1xj2Rklij1Rijjj2dxl ∧ dxk ∧+

−1
16
xj1xj2Rkl1jj1Rkl2jj2dxl1 ∧ dxl2∧

+
1

16
xj1xj2Rk1l1jj1Rk2l1jj2dxl1 ∧ dxk1

∧ dxl2 ∧ dxk2
∨

+
−1
192

xj1xj2xj3xj4Rk1l1ij1Rij2jj3Rk2l2jj4dxl1 ∧ dxk1
∧ dxl2 ∧ dxk2

∧

+
−1
144

xj1xj2xj3xj4Rk1l1jj1j2Rk2l2jj3j4dxl1 ∧ dxk1 ∧ dxl2 ∧ dxk2 ∧+
1

4
Rijij

である. i ≧ 1については有限和表示

Di/2 =

|B|≦2∑
|C|≧|B|

Di/2(C,B)xC(∂/∂x)B

がある. ただし, Di/2(C,B)は作用素 dx∧, dx ∨ 達の多項式 (係数は P0に依存する定数)である.
また, 偶数奇数に分けて考えると次の有限和表示がある.

D2i/2 =
{ ∑
|C|=even

xC · f2i/2,C,i1,i2(R(P
0))∂/∂xi1∂/∂xi2 +

∑
|C|=odd

xC · f2i/2,C,i1(R(P
0))∂/∂xi1

+
∑

|C|=even

xC · f2i/2,C(R(P 0))
}

D(2i+1)/2 =
{ ∑
|C|=odd

xC · f(2i+1)/2,C,i1,i2(R(P
0))∂/∂xi1∂/∂xi2 +

∑
|C|=even

xC · f(2i+1)/2,C,i1(R(P
0))∂/∂xi1

+
∑

|C|=odd

xC · f(2i+1)/2,C(R(P
0))
}

ここで fi/2,C,i1,i2(R(P
0))は同様に作用素 dx∧, dx ∨ 達の多項式 (係数は P0に依存する定数)である.
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3.2 MainTheorem

さて, i ≧ 1に対して具体的にΨi/2 = γi/2はどのように計算したら求まるかを考える. 一意性は言えている
ので条件 (⋆)を満たすようなΨi/2を構成したい. そのためにまずΨi/2を Em = Rmwith standardmetric gE

にまで原点を含むコンパクト集合上以外では 0になるよう拡張させる. さらに (q•γ0/2)(t , x , y) := qt(x −
y)γ0/2(t , x − y)とおき, convolutionを考える.

Definiton 3.2.1

ki(t , x , y) ∈ C∞(R×Em×Em ,Cl(T ∗
P0M ))), ki(t , x , y) := qt(x − y)ki(t , x , y) (i = 1, 2)に対し

(k1#k2)(t, x, y) :=

∫ t

0

ds

∫
Em

dVgE (x′) k1(t− s, x, x′)k2(s, x′, y)

と定義する.

すると次が言える

Lemma 3.2.2 k(t , x , y) ∈ C∞(R×Em×Em ,Cl(T ∗
P0M ))), k(t , x , y) = qt(x − y)k(t , x , y)に対し( ∂

∂t
+ D0/2,x

)
(qtγ0/2#k)(t, x, y) = k(t, x, y)

である.

Proof. 定義通り計算する.( ∂
∂t

+ D0/2,x

)
(qtγ0/2#k)(t, x, y)

=
( ∂
∂t

+ D0/2,x

)∫ t

0

ds

∫
Em

dVgE (x′) qt−s(x− x′)γ0/2(t− s, x, x′)k(s, x′, y)

= lim
s→t

∫
Em

dVgE (x′) qt−s(x− x′)γ0/2(t− s, x, x′)k(s, x′, y)

+

∫ t

0

ds

∫
Em

dVgE (x′)
( ∂
∂t

+ D0/2,x

)
qt−s(x− x′)γ0/2(t− s, x, x′)k(s, x′, y)

= lim
s→t

∫
Em

dVgE (x′) qt−s(x− x′)γ0/2(t− s, x, x′)k(s, x′, y)

= γ0/2(0, 0)k(t, x, y) = k(t, x, y)

である. よって言えた.

■

そこで qtΨi/2を (⋆)の言い換えに注意して次のように定義する

(†)



qt(x− y)Ψ0/2(t, x, y) := qt(x− y)γ0/2(t, x− y)

qt(x− y)Ψi/2(t, x, y) := −
(
qtΨ0/2#

i2<i∑
i1+i2=i

Di1/2(qtΨi2)
)
(t, x, y)

=

i1,··· ,ik>0∑
∑

il=i

(−1)k
(
qtγ0/2#Di1/2(qtγ0/2)# · · ·#Dik/2(qtγ0/2)

)
(t, x, y) (i > 0)

するとこのように定義されたΨi/2(t, x, 0)達は条件 (⋆)を満たす. しかし値を取るかは調べなければならな
い. つまり convolutionの well-defined性をチェックしなければならない. そのために補題を用意する.
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Lemma 3.2.3 任意のmulti indexCに対して, 有限和表示

xCqt =

|B|≦l∑
1≦l≦|C|

tl
(
∂/∂x

)B
(qt) · fC,l,B

がある. ここで fC,l,Bは定数である.

Proof. 帰納法で示す. |C| = 0のときは明らかに成り立つ. 次に |C| ≧ 1とし, 任意のmulti index C′ with|C′| ≦
|C|に対して有限和表示

xC
′
qt =

|B|≦l∑
1≦l≦|C′|

tl
(
∂/∂x

)B
(qt) · fC′,l,B

が得られたとする. xCqt =
|B|≦l∑

1≦l≦|C|

tl
(
∂/∂x

)B
(qt) · fC,l,Bの両辺に∂/∂xkを作用させることにより, 帰納法の

仮定から

(左辺) = (∂/∂xk)(x
Cqt) =

|C|∑
i=1

δji,kxj1 · · · x̂ji · · ·xj|C|qt + xC(∂/∂xk)(qt)

=

|C|∑
i=1

δji,k

|B|≦l∑
1≦l≦|C|−1

tl
(
∂/∂x

)B
(qt) · fC′,l,B −

1

2t
xCxkqt

(右辺) = (∂/∂xk)

( |B|≦l∑
1≦l≦C

tl
(
∂/∂x

)B
(qt) · fC,l,B

)
=

|B|≦l∑
1≦l≦|C|

tl(∂/∂xk)
(
∂/∂x

)B
(qt) · fC,l,B

を得る. よって xCxkqtについて解けば題意を得る.
■

Remark 3.2.4

(1)具体的には次のように書ける.

xjqt = t
∂qt
∂xj
· (−2)

xj1xj2qt = tqt · 2δj1j2 + t2
∂2qt

∂xj1∂xj2
· 4

xj1xj2xj3qt = t2
( ∂qt
∂xj1

· (−4δj2j3) +
∂qt
∂xj2

· (−4δj3j1) +
∂qt
∂xj3

· (−4δj1j2)
)
+ t3

∂3qt
∂xj1∂xj2∂xj3

· (−8)

xj1xj2xj3xj4qt = t2qt ·
(
4δj1j4δj2j3 + 4δj1j2δj3j4 + 4δj1j3δj4j2

)
+ t3

( ∂2qt
∂xj1xj4

· 8δj2j3 +
∂2qt

∂xj1xj2
· 8δj3j4 +

∂2qt
∂xj1xj3

· 8δj4j2 +
∂2qt

∂xj2∂xj3
· 8δj1j4 +

∂2qt
∂xj3∂xj4

· 8δj1j2

+
∂2qt

∂xj4∂xj2
· 8δj1j3

)
+ t4

∂4qt
∂xj1∂xj2∂xj3∂xj4

· 16

(2)帰納的に次が言える

|C|が奇数⇒ xCqt(x)には奇数階の微分項のみが現れる.
|C|が偶数⇒ xCqt(x)には偶数階の微分項のみが現れる.
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(3)Di/2の有限和表示, γ0/2(t, x) =
∞∑
l=0

t2l/2xαγ0/2,2l/2,α及び Lemma3.1.9により qtγ0/2と Di/2(qtγ0/2)は

|B|≦l∑
0≦l

tl(∂/∂x)B(qt(x)) · f(R(P 0))

という形で表せる. ここで f(R(P 0))は R(P 0), dx(P 0)∧, dx(P 0) ∨による多項式である.

これより convolutionの well-defined性が言える.

Proposition 3.2.5 任意のmulti index I = (i1, · · · , i|I|)with i1, · · · , i|I| > 0に対して, 有限和表示

(
(q•γ0/2)#(Di1/2(q•γ0/2))# · · ·#(Di|I|/2(q•γ0/2))

)
(t, x, 0) =

|B|≦l∑
1≦l

tl(∂/∂x)B(qt(x)) · fI,l,B(R(P 0))

がある. ここで fI,l,C(R(P
0))は R(P 0), dx(P 0)∧, dx(P 0) ∨による多項式である.

Proof. 帰納法で示す. |I| = 1のとき, Remark 3.1.10より

qt(x)γ0/2(t, x, 0) =

|B0|≦l0∑
0≦l0

tl0(∂/∂x)B0(qt(x)) · f0(R(P 0))

Di/2(qtγ0/2))(t, x, 0) =

|B1|≦l1∑
0≦l1

tl1(∂/∂x)B1(qt(x)) · f1(R(P 0))

とする. すると

((qtγ0/2)#Di/2(qtγ0/2))(t, x, 0)

=
∑∫ t

0

ds

∫
Em

dVgE (x′) (t− s)l0(∂/∂x)B0(q(t−s)(x− x′))sl1(∂/∂x′)B1(qs(x
′)) · f0(R(P 0)) ∧ f1(R(P 0))

=
∑

tl
∫ t

0

ds sl1+l0−l

∫
Em

dVgE (x′) (∂/∂x′)B(q(t−s)(x− x′))qs(x′) · f2(R(P 0))

=
∑

tl
∫ t

0

ds sl1+l0−l

∫
Em

dVgE (x′) (−∂/∂x)B(q(t−s)(x− x′))qs(x′) · f2(R(P 0))

=
∑

tl
∫ t

0

ds sl1+l0−l(−∂/∂x)B
∫
Em

dVgE (x′)q(t−s)(x− x′)qs(x′) · f2(R(P 0))

=
∑

tl
∫ t

0

ds sl1+l0−l(∂/∂x)B
∫
Em

dVgE (x′)q(t−s)(x− x′)qs(x′) · f3(R(P 0))

=
∑

tl
(∫ t

0

ds sl1+l0−l
)
(∂/∂x)B(qt(x)) · f3(R(P 0))

である. そして l0 ≧ lより l1+l0−l ≧ 0であるから, sに関して積分ができる. つまり convolutionはwell-defined

である. 故に

((qtγ0/2)#Di/2(qtγ0/2))(t, x, 0) =
∑

tl0+l1+1(∂/∂x)B(qt(x)) ·
1

l1 + l0 − l + 1
f3(R(P

0))

である. さらに |B0| ≦ l0, |B1| ≦ l1より |B| ≦ l0 + l1である. よって |I| = 1のときは言えた.
次に |I| ≧ 2とし, 有限和表示
(
(q•γ0/2)#(Di1/2(q•γ0/2))# · · ·#(Di|I|/2(q•γ0/2))

)
(t, x, 0) =

|B|≦l∑
1≦l

tl(∂/∂x)B(qt(x)) · fI,l,B(R(P 0))
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があると仮定する. すると, Di/2(qtγ0/2)(t, x, 0) =

|B|≦l∑
0≦l

tl(∂/∂x)B(qt(x)) · fi,l,B(R(P 0)) (i > 0)に対して, 同

様の議論により

(
(q•γ0/2)#(Di1/2(q•γ0/2))# · · ·#(Di|I|/2(q•γ0/2))#(Di/2(q•γ0/2))

)
(t, x, 0)

=

((
(q•γ0/2)#(Di1/2(q•γ0/2))# · · ·#(Di|I|/2(q•γ0/2))

)
#
(
Di/2(q•γ0/2)

))
(t, x, 0)

=

∫ t

0

ds

∫
Em

dVgE (x′)
(
(q•γ0/2)#(Di1/2(q•γ0/2))# · · ·#(Di|I|/2(q•γ0/2))

))
(t− s, x− x′)

(
Di/2(q•γ0/2)

)
(s, x′)

=
∑∫ t

0

ds

∫
Em

dVgE (x′)(t− s)l1(∂/∂x)B1(q(t−s)(x− x′)) · fI,l,B1
(R(P 0))sl2(∂/∂x′)B2(qs(x

′)) · fi,l,B2
(R(P 0))

=
∑

tl
∫ t

0

ds sl1+l2−l

∫
Em

dVgE (x′)(∂/∂x′)B(q(t−s)(x− x′))qs(x′) · f1(R(P 0))

=
∑

tl
∫ t

0

ds sl1+l2−l(∂/∂x)B
∫
Em

dVgE (x′)q(t−s)(x− x′)qs(x′) · f2(R(P 0))

=
∑

tl
(∫ t

0

ds sl1+l2−l
)
(∂/∂x)B(qt(x)) · f2(R(P 0))

=
∑

tl1+l2+1(∂/∂x)B(qt(x)) ·
1

l1 + l2 − l + 1
f2(R(P

0)) (|B| ≦ l1 + l2)

である. 以上より言えた.

■

Remark 3.2.6 Proposition 3.1.11より(
(q•γ0/2)#(Di1/2(q•γ0/2))# · · ·#(Di|I|/2(q•γ0/2))

)
(t, x, 0) =

∑
tl1+l2+1(∂/∂x)B(qt(x)) ·

1

l1 + l2 − l + 1
f2(R(P

0))

である. (∂/∂x)B(qt(x))からは tに関して最小で t−|B|の負冪が出てくるが, |B0| ≦ l0, |B1| ≦ l1より |B| ≦
l0 + l1である. よって(

(q•γ0/2)#(Di1/2(q•γ0/2))# · · ·#(Di|I|/2(q•γ0/2))
)
(t, x, 0) = qt(x)

∑
1≦l

tlxC · fI,l,C(R(P 0))

と表せる. つまり, (†)で定義されたΨi/2(t, x, 0)達は well-definedであり, i > 0ならばΨi/2(t , x , 0)は t に
関して正の orderのみが現れる多項式である.

Ψi/2(t, x, 0)達の well-defined性が言えたので次の計算は意味を持つ.

Proposition 3.2.7 (†)で定義されたΨi/2(t, x, 0)達は (⋆)を満たす.

Proof.
( ∂
∂t

+ D0/2,x

)
qtΨ0/2(t, x, 0) = 0, Ψ0/2(0, 0, 0) = Ψ0/2(0, 0) = 0は成り立つ. i > 0に対しては

Lemma3.1.8より (
∂

∂t
+ D0/2,x

)
(qtΨi/2)(t, x, 0) +

i2<i∑
i1+i2=i

Di1(qtΨi2)(t, x, 0)

= −
i2<i∑

i1+i2=i

Di1(qtΨi2)(t, x, 0) +

i2<i∑
i1+i2=i

Di1(qtΨi2)(t, x, 0) = 0
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である. さらにΨi/2には tの正の冪のみ現れる. よって tに関して 0次の係数についてはΨi/2,0/2(0) = 0で
ある. よって言えた.

■

以上をまとめる.

Theorem 3.2.8 Theorem2.3.2で得られたγi/2は次で与えられる

qt(x)γ0/2(t, x) =
1

(4πt)m/2
det1/2

(
tR(P 0)/2

sinh(tR(P 0)/2)

)
exp

(
− 1

4t

〈
x
∣∣∣ tR(P 0)

2
coth(

tR(P 0)

2
)
∣∣∣x〉)

qt(x)γi/2(t, x) = −
(
(q•γ0/2)#

i2<i∑
i1+i2=i

Di1/2(q•γi2/2)
)
(t, x, 0)

=

i1,··· ,ik>0∑
∑

il=i

(−1)k
(
(q•γ0/2)#(Di1/2(q•γ0/2))# · · ·#(Dik/2(q•γ0/2))

)
(t, x, 0) (i > 0)

以上より, Main theorem を述べる.

Theorem 3.2.9 (MainTheorem, [9]) l > p/2のとき, 次が成り立つ.

Kℓ,[p](P
0) = (4π)m/2

i1,...,ik>0∑
∑

ij=2ℓ−p

(−1)k

×
(
q•γ0/2#Di1/2(q•γ0/2)# · · ·#Dik/2(q•γ0/2)

)
[p]
(1, 0, 0),

Kℓ,[p](P
0)はこの公式により, 初等的な微積分の知識のみを用いてどこまでも計算することができる.

Proof.

Kℓ,[p](P
0) = γℓ−p/2,[p](1, 0) = −

1

q1(0)

(
(q•γ0/2)#

i2<2ℓ−p∑
i1+i2=2ℓ−p

Di1/2(q•γi2/2)
)
[p]
(1, 0, 0),

= (4π)m/2

i1,··· ,ik>0∑
∑

ij=2ℓ−p

(−1)k
(
(q•γ0/2)#(Di1/2(q•γ0/2))# · · ·#(Dik/2(q•γ0/2))

)
[p]
(1, 0, 0).

■

4 Some computations

4.1 K0(P
0), K1(P

0), K2(P
0)

Main Theoremを使った熱核の漸近展開係数の計算を紹介する.

Corollary 4.1.1 ([9])

K0(P
0) = 1, (3)

K1(P
0) = −

∑
Rjiji

12
= −sM (P 0)

12
, (4)

K2(P
0) = det1/2

( R/2

sinh(R/2)

)
[4]
− 5

∑
Rjijikk

24
−
∑
Rjijkik

3
(5)

+

(∑
Rjiji

)2
432

+

∑
RjkikRjk′ik′

12
+

2
∑
Rjkik′

(
Rjkik′ +Rjk′ik)

27
.
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Proof. (3)K0(P
0) = K0,[0](P

0) = γ0/2,[0](1, 0) = det1/2
(

R/2

sinh (R/2)

)
[0]

= 1である,

(4)K1,[2](P
0) = γ0/2,[2](1, 0) = det1/2

(
R/2

sinh (R/2)

)
[2]

= 0に注意すると,

K1(P
0) = K1,[0](P

0) +K1,[1](P
0),

である. そして, Theorem 3.2.9より,

K1,[0](P
0) = −(4π)m/2

(
q•γ0/2#D2/2(q•γ0/2)

)
[0]
(1, 0, 0) + (4π)m/2

(
q•γ0/2#D1/2(q•γ0/2)#D1/2(q•γ0/2)

)
[0]
(1, 0, 0)

K1,[1](P
0) = −(4π)m/2

(
q•γ0/2#D1/2(q•γ0/2)

)
[1]
(1, 0, 0)

である. また, §§3.1より次が言える.

D1/2 = −
∑[∑

xj1xj2
Rjj1ℓkj2

12
dxℓ ∧ dxk∧,

∂

∂xj
+
∑

xj′1
Rjj′1ℓ

′k′

8
dxℓ′ ∧ dxk′∧

]
+
,

D2/2 = −
∑[∑

xj1xj2
Rjj1ℓkj2

12
dxℓ ∧ dxk∧,

∑
xj′1xj′2

Rjj′1ℓ
′k′j′2

12
dxℓ′ ∧ dxk′∧

]
+

−
∑
j

[∑
xj1xj2

Rjj1ij2

6

∂

∂xi
+
∑

xj1
−Rjj1ℓk

4
dxℓ ∧ dxk ∨

+
∑

xj1xj2xj3

(Rjj1ℓkj2j3

32
+
∑ Rjj1ij2Rij3ℓk

48

+
∑ Rjj1ℓiRij2kj3

48

)
dxℓ ∧ dxk∧,

∂

∂xj
+
∑

xj′1
Rjj′1ℓ

′k′

8
dxℓ′ ∧ dxk′∧

]
+

+
∑

xj′1
Rjij′1i

2

( ∂

∂xj
+
∑

xj1
Rjj1ℓk

8
dxℓ ∧ dxk ∧

)
+
∑ Rjiji

4
,

ここで, [P,Q]+ = P ·Q+Q · P とおいている. すると, D1/2 に現れる微分形式の degree に注意すると

(4π)m/2
(
q•γ0/2#D1/2(q•γ0/2)

)
[1]
(1, 0, 0) = 0,　

(4π)m/2
(
q•γ0/2#D1/2(q•γ0/2)#D1/2(q•γ0/2)

)
[0]
(1, 0, 0) = 0,

である. したがって, xj1xj2qt = 2tδj1j2qt + (2t)2
∂2qt

∂xj1∂xj2
qt に注意すると

K1(P
0) = K1,[0](P

0) +K1,[1](P
0)

= −(4π)m/2
(
q•γ0/2#D2/2(q•γ0/2)

)
[0]
(1, 0, 0),

= −(4π)m/2
(
q•#

(
−
∑
j

[∑
xj1xj2

Rjj1ij2

6

∂

∂xi
,

∂

∂xj

]
+
+
∑

xj′1
Rjij′1i

2

∂

∂xj
+
∑ Rjiji

4

)
q•
)
[0]
(1, 0, 0),

= −(4π)m/2
(
q•#

(
−
∑

xj1xj2
Rjj1ij2

3

∂

∂xi

∂

∂xj
+
∑

xj2
2Rjij2i

3

∂

∂xi
+
∑ Rjiji

4

)
q•
)
[0]
(1, 0, 0),

= −(4π)m/2
(
q•#

(∑
xj1xj2

Rjj1jj2

6t
−
∑

xjxj2
2Rjij2i

6t
+
∑ Rjiji

4

)
q•
)
[0]
(1, 0, 0),

= (4π)m/2
(
q•#

(∑
xj1xj2

Rjj1jj2

6t
−
∑ Rjiji

4

)
q•
)
[0]
(1, 0, 0),

= (4π)m/2
(
q•#

(
t
∑ 2Rjj1jj2

3

∂

∂xj1

∂

∂xj2
+

∑
Rjiji

12

)
q•
)
[0]
(1, 0, 0),

= (4π)m/2
∑ 2Rjj1jj2

3

∫ 1

0

ds s ·
(

∂

∂xj1

∂

∂xj2

)
q1(x)

∣∣∣
x=0

+ (4π)m/2
∑ Rjiji

12
q1(0),
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= (4π)m/2
∑ 2Rjj1jj2

3

1

2
· −δj1j2

2
q1(0) + (4π)m/2

∑ Rjiji

12
q1(0),

= −
∑ Rjiji

6
+
∑ Rjiji

12
,

= −
∑
Rjiji

12
,

よって (4)が言えた.

(5)K2(P
0) = K2,[0](P

0) +K2,[1](P
0) +K2,[2](P

0) +K2,[3](P
0) +K2,[4](P

0)である. まず,

K2,[4](P
0) = γ0/2,[4](1, 0) = det 1/2

(
R/2

sinh(R/2)

)
[4]

である. 次に D1/2 と form の degree を考慮すると,

K2,[3](P
0) = (4π)m/2

(
q•γ0/2#D1/2(q•γ0/2)#D1/2(q•γ0/2)

)
[3]
(1, 0, 0) = 0

K2,[1](P
0) = (4π)m/2

(
q•γ0/2#D1/2(q•γ0/2)#D2/2(q•γ0/2)

)
[1]
(1, 0, 0)

+ (4π)m/2
(
q•γ0/2#D2/2(q•γ0/2)#D1/2(q•γ0/2)

)
[1]
(1, 0, 0)

+ (4π)m/2
(
q•γ0/2#D1/2(q•γ0/2)#D1/2(q•γ0/2)#D1/2(q•γ0/2)

)
[1]
(1, 0, 0) = 0

である. 次にK2,[2](P
0)を考える. 同様に D1/2 と form の degree を考慮すると,

K2,[2](P
0) = (4π)m/2

(
q•γ0/2#D1/2(q•γ0/2)#D1/2(q•γ0/2)

)
[2]
(1, 0, 0)− (4π)m/2

(
q•γ0/2#D2/2(q•γ0/2)

)
[2]
(1, 0, 0)

= −(4π)m/2
(
q•γ0/2#D2/2(q•γ0/2)

)
[2]
(1, 0, 0)

= −(4π)m/2
(
q•γ0/2#

(
−
∑
j

[∑
xj1xj2

Rjj1ij2

6

∂

∂xi
,
∑

xj′1
Rjj′1ℓ

′k′

8
dxℓ′ ∧ dxk′∧

]
+

−
∑
j

[∑
xj1
−Rjj1ℓk

4
dxℓ ∧ dxk ∨ ,

∑
xj′1

Rjj′1ℓ
′k′

8
dxℓ′ ∧ dxk′∧

]
+

−
∑
j

[∑
xj1xj2xj3

(Rjj1ℓkj2j3

32
+
∑ Rjj1ij2Rij3ℓk

48
+
∑ Rjj1ℓiRij2kj3

48

)
dxℓ ∧ dxk∧,

∂

∂xj

]
+

+
∑

xj1xj2
Rjij1i

2

Rjj2ℓk

8
dxℓ ∧ dxk∧

)
(q•γ0/2)

)
[2]
(1, 0, 0)

= −(4π)m/2
(
q•γ0/2#

(
−
∑

xj1xj2xj3
Rjj1ij2Rjj3ℓk

24
dxℓ ∧ dxk ∧

∂

∂xi

−
∑

xj1xj2
Rjj1ij2Rjiℓk

48
dxℓ ∧ dxk∧

−
∑

xj1xj2xj3

(Rjj1ℓkj2j3

16
+
∑ Rij2jj3Rij1ℓk

24
+
∑ −Rij2ℓj3Rjj1ki

48

+
∑ Rjj1ℓiRij2kj3

48

)
dxℓ ∧ dxk ∧

∂

∂xi

−
∑

xj1xj2

(Rjj1ℓkjj2

16
+
∑ Rij1jj2Rij1ℓk

48
+
∑ Rij2ℓjkRjjj1

48

+
∑ Rjj1ℓiRijkj2

48
+
∑ Rjj1ℓiRij2kj

48

)
dxℓ ∧ dxk∧

−
∑

xj1j2
Rjiij1Rij2ℓk

16
dxℓ ∧ dxk ∧

)
q•γ0/2

)
[2]
(1, 0, 0)

= (4π)m/2
(
q•#

{∑
xj1xj2

(Rjj1ℓkjj2

16
+
∑ Rjiij1Rij2ℓk

12
+
∑ −Rij1ℓiRjj2ki

48

+
∑ Rjj1ℓiRij2kj

24

)
dxℓ ∧ dxk ∧

}
q•
)
[2]
(1, 0, 0)

= (4π)m/2
(
q•#

{∑
xj1xj2

(Rjj1ℓkjj2

16
+
∑ Rjiij1Rij2ℓk

12

)
dxℓ ∧ dxk ∧

}
q•
)
[2]
(1, 0, 0)
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= (4π)m/2
∑(∑ Rjj1ℓkjj2

16
+
∑ Rjiij1Rij2ℓk

12

)
dxℓ ∧ dxk∧

·
∫ 1

0

ds
(
(2s)2

∂

∂xj1

∂

∂xj2
q1(x) + 2sδj1j2qt(x)

)∣∣∣
x=0

=
∑(∑ Rjj1ℓkjj2

16
+
∑ Rjiij1Rij2ℓk

12

)
dxℓ ∧ dxk∧

·
∫ 1

0

ds
(
(2s)2

−δj1j2
2

+ 2sδj1j2

)
=
∑(∑ Rjiℓkji

48
+
∑ −Rj2jj2iRjiℓk

36

)
dxℓ ∧ dxk∧ = 0

である. 次にK2,[0](P
0)を考える. 同様に D1/2 と form の degree を考慮すると,

K2,[0](P
0) = (4π)m/2

(
q•γ0/2#D2/2(q•γ0/2)#D2/2(q•γ0/2)

)
[0]
(1, 0, 0)

− (4π)m/2
(
q•γ0/2#D4/2(q•γ0/2)

)
[0]
(1, 0, 0),

である. まず, (4π)m/2
(
q•γ0/2#D2/2(q•γ0/2)#D2/2(q•γ0/2)

)
[0]
(1, 0, 0)から計算する.

D2/2

(
q•γ0/2

)
[0]
,

=
(
−
∑
j

[∑
xj1xj2

Rij1jj2

6

∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
+
+
∑

xj1
−Rjiij1

2

∂

∂xj
+
∑ Rjiji

4

)
qt,

=
(
−
∑
j

[∑ Rij1jj2

6

∂

∂xi
· xj1xj2 ,

∂

∂xj

]
+
+
∑
j

[∑ Rij1ji

6
xj1 ,

∂

∂xj

]
+

+
∑ −Rjiij1

2

∂

∂xj
· xj1 −

∑ −Rjiij

2
+
∑ Rjiji

4

)
qt,

=
(
−
∑ Rij1jj2

3

∂

∂xi

∂

∂xj
· xj1xj2 +

∑ Rijjj2

6

∂

∂xi
· xj2

+
∑ Rij1ji

3

∂

∂xj
· xj1 −

Rijji

6
+
∑ −Rjiij1

2

∂

∂xj
· xj1 +

∑ −Rjiji

4

)
qt

=
(
−
∑ Rij1jj2

3

∂

∂xi

∂

∂xj
· xj1xj2 −

∑ Rjiji

12

)
qt

=
(
− 2t

∑ Rj1ij2i

3

∂

∂xj1

∂

∂xj2
−
∑ Rjiji

12

)
qt

であるから,

(4π)m/2
(
q•γ0/2#D2/2(q•γ0/2)#D2/2(q•γ0/2)

)
[0]
(1, 0, 0),

=

∫ 1

0

ds1

∫ s1

0

ds2

(
2(s1 − s2)

∑ Rj1ij2i

3

∂

∂xj1

∂

∂xj2
+

∑
Rjiji

12

)
×
(
2s2

∑ Rj3i′j4i′

3

∂

∂xj3

∂

∂xj4
+

∑
Rjiji

12

)
q1(x)

∣∣∣
x=0

,

=

∫ 1

0

ds1

∫ s1

0

ds2

{
4(s1 − s2)s2

∑ Rj1ij2i

3

Rj3i′j4i′

3

∂

∂xj1

∂

∂xj2

∂

∂xj3

∂

∂xj4

+ 2s1

∑
Rj′i′j′i′

12

∑ Rj1ij2i

3

∂

∂xj1

∂

∂xj2
+
(∑Rjiji

12

)2}
q1(x)

∣∣∣
x=0

,

=
{1
6

∑ Rj1ij2i

3

Rj3i′j4i′

3

∂

∂xj1

∂

∂xj2

∂

∂xj3

∂

∂xj4

+
2

3

∑
Rj′i′j′i′

12

∑ Rj1ij2i

3

∂

∂xj1

∂

∂xj2
+
(∑Rjiji

12

)2}
q1(x)

∣∣∣
x=0

,
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=
∑ Rj1ij2i

3

Rj3i′j4i′

3

1

4
(δj1j2δj3j4 + δj1j3δj2j4 + δj1j4δj2j3) +

∑
Rj′i′j′i′

54

∑
Rj1ij2i

−δj1j2
2

+
(∑Rjiji

12

)2
=

(∑
Rjiji

)2
216

+ 2
∑ Rj1ij2iRj1i′j2i′

216
−
(∑

Rjiji

)2
108

+

(∑
Rjiji

)2
144

=

(∑
Rjiji

)2
432

+
∑ Rj1j3j2j3Rj1j4j2j4

108
,

である. 次に −(4π)m/2
(
q•γ0/2#D4/2(q•γ0/2)

)
[0]
(1, 0, 0)を計算する. D1/2, D2/2と同様に D4/2を計算する

と, 次式を得る.

D4/2 = −
∑

xj1xj2xj3xj4

(Ri1j1i2j2j3j4

20
+
Rjj1i1j2Rjj3i2j4

10

) ∂

∂xi1

∂

∂xi2

−
∑

xj1xj2xj3

(3Ri2jj1jj2j3

20
+
Ri2j1jj2jj3

20
+

3Rkji2j1Rkj2jj3

360

+
17Rkj1i2jRkj2jj3

90
+
−29Rkj1i2j2Rkjj3j

180

) ∂

∂xi2
+

1

8

∑
xj1xj2Rjijij1j2 .

故に,

D4/2qt(x) = −
∑

xj1xj2xj3xj4

(Ri1j1i2j2j3j4

20
+
Rjj1i1j2Rjj3i2j4

10

)−δi1i2
2t

qt(x)

−
∑

xj1xj2xj3

(3Ri2jj1jj2j3

20
+
Ri2j1jj2jj3

20
+

3Rkji2j1Rkj2jj3

360

+
17Rkj1i2jRkj2jj3

90
+
−29Rkj1i2j2Rkjj3j

180

)−xi2
2t

qt(x)

+
1

8

∑
xj1xj2Rjijij1j2qt(x)

=
1

2t

∑
xj1xj2xj3xj4

(Rij1ij2j3j4

20
+
Rjj1ij2Rjj3ij4

10

)
qt(x)

+
1

2t

∑
xj1xj2xj3xj4

(3Rjj1jj2j3j4

20
+ +
−17Rjj1ij2Rjj3ij4

90

)
qt(x)

+
1

8

∑
xj1xj2Rjijij1j2qt(x)

=
1

2t

∑
xj1xj2xj3xj4

(Rij1ij2j3j4

5
+
−4Rjj1ij2Rjj3ij4

45

)
qt(x)

+
1

8

∑
xj1xj2Rjijij1j2qt(x)

である. したがって,

− (4π)m/2
(
q•γ0/2#D4/2(q•γ0/2)

)
[0]
(1, 0, 0)

= −(4π)m/2
(
q•γ0/2#

( 1

2t

∑
xj1xj2xj3xj4

(Rij1ij2j3j4

5
+
−4Rjj1ij2Rjj3ij4

45

)
+

1

8

∑
xj1xj2Rjijij1j2

)
q•
)
[0]
(1, 0, 0)

= −(4π)m/2

∫ 1

0

ds
{ 1

2s

(∑(Rij1ij2j3j4

5
+
−4Rjj1ij2Rjj3ij4

45

)(
(2s)4

∂

∂xj1

∂

∂xj2

∂

∂xj3

∂

∂xj4

+ (2s)3
∑

δjajb
∂

∂xjc

∂

∂xjd
+ (2s)2

∑
δjajbδjcjd

)
q1(x)

+
1

8

∑
Rjijij1j2

(
(2s)2

∂

∂xj1

∂

∂xj2
+ 2sδj1j2

)
q1(x)

}∣∣∣
x=0
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= −(4π)m/2

∫ 1

0

ds
{(∑(Rij1ij2j3j4

5
+
−4Rjj1ij2Rjj3ij4

45

)(
(2s)3

∂

∂xj1

∂

∂xj2

∂

∂xj3

∂

∂xj4

+ (2s)2
∑

δjajb
∂

∂xjc

∂

∂xjd
+ 2s

∑
δjajbδjcjd

)
q1(x)

+
1

8

∑
Rjijij1j2

(
(2s)2

∂

∂xj1

∂

∂xj2
+ 2sδj1j2

)
q1(x)

}∣∣∣
x=0

= −(4π)m/2
{(∑(Rij1ij2j3j4

5
+
−4Rjj1ij2Rjj3ij4

45

)(
2
∂

∂xj1

∂

∂xj2

∂

∂xj3

∂

∂xj4

+
4

3

∑
δjajb

∂

∂xjc

∂

∂xjd
+
∑

δjajbδjcjd

)
q1(x) +

1

8

∑
Rjijij1j2

(4
3

∂

∂xj1

∂

∂xj2
+ δj1j2

)
q1(x)

}∣∣∣
x=0

=
∑(−Rij1ij2j3j4

6
+

2Rjj1ij2Rjj3ij4

27

)∑
δjajbδjcjd +

−
∑
Rjijikk

24

=
∑(−Rij1ij2j3j4

6
+

2Rjj1ij2Rjj3ij4

27

)
(δj1j2δj3j4 + δj1j3δj2j4 + δj1j4δj2j3) +

−
∑
Rjijikk

24

=
∑(−Rij1ij1j3j3

6
+

2Rjj1ij1Rjj3ij3

27

)
+
∑(−Rij1ij2j1j2

6
+

2Rjj1ij2Rjj1ij2

27

)
+
∑(−Rij1ij2j2j1

6
+

2Rjj1ij2Rjj2ij1

27

)
+
−
∑
Rjijikk

24

=
2Rjj1ij1Rjj2ij2

27
+

2Rjj1ij2Rjj1ij2

27
+

2Rjj1ij2Rij1jj2

27
+
−Rij1ij2j1j2

3
+
−5
∑
Rjijikk

24

である. よって,

K2,[0](P
0) =

(∑
Rjiji

)2
432

+
∑ Rj1j3j2j3Rj1j4j2j4

108

+
2Rjj1ij1Rjj2ij2

27
+

2Rjj1ij2Rjj1ij2

27
+

2Rjj1ij2Rij1jj2

27
+
−Rij1ij2j1j2

3
+
−5
∑
Rjijikk

24

=

(∑
Rjiji

)2
432

+
−5
∑
Rjijikk

24
+
−Rij1ij2j1j2

3

+
Rjj1ij1Rjj2ij2

12
+

2Rjj1ij2Rjj1ij2

27
+

2Rjj1ij2Rij1jj2

27

以上より,

K2(P
0) = det1/2

( R/2

sinh(R/2)

)
[4]
− 5

∑
Rjijikk

24
−
∑
Rjijkik

3

+

(∑
Rjiji

)2
432

+

∑
RjkikRjk′ik′

12
+

2
∑
Rjkik′

(
Rjkik′ +Rjk′ik)

27
.

■
このように, 計算は初等的な微分積分の知識のみを用いて熱核の漸近展開係数を明確表示を与えることがで
きる. よって, Mathematica などを用いてどの項までも機械計算できる.
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5 Appendix

5.1 Index Theorem for the Dirac Operator

最後に Appendix としてDirac operator Index theorem の Getzler 氏による証明を紹介する. いくつか定
義と補題を用意する.

Definiton 5.1.1 (Index of theDiracOperator)

D+ := D|Γ(̸S+) : Γ( 6S+)→ Γ(6S−)とおく. このときD+の解析的指数を次で定義する :

ind(D+) := dimKerD+ − dimCoKerD+

Remark 5.1.2

(1)ind(D+)は D+を Fredholm作用素とみたときの解析的指数である.
(2)D− := D|Γ(̸S−) : Γ( 6S−)→ Γ(6S+)とおく. Dが formal self-adjointであることからベクトル空間として
次は同型である :

CoKerD+
∼= KerD=

特に dimCoKerD+ = dimKerD−である. よって

ind(D+) = dimKerD+ − dimKerD−

である.

Definiton 5.1.3 (Super trace) f ∈ End(6SP ) (P ∈ M )に対し

Str(f ) :=

{
Tr(f : 6S+

P →6S
+
P )− Tr(f :6S−

P →6S
−
P ) (f ∈ End0(6SP ))

0 (f ∈ End1(6SP ))

とする. これを super traceと呼ぶ. ここで
End0( 6SP ) := { f ∈ End(6SP ) | f (6S±

P ) ⊂6S±
P } (複合同順)

End1( 6SP ) := { f ∈ End(6SP ) | f (6S±
P ) ⊂6S∓

P } (複合同順)

である.

Lemma 5.1.4 (McKean-Singer) 任意の t > 0に対して次が成り立つ :

ind(D+) =

∫
M

dVg(P)Str(e−tD2

: 6SP →6SP )

Proof. λ ∈ Rに対し, Hλ := {ϕ ∈ Γ ( 6S ) |D2ϕ = λϕ }とおく. すると次の直和分解を得る :

Hλ = H+
λ ⊕H−

λ , H±
λ := {ϕ ∈ Γ (6S±) |D∓D±ϕ = λϕ } (複合同順)

すると ∫
M

dVg(P )Str(e
−tD2

: 6SP →6SP ) =
∑
λ

e−tλ(dimH+
λ − dimH−

λ )

である. ここでλ 6= 0に対して次の写像の合成を考える :

H+
λ

1
λD+→ H−

λ

D−→ H+
λ

すると D− ◦ 1
λD+ = idH+

λ
である. よってベクトル空間として次の同型を得る :
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H+
λ
∼= H−

λ

特に dimH+
λ = dimH−

λ である. 以上より∫
M

dVg(P )Str(e
−tD2

: 6SP →6SP ) = dimH+
0 − dimH−

0 = ind(D+)

■

Remark 5.1.5 ind(D+)は t に依存しないので次が言える :

ind(D+) = lim
t ↓ 0

∫
M

dVg(P)Str(e−tD2

: 6SP →6SP )

しかし熱核の漸近展開を考えると t に関して負のオーダーが現れる. よって容易に極限操作が出来ない. こ
こが指数定理の証明において 1番の難所である.

Lemma 5.1.6 α = (α1, · · · , α|α|)とおく. このとき次が成り立つ :

Str(rm(eα)) = Str(rm(eα1) ◦ · · · ◦ rm(eα|α|)) =

 0 (α 6= (1, · · · ,m))
1

(
√
−1)m/2

2m/2 (α = (1, · · · ,m))

Proof. まず |α|が奇数のときは rm ∈ End1( 6S )より Str(rm(eα)) = 0である. 以下 |α|が偶数のときを考
える.
α 6= (1, · · · ,m = 2n)のとき, m 6∈ αとしても一般性を失わない. |α|が偶数であることから次の図式は可換
である :

6S+ rm(eα)−−−−→ 6S+

rm(em)

y∼= ∼=
yrm(em)

6S− −−−−→
rm(eα)

6S−

よってTr(rm(eα) : 6S+ →6S+) = Tr(rm(em)−1 ◦ rm(eα) ◦ rm(em) : 6S+ →6S+) = Tr(rm(eα) : 6S− →6S−)で
ある. 故に Str(rm(eα)) = 0がわかる。
そしてα = (1, · · · ,m = 2n)のとき

Tr(rm(e(1,··· ,m)) : 6S± →6S±) = (
√
−1)−nTr(rm(ωC) : 6S± →6S±)

= ±(
√
−1)−ndim 6S± = ±(

√
−1)−n2n−1

である. よって

Str(rm(e(1,··· ,m))) = Tr(rm(e(1,··· ,m)) : 6S+ →6S+)− Tr(rm(e(1,··· ,m)) : 6S− →6S−) =
1

(
√
−1)m/2

2m/2

■

以上より有名な Atiyah-Singerの指数定理が証明できる.

Theorem 5.1.7 (Atiyah-Singer)

ind(D+) =
1

(2π
√
−1)m/2

∫
M

det1/2
(

R(P)/2

sinh(R(P)/2)

)
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Proof. 固定した P0 ∈ M において
lim
t ↓ 0

Str(e−tD2

: 6SP 0 →6SP 0)

を計算する.

lim
t ↓ 0

Str(e−tD2

: 6SP 0 →6SP 0) =
1

(4π)m/2
Str(Km/2(0))

Lemma 5.1.6
=

1

(4π)m/2
Str(rm(e(1,··· ,m)))Km/2,(1,··· ,m)(0)

Lemma 5.1.6
=

1

(2π
√
−1)m/2

Km/2,(1,··· ,m)(0)

=
1

(2π
√
−1)m/2

det1/2
(

R(P)/2

sinh(R(P)/2)

)

以上より

ind(D+)
Lemma 5.1.4

= lim
t ↓ 0

∫
M

dVg(P
0)Str(e−tD2

: 6SP 0 →6SP 0)

=
1

(2π
√
−1)m/2

∫
M

det1/2
(

R(P)/2

sinh(R(P)/2)

)
■

Remark 5.1.8

det1/2
(

R(P)/2

sinh(R(P)/2)

)
は Pontrjagin類の多項式として書き表せる topologicalな量であり, Â-genusと呼ば

れ Â(M )と書く. この表記を用いて指数定理は
ind(D+) =

1

(2π
√
−1)m/2

∫
M

Â(M )

と表される.
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