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序論

本論文では，接触リーマン多様体上のフェファーマン空間のローレンツス

ピン幾何を論ずる．

接触リーマン多様体とは，奇数次元多様体に接触形式と適切なリーマン計

量及び擬概複素構造が付随したものである．この接触リーマン多様体はその

接触構造から定まる特殊な主 S1束を持ち，その全空間はフェファーマン空間

と呼ばれており接触構造から誘導されるローレンツ計量を持つ．フェファー

マン空間は，Feffermanによってまず複素数空間内の実超曲面上の主 S1束の

全空間として導入され（[6]），Lee，Blair，Dragomir，長瀬らによって接触

リーマン多様体上の空間に拡張された（[13]，[4]，[17]）．

接触リーマン多様体の擬概複素構造には可積分条件が定まる．可積分条件

を満たす接触リーマン多様体の研究は盛んに行われてきたが，非可積分を含

んだ一般の接触リーマン多様体の研究は比較的少ない．特に，一般の接触リー

マン多様体のフェファーマン空間の研究はさらに少ない．

接触リーマン多様体の研究では，レヴィ＝チヴィタ接続とは異なる接続が

用いられる．計量とトーションに関してよい性質を持つレヴィ＝チヴィタ接

続は，接触リーマン多様体ではその接続構造を保たない（補題 1.10）．そのた

め，接触リーマン多様体の研究では接触構造を保つ接続が用いられる．可積

分の場合では，田中・ウェブスター接続がよく知られている．この接続は接

触リーマン多様体の構造である三つ組（接触構造，リーマン計量，擬概複素

構造）を平行にする性質を持つ．さらにトーションを最小にする性質をも併

せ持つ．しかし，一般の場合には，これらの性質を全て持つ接続は存在しな

い．一般の接触リーマン多様体の場合には，田中・ウェブスター接続の一般

化である丹野接続が知られている．丹野接続は接触構造やリーマン計量さら

にトーションに関しては，田中・ウェブスター接続と同じ性質を持つが，一般

には擬概複素構造を不変に保たない（命題 1.14と命題 1.19）．このことより，

丹野接続を用いたフェファーマン空間やスピン幾何を用いた研究では，非常

に複雑な計算が現れる（[4]）．この問題を踏まえて構成されたものが，長瀬

氏によって導入されたエルミート丹野接続である（[18]）．このエルミート丹

野接続は擬概複素構造を保ち，さらに田中・ウェブスター接続の一般化であ

る．特に，接触リーマン多様体のスピン幾何やフェファーマン空間の曲率の

研究で有効的に働いている（[16]，[17]）．

この論文では，一般の接触リーマン多様体のフェファーマン空間にローレ

ンツスピン幾何を用いた研究 [20]を主眼に論じていく．

フェファーマン空間をローレンツスピン幾何の観点から調べた先行研究は

非常に少ない．ただし，類似の研究として，Lewandowskiの研究 [14]を可積

分接触リーマンスピン多様体の場合に拡張した Baumの研究 [5]がある．彼

女は，まず，接触リーマン多様体がスピン構造を持つ条件より，フェファー

マン空間を変形したフェファーマン・バウム空間にローレンツスピン構造が
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構成できることを示した．通常のスピン幾何と同様に，ローレンツスピン構

造からもフェファーマン・バウム空間上にスピノール束が構成される．この

切断であるスピノール場には，特殊なスピノール場であるトゥイスタースピ

ノールがある．このトゥイスタースピノールはある接続の平行場を与えホロ

ノミー研究やチャーン接続の研究にも繋がり，その存在は重要な幾何的性質

を与える．Baumは，フェファーマン・バウム空間のスピノール束の構造に

着目することで，具体的に線型独立な２つのトゥイスタースピノール場を構

成した．

Baumの研究では，接触リーマン多様体に二つの条件（可積分性，スピン

構造の存在）を課して，フェファーマン空間を変形したフェファーマン・バ

ウム空間で議論を行っていた．我々は，Baumの２条件を除いたフェファー

マン空間に関しても同様の結果が成り立つことを予想した．この予想が我々

の研究の出発点であり，最終的に我々はこの予想を解決した．

まず，我々は，フェファーマン空間に底空間の構造から誘導されるローレ

ンツスピン構造が構成されることを発見した．それを標準ローレンツスピン

構造と呼ぶ．さらに，そのスピノール束の構造に着目することで特殊なスピ

ノール場 Φ± を構成した．このスピノール場 Φ± に関して，次を示した．

底空間が可積分条件を満たすとき，Φ±はトゥイスタースピノールとな

る．また，Φ±がトゥイスタースピノールになるのは底空間が可積分条

件を満たすときに限る．

これから，特に，底空間が可積分条件を満たすとき，フェファーマン空間が

線型独立な２つのトゥイスタースピノールを持つことがわかる．

以下で，本論文の構成を簡単に述べる．1節で接触リーマン多様体の基本

的な性質を述べる．特に接触リーマン多様体に特有な接続であるエルミート

丹野接続を導入する．さらに，接触リーマン多様体の標準複素スピン構造を

紹介する．この構成法は，フェファーマン空間の標準スピン構造にも重要で

ある．2節では，この研究の主な舞台であるフェファーマン空間を定義して

いく．フェファーマン空間を論ずる際に重要になるのはフェファーマン形式

である．まずはこのフェファーマン形式を導入することを目標に論じ，最終

的にフェファーマン空間の性質を述べることにする．3節で，スピン幾何に

ついて論じていく．ただ，リーマン計量のスピン幾何についは参考文献に譲

ることにし，この議論で使う事柄をまとめて論ずることにする．1節から 3

節の準備のもと，主論の 4節に入っていく．まず，標準ローレンツスピン構

造が底空間の接触リーマン多様体の構造から構成されることを述べ，そのス

ピノール束の構造から生じるスピノール場があることを論じていく．続いて，

構成したスピノール場に着目し，これを用いてフェファーマン空間の幾何的

性質を調べていく．最後の 5節では, フェファーマン空間に標準的に入るロー

レンツ計量を変形させリーマン計量にし，その幾何学を調べていく．
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1 接触リーマン多様体

この節では接触リーマン多様体の基本事項を紹介する．証明の多くは省略

し，必要であれば参考文献を挙げることにする．この章全体の参考文献とし

ては Blair [3]を挙げておく．

1.1 接触リーマン多様体の定義とその基本事項

接触多様体の定義を紹介する．

定義 1.1. M を奇数次元多様体とし，dimM = 2n+1とする．またM 上の

1形式 θが，至る所で θ ∧ (dθ)n ̸= 0を満たすとする．このとき，θをM 上

の接触形式といい，(M, θ)を接触多様体という．さらに，接触多様体の向き

は，θ ∧ (dθ)n から定まる向きを正とする．

接触多様体 (M, θ)には，次の補題で定まるレーブ場と呼ばれるベクトル場

ξが一意に存在する．今後は，このレーブ場 ξを含めて接触多様体を (M, θ : ξ)

と書くことにする．

補題 1.2. θをM 上の接触形式とする．このとき，ベクトル場 ξが一意に存

在して

θ(ξ) = 1, ξ⌋dθ = 0 (1.1)

となる．ここで ⌋は内部積を表している.

式 (1.1)は，リー微分 Lを使うことで

θ(ξ) = 1, Lξθ = 0 (1.2)

と書き換えられる．こちらを定義に採用しているものもある．

レーブ場 ξは至る所で 0にならないため，自明なライン束 Rξ ⊂ TM を生

成する．さらに，接触形式 θから余次元 1の接束の部分束H が

H =
∪

x∈M

Hx, Hx := ker θx

によって定まる．このH をM の接触構造と呼ぶ．これらを用いると，接束

TM は

TM = H ⊕ Rξ

と表される．

補題 1.3. dθはHで非退化である．つまり，X,Y ∈ Hについて dθ(X,Y ) ̸= 0

となる．特に，(Hx, (dθ)x)はシンプレクティック空間となる．
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次に接触多様体を使って接触リーマン多様体の定義を述べる．一言で述べる

と，接触多様体に適切な計量と接束の自己写像を付随させたものが接触リー

マン多様体である．

定義 1.4. (M, θ : ξ)を接触多様体とする．さらに，リーマン計量 g と J ∈
End(TM)が，任意のベクトル場X と Y について

J2X = −X + θ(X)ξ, (1.3)

g(X,Y ) = dθ(X, JY ) + θ(X)θ(Y ) (1.4)

を満たすとする．このとき組 (M, θ : ξ, g, J)を接触リーマン多様体といい，J

を擬複素構造という.

定義から直ちに

• Jξ = 0，

• g(ξ, ξ) = 1，

• 任意のX ∈ H に対して g(X, ξ) = 0

がわかる．また，一見すると，接触リーマン多様体は接触多様体より扱える

多様体が少ないように見える．しかし，それは誤りであり，扱えるものは同

等である．次の命題からそのことがわかる．

命題 1.5. 接触多様体 (M, θ : ξ)には，接触リーマン多様体 (M, θ : ξ, g, J)に

するリーマン計量 gと J ∈ End(TM)が存在する．

詳しい証明は，Blair [3]を参照してほしい．ここではその概要を説明する

に留める．この証明は，シンプレクティック多様体 (M,Ω) が概複素多様体

(M, g, J)になる証明と類似しており，シンプレクティック多様体の場合では

TM とΩとなるところに接触多様体の場合にはHと dθを対応させればよい．

まず，ベクトル束H の計量 hをとる，この計量に関する正規直交枠を取る

ことで，dθは局所的に行列 Θと表される，この Θに行列の極分解を適用す

ることで，対称かつ正定値行列 G と直交行列 J が一意に存在して

Θ = JG

と分解される．この J と G は，その一意性より大域的に貼り合わせること
ができる．こうして得た H 上のテンソルをそれぞれ J̃ と g̃ とする．あとは

TM = H ⊕Rξ より J を ξ方向では消えるように，gをH と ξが直交するよ

うに拡張すればよい．このようにして構成できたものが命題 2.2の gと J で

ある．

接触リーマン多様体では，擬概複素構造 J をHに制限すると (J |H)2 = −1

となることから，H を複素化したHc が

Hc = H+ ⊕H−, H± := {X ∈ Hc | JX = ±iX} (1.5)
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と分解されることがわかる．この分解によって J の可積分性が定義される．

定義 1.6. (M, θ : ξ, g, J)を接触リーマン多様体とする．J が可積分であると

は，任意のX+ と Y+ ∈ Γ(H+)について

[X+, Y+] ⊂ Γ(H+) (1.6)

を満たすときにいう．

接触多様体上では H に関する可積分，つまり任意の X,Y ∈ Γ(H)に対し

て [X,Y ] ⊂ Γ(H)が成り立たない．このことは，X,Y ∈ Γ(H)に対して

θ([X,Y ]) = −dθ(X,Y )

と成立することと dθがH 上非退化であることからわかる.

接触リーマン多様体の可積分条件は, ナイエンハンステンソルを用いて言

い換えることができる. ナイエンハンステンソル [J, J ]とは,

[J, J ](X,Y ) := [JX, JY ] + J2[X,Y ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]

で定められる (1, 2)テンソルである．

命題 1.7. J が可積分であるための必要十分条件は，任意のX,Y ∈ Γ(H)に

関して

[J, J ](X,Y ) + dθ(X,Y )ξ = 0 (1.7)

となることである．

式 (1.7)は

[JX, JY ]− [X,Y ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ] = 0 (X,Y ∈ Γ(H)) (1.8)

と言い換えられる．また命題の証明は，概複素構造が複素構造になる場合と

同様である．

次に接触リーマン多様体上の特殊な局所枠について紹介する．接触リーマ

ン多様体M2n+1 の接束 TM は複素化すると

TM c = H+ ⊕H− ⊕ Cξ

と分解した．この分解より，概エルミート多様体の場合と同様にして，接触リー

マン多様体の TM cには次の条件を満たす局所枠 (ξ0, ξ1, . . . , ξn, ξ1̄, . . . , ξn̄)を

取ることができる．この局所枠を擬エルミート枠または J 枠と呼ぶ．

ξ0 = ξ,

ξα ∈ H+, ξᾱ = ξα (α = 1, . . . , n),
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g(ξA, ξB) = δAB̄ (A,B = 0, 1, . . . , n, 1̄, . . . , n̄).

ここで，δAB とは

δAB =

1 A = B,

0 A ̸= B

である．また，添え字α, β, . . . は1, . . . , nを走り，A,B, . . . は0, 1, . . . , n, 1̄, . . . , n̄

を走るものとする．この規則は今後も使用していく．

次に，CR共形変換について述べる．接触形式 θに対して正値関数 f をか

けた θ̃ := fθは，d(fθ) = df ∧ θ + fdθとなることから

θ̃ ∧ (dθ̃)n = e2(n+1)fθ ∧ (dθ)n

となる．特に，変換後の θ̃も接触形式になる．また，正値関数は e2f と表す

こともでき，計算の簡略化のため，今後は θ̃ = e2fθと表していく．

定義 1.8 (接触多様体の CR共形変換). 接触多様体 (M, θ)に対して，(M, θ̃)

（θ̃ = e2fθ）とする変換を CR共形変換という．

CR共形変換においてH = ker θ = ker θ̃と接触構造は保たれるが，レーブ

場は保たれない．このことは，後述する式 (1.9)からもわかる．

この変換を接触リーマン多様体でも行いたいが，接触リーマン多様体には

リーマン計量と擬概複素構造があり，接触形式の変換だけではそれらの行き

先が一意に定まらない．しかし，リーマン計量は擬概複素構造から定まるこ

と，擬概複素構造は接触構造上では同型射であるがレーブ場方向では消える

ことに着目して，次のように接触リーマン多様体の CR共形変換を定める．

定義 1.9 (接触リーマン多様体の CR共形変換). 接触リーマン多様体 (M, θ :

ξ, g, J)に対して，次で定まる接触リーマン多様体 (M, θ̃, ξ̃, g̃, J̃)にする変換

を接触リーマン多様体の CR共形変換という．

• θ̃ = e2fθとし，θ̃から定まるレーブ場を ξ̃とする．

• J̃ ∈ End(TM)を，J̃ |H = J |H かつ J̃ ξ̃ = 0で定める．

• g̃を，任意のベクトル場X, Y について

g̃(X,Y ) = dθ̃(X, J̃Y ) + θ̃(X)θ̃(Y )

となるように定める．

特に混乱がない場合は，接触リーマン多様体の CR共形変換を単に CR共

形変換と呼ぶ．CR共形変換で得た J̃ は

J̃2X = −X + X̃ξ̃

を満たすことに注意しておく．
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最後に，CR共形変換後の擬エルミート枠がどのように取れるかを説明し

て，ここを終わりにする．変換前の擬エルミート枠とその双対枠を，それぞれ

(ξ0 = ξ, ξ1, . . . , ξn, ξ1̄, . . . , ξn̄), (θ0 = θ, θ1, . . . , θn, θ1̄. . . . , θn̄)

と表す．これを用いて変換後の θ̃のレーブ場 ξ̃は，レーブ場の一意性より，

ξ̃ = e−fξ − 2ie−f
∑
α

ξα(f)ξα + 2ie−f
∑
α

ξᾱ(f)ξᾱ

= e−f
(
ξ − 2i

∑
α

ξα(f)ξα + 2i
∑
α

ξᾱ(f)ξᾱ
)

(1.9)

と表される．A ̸= 0に対して ξ̃A を

ξA = e−fξA ∈ H

と定めると，(ξ̃, ξ̃1, . . . , ξ̃n, ξ̃1̄, . . . , ξ̃n̄)が変換後の擬エルミート枠になる．実

際，dθ = −i
∑
θα ∧ θᾱ に注意すると，

g̃(ξ̃, ξ̃α) = dθ̃(ξ̃, ξ̃α) = 2e2f (df ∧ θ)(ξ̃, ξ̃α) + e2fdθ(ξ̃, ξ̃α)

= −2e2fdf(ξ̃α)θ(ξ̃) + iefθᾱ(ξ̃)

= −2ξα(f)− 2i2ξα(f) = 0

かつ，A,B ̸= 0について，

g̃(ξ̃A, ξ̃B) = dθ̃(ξ̃A, J̃ ξ̃B) = e−2fdθ̃(ξA, JξB) = dθ(ξA, JξB)

= g(ξA, ξB) = δAB̄

が成り立つ．この双対枠 (θ̃, θ̃1, . . . , θ̃n, θ̃1̄, . . . , θ̃n̄)は，簡単な計算より，

θ̃ = e2fθ, θ̃α = ef (θα + 2iξα(f)θ),

θ̃ᾱ = θ̃α = ef (θᾱ − 2iξα(f)θ)

となることがわかる．

1.2 丹野接続とエルミート丹野接続

接触リーマン多様体では接触構造が重要であるが，レヴィ＝チヴィタ接続

は接触構造と相性が悪い．

補題 1.10. 接触リーマン多様体 (M, θ : ξ, g, J)のレヴィ＝チヴィタ接続∇g

は，X,Y ∈ Γ(H)について

θ(∇g
ξX) = 0, (1.10)

2θ(∇g
XY ) = −(Lξg)(X,Y )− dθ(X,Y ) (1.11)

となる．
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証明. レヴィ＝チヴィタ接続の性質より

2θ(∇g
ξX) = 2g(∇g

ξX, ξ)

= ξg(X, ξ) +Xg(ξ, ξ)− ξg(ξ,X) + g([ξ,X], ξ)− g([X, ξ], ξ) + g([ξ, ξ], X)

= 2θ([ξ,X])

= 2
(
ξθ(X)−Xθ(ξ)− dθ(ξ,X)

)
= 0

となる．同様にして，

2g(∇g
XY, ξ) = Xg(Y, ξ) + Y g(ξ,X)− ξg(X,Y )

+ g([X,Y ], ξ)− g([Y, ξ], X) + g([ξ,X], Y )

= −ξg(X,Y ) + g([ξ,X], Y ) + g([ξ, Y ], X) + θ([X,Y ])

= −(Lξg)(X,Y )− dθ(X,Y )

となる．

この補題から，レヴィ＝チヴィタ接続は接束の分解 TM = H ⊕Rξ を保た

ないことがわかる．実際，もしも保つとすると

(Lξg)(X,Y ) = −dθ(X,Y ) (X,Y ∈ H)

となるが，上式の左辺は対称であり右辺は歪対称である．よって，H 上で

dθ = 0となるが，これは dθがH 上非退化に矛盾する．また，Lξgに関して

次の補題が成り立つ．

補題 1.11. X±, Y± ∈ H± とする．次が成り立つ．

(Lξg)(ξ, Y±) = 0, (Lξg)(X±, Y∓) = 0,

(Lξg)(X±, Y±) = −2g([ξ,X±], Y±).

ただし，符号は同順である．

証明. 一般に，(Lξg)(X,Y ) = (Lξg)(X,Y )と

(Lξg)(X,Y ) = ξg(X,Y )− g([ξ,X], Y )− g(X, [ξ, Y ])

が成り立つことに注意する．まず，

(Lξg)(ξ, Y+) = −g(ξ, [ξ, Y+]) = −θ([ξ, Y+])

= dθ(ξ, Y+)− ξθ(Y+)− Y+θ(ξ) = 0
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となる．さらに，

(Lξg)(X+, Y−) = ξg(X+, Y−)− g([ξ,X+], Y−)− g(X+, [ξ, Y−])

= −iξdθ(X+, Y−) + idθ([ξ,X+], Y−)− idθ([ξ, Y−], X+)

= −id2θ(ξ,X+, Y−) = 0

となる．同様にして，

(Lξg)(X+, Y+) = −g([ξ,X+], Y+)− g(X+, [ξ, Y+])

= −idθ([ξ,X+], Y+)− idθ([ξ, Y+], X+)

= id2θ(ξ,X+, Y+)− 2idθ([ξ,X+], Y+)

= −2g([ξ,X+], Y+)

となる．

一般に，LZg = 0を満たすベクトル場 Z はキリング場と呼ばれる．レーヴ

場 ξがキリング場のとき，K接触リーマン多様体と呼ばれる．前補題より，K

接触リーマン多様体の必要十分条件がわかる．

命題 1.12. 接触リーマン多様体 (M, θ : ξ, g, J)が K接触リーマン多様体に

なるための必要十分条件は，任意のX+ ∈ Γ(H+)に対して

[ξ,X+] ⊂ Γ(H+)

が成り立つことである．

証明. まず，

θ([ξ,X+]) = −dθ(ξ,X+) + ξθ(X+)−X+θ(ξ) = 0

が成り立つ．これと補題 1.11より示される．

次に，接触リーマン多様体の研究でよく用いられる丹野接続を紹介する．

定義 1.13. 接触リーマン多様体 (M, θ : ξ, g, J)上の接続∇T を

∇T
XY = ∇g

XY − 1

2
θ(X)JY − θ(Y )∇g

Xξ + (∇g
Xθ)(Y )ξ (1.12)

と定め，丹野接続と呼ぶ．

丹野接続∇T が接続になることに注意する．実際，

AX(Y ) := ∇T
XY −∇g

XY ∈ Γ(T ∗M ⊗ End(TM))

となることより ∇T = ∇g + Aが接続であることがわかる．また，丹野接続

は定義より常に存在することがわかる．また，次の特徴付けを持つ．
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命題 1.14. ∇T を丹野接続とする．また，T を∇T のトーション，τ = ξ⌋T
とする．丹野接続∇T は以下を満たす．

∇T θ = 0, ∇T g = 0,

T (X+, Y+) = 0, T (X+, Y−) = ig(X+, Y−)

τ ◦ J + J ◦ τ = 0.

ここで，X±, Y± ∈ Γ(H±)である．逆に，上の条件を満たす接続は丹野接続

のみである．

証明. まず，丹野接続の定義と補題 1.10より

(∇T
Xθ)(Y ) = Xθ(Y )− θ(∇T

XY )

= Xθ(Y )− θ(∇g
XY ) + θ(Y )θ(∇g

Xξ)− (∇g
Xθ)(Y )

= θ(Y )θ(∇g
Xξ)

= 0

が成り立つ．さらに，レヴィ＝チヴィタ接続は gと整合性を持つことより，

(∇T
Zg)(X,Y ) = Zg(X,Y )− g(∇T

ZX,Y )− g(X,∇T
ZY )

= −g
(
− 1

2
θ(Z)JX − θ(X)∇g

Zξ + (∇g
Zθ)(X)ξ, Y

)
− g
(
X,−1

2
θ(Z)JY − θ(Y )∇g

Zξ + (∇g
Zθ)(Y )ξ

)
=

1

2
θ(Z)

(
g(JX, Y ) + g(X, JY )

)
+ θ(X)g(∇g

Zξ, Y )

− θ(Y )(∇g
Zθ)(X) + θ(Y )g(X,∇g

Zξ)− θ(X)(∇g
Zθ)(Y )

= θ(X)
(
g(∇g

Zξ, Y )− (∇g
Zθ)(Y )

)
− θ(Y )

(
(∇g

Zθ)(X)− g(X,∇g
Zξ)
)

となる．ここで，

g(∇g
Zξ,X) = Zg(ξ,X)− g(ξ,∇g

ZX)

= Zθ(X)− θ(∇g
ZX) = (∇g

Zθ)(X)

であるから，上の計算と合わせて∇T g = 0が示される．次に，X,Y ∈ Hcと

すると，レヴィ＝チヴィタ接続はトーションフリーより，

T (X,Y ) = ∇T
XY −∇T

YX − [X,Y ]

= −1

2
θ(X)JY − θ(Y )∇g

Xξ + (∇g
Xθ)(Y )ξ

+
1

2
θ(Y )JX + θ(X)∇g

Y ξ − (∇g
Y θ)(X)ξ

=
(
(∇T

Xθ)(Y )− (∇T
Y θ)(X)

)
ξ

=
(
− θ(∇g

XY ) + θ(∇g
YX)

)
ξ
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となる．補題 1.10より，

−θ(∇g
XY ) + θ(∇g

YX) =
1

2

(
(Lξ)(X,Y ) + dθ(X,Y )− (Lξg)(Y,X)− dθ(Y,X)

)
= dθ(X,Y ) = g(JX, Y )

となる．よって，

T (X+, Y+) = 0, T (X+, Y−) = ig(X+, Y−)

が示された．今までに示したことより，τ(ξ) = 0かつ τ(X) ∈ H（X ∈ H）

が成り立つ．よって，X,Y ∈ H で g((τ ◦ J + J ◦ τ)(X), Y ) = 0を示せばよ

い．まず，

(τ ◦ J + J ◦ τ)(X) = ∇T
ξ JX − [ξ, JX] + J(∇T

ξ X − [ξ,X])

= ∇g
ξJX − 1

2
J2X + (∇g

ξθ)(JX)ξ − [ξ, JX]

+ J
(
∇g

ξX − 1

2
JX + (∇g

ξθ)(X)ξ
)
− J [ξ,X]

= ∇g
JXξ + J∇g

Xξ +X + (∇g
ξθ)(JX)ξ

がわかる．これより，

g((τ ◦ J + J ◦ τ)(X), Y )

= g(∇g
JXξ, Y )− g(∇g

Xξ, JY ) + g(X,Y )

= −g(ξ,∇g
JXY ) + g(ξ,∇g

XJY ) + g(X,Y )

=
1

2
(Lξg)(JX, Y ) +

1

2
dθ(JX, Y )

− 1

2
(Lξg)(X, JY )− 1

2
dθ(X, JY ) + g(X,Y )

=
1

2

(
(Lξg)(JX, Y )− (Lξg)(X, JY )

)
− dθ(X, JY ) + g(X,Y )

=
1

2

(
(Lξg)(JX, Y )− (Lξg)(X, JY )

)
となる．また，補題 1.11より

(Lξg)(JX, Y )− (Lξg)(X, JY )

= (Lξg)(JX+, Y+)− (Lξg)(X+, JY+) + (Lξg)(JX−, Y−)− (Lξg)(X−, JY−)

= 0

となる．以上より，τ ◦ J + J ◦ τ = 0が示された．また，次の命題から，丹

野接続は局所的にはカッコ積と擬エルミート枠で一意に表される．このこと

から丹野接続の一意性がわかる．
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命題 1.15. 擬エルミート枠 (ξ, ξ1, . . . , ξn̄)に関して，ωB
A を∇T ξA =

∑
ωB
AξB

とする．このとき，

(ωB
A ) =

0 0 0

0 ωβ
α ωβ

ᾱ

0 ωβ̄
α ωβ̄

ᾱ

 , ωB̄
Ā = ωB

A

と表され，さらに各成分は

ωβ
α(ξ) = g(ξβ̄ , [ξ, ξα]), ωβ

α(ξγ) = −g(ξα, [ξγ , ξβ̄ ]), ωβ
α(ξγ̄) = g(ξβ̄ , [ξγ̄ , ξα]),

ωβ̄
α(ξ) = 0, ωβ̄

α(ξγ) = −g(ξγ , [ξα, ξβ ]), ωβ̄
α(ξγ̄) = 0

と表される．

証明. 前命題を用いて計算すれば示される．例えば，τ ◦ J + J ◦ τ = 0 と

θ ◦ τ = 0より J ◦ τ ◦ J − τ = 0であるから，τ(X+)のH+ 部分は

τ(X+)|H+
=

1

2
(τ(X+)− iJτ(X+)) = 0

が成り立つ．これより

ωβ
α(ξ) = g(∇T

ξ ξα, ξβ̄) = g(τ(ξα) + [ξ, ξα], ξβ̄)

= g(ξβ̄ , [ξ, ξα])

が成り立つ．

次に∇TJ の性質に着目する．(1, 2)テンソルQを

Q(X,Y ) := (∇T
Y J)(X)

と定め，丹野テンソルと呼ぶ．

命題 1.16. 丹野テンソルQは以下を満たす．

(1) Qは ξ成分に作用せると消え，H に値をとる．つまり，ベクトル場X と

Y について，Q(ξ,X) = Q(X, ξ) = 0かつQ(X,Y ) ∈ H となる．

(2) Q(X+, Y−) = 0．

(3) g(Q(X+, Y+), Z−) = 0．

(4) g(Q(X+, Y+), Z+) = −2ig([X+, Z+], Y+) ．

証明. (1) 命題 1.15から，Q(ξ, Y ) = 0と Q(X,Y ) ∈ H は直ちに従う．残り

は Q(X, ξ) = 0だが，g(Q(X+, ξ), Y±) = 0を示せば十分である．まず，

g(Q(X+, ξ), Y−) = g(∇T
ξ JX+, Y−)− g(J∇T

ξ X+, Y−)

= ig(∇T
ξ JX+, Y−)− ig(∇T

ξ X+, Y−) = 0
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となる．次に，命題 1.15の ωβ̄
α(ξ) = 0から g(∇T

ξ X+, Y+) = 0が成り立つこ

とより，

g(Q(X+, ξ), Y+) = g(∇T
ξ JX+, Y+) + g(∇T

ξ X+, JY+)

= 2ig(∇T
ξ X+, Y+) = 0

が示される．

(2) から (4) は Q がテンソルであることと命題 1.15 を用いることで示さ

れる．

この命題より，丹野テンソルは

Q ∈ Γ(H+ ⊗H− ⊗H− +H− ⊗H+ ⊗H+) (1.13)

とみなせる．これと再び命題 1.16を用いることで次がいえる．

系 1.17. ベクトル場X と Y について，次が成り立つ．

(1) g(Q(X,Y ), Z) + g(X,Q(Z, Y )) = 0

(2) g(Q(X,Y ), Z) + g(Q(Y, Z), X) + g(Q(Z,X), Y ) = 0

これらより，丹野テンソルを擬エルミート枠枠で表示に関する次の結果を

得る．

系 1.18. 丹野テンソルは

Q =
∑

Qα
β̄γ̄ξα ⊗ θβ̄ ⊗ θγ̄ +

∑
Qᾱ

βγξᾱ ⊗ θβ ⊗ θγ (1.14)

と表示され，その係数はQᾱ
βγ = Qα

β̄γ̄
と

Qα
β̄γ̄ +Qβ

ᾱγ̄ = 0, (1.15)

Qα
β̄γ̄ +Qβ

γ̄ᾱ +Qγ

ᾱβ̄
= 0 (1.16)

を満たす．

以上より，丹野接続とはリーマン計量やトーションとは相性がよいが，擬

概複素構造に関しては相性が悪い接続といえる．また，丹野テンソルが消え

る条件に関しては次の命題がある．

命題 1.19. Q = 0となるための必要十分条件は，J が可積分になることで

ある．

証明. 命題 1.16より示される．
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次に，丹野接続のエルミート部分に着目してみる．丹野接続 ∇T
XY の H+

部分は，

(∇T
XY+)H+

=
1

2

(
∇T

XY+ − iJ∇T
XY∗

)
= ∇T

XY+ − 1

2

(
∇T

XY+ + iJ∇T
XY+

)
= ∇T

XY+ − 1

2
J
(
−J∇T

XY+ +∇T
XJY+

)
= ∇T

XY+ − 1

2
J(∇T

XJ)(Y+)

= ∇T
XY+ − 1

2
JQ(Y+, X)

と計算される．同様にして，

(∇T
XY−)H− = ∇T

XY− − 1

2
JQ(Y−, X)

が成り立つ．以上より，∇T
XY の ξ方向とH± 方向は, 次のように表される．(∇T

XY )0 0 0

0 (∇T
XY )+ 0

0 0 (∇T
XY )−



=

∇T
X(θ(Y )ξ) 0 0

0 ∇T
XY+ 0

0 0 ∇T
XY−



=

X(θ(Y ))ξ 0 0

0 ∇T
XY+ − 1

2JQ(Y+, X) 0

0 0 ∇T
XY− − 1

2JQ(Y−, X)


= ∇T

XY − 1

2
JQ(Y,X). (1.17)

特に JQ ∈ Γ(T ∗M ⊗ End(TM))であるから，(1.17)は接続になる．

定義 1.20. 接触リーマン多様体の接続∇hT を

∇hT
X Y = ∇T

XY − 1

2
JQ(Y,X)

とする．∇hT をエルミート丹野接続という.

エルミート丹野接続にも命題 1.14に対応する次の命題が成り立つ．

命題 1.21. エルミート丹野接続∇hT は以下を満たす．

∇hT θ = 0, ∇hT g = 0, ∇hTJ = 0,

T (X+, Y+) =
1

4
[J, J ](X+, Y+), T (X+, Y−) = ig(X+, Y−),

τ ◦ J + J ◦ τ = 0.
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証明. 命題 1.14と命題 1.16から従う．例えば，

(∇hT
X θ)(Y ) = Xθ(Y )− θ(∇hT

X Y )

= Xθ(Y )− θ(∇T
XY ) +

1

2
θ(JQ(Y,X))

= (∇T
Xθ)(Y ) = 0

となる．他も同様である．

最後に，丹野接続とエルミート丹野接続の擬リッチ曲率と擬スカラー曲率

を紹介する．接続∇∗ (∗ = T, hT )の曲率を

F (∇∗)(X,Y ) = ∇∗
X∇∗

Y −∇∗
Y ∇∗

X −∇∗
[X,Y ] (1.18)

と表す．擬エルミート枠 (ξ, ξ1, . . . , ξn̄)について，

Ric∇
∗
(X,Y ) =

n∑
α=1

g(F (∇∗)(X,Y )ξα, ξᾱ), (1.19)

s∇
∗
=

n∑
α=1

Ric∇
∗
(ξα, ξᾱ) (1.20)

とし，Ric∇
∗
と s∇

∗
をそれぞれ擬リッチ曲率，擬スカラー曲率と呼ぶ1. 通常

のリッチ曲率とスカラー曲率は，それぞれ Ric(∇∗)と s(∇∗)で表す．擬リッ

チ曲率と擬スカラー曲率について次の関係がある．

命題 1.22 ([19]). 次が成り立つ．

Ric∇
hT

(ξα, ξβ̄) =
∑
ν

F (∇hT )νναβ̄

=
∑
ν

F (∇g)νναβ̄ −
∑
ν,µ

(1
4
Qµ̄

ναQ
µ

ν̄β̄
+ τ ν̄ατ

ν
β̄

)
+

2n+ 1

4
δαβ ,

Ric∇
hT

(ξα, ξβ) =
i

2

∑
ν

(∇hT
ξν̄ Q)β̄αν ,

Ric∇
hT

(ξα, ξ) =
∑
µ

(∇hT
ξµ̄ τ)

ᾱ
µ +

i

2

∑
ν,µ

τνµ̄Qᾱ
νµ,

Ric∇
T

(ξα, ξβ̄) = Ric∇
hT

(ξα, ξβ̄) +
1

4

∑
ν,µ

Qµ̄
ναQ

µ

ν̄β̄
,

Ric∇
T

(ξα, ξβ) = Ric∇
hT

(ξα, ξβ), Ric∇
T

(ξα, ξ) = Ric∇
hT

(ξα, ξ).

さらに，擬スカラー曲率について

s∇
T

= s∇
hT

+
1

4

∑
ν,µ

|Qµ̄
να|

が成り立つ．
1Ric∇

∗
と s∇

∗
ともに H+ で縮約したものである.
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命題 1.23 ([19]). 次が成り立つ．

Ric(∇hT )(ξα, ξβ̄) = Ric∇
hT

(ξα, ξβ̄)−
1

4

∑
ν,µ

Qᾱ
νµQ

β
µ̄ν̄ ,

Ric(∇hT )(ξα, ξβ) =
i

2

∑
ν

(∇hT
ξν̄ Q)β̄αν + i(n− 1)τ ᾱβ ,

Ric(∇hT )(ξα, ξ) =
∑
µ

(∇hT
ξµ̄ τ)

ᾱ
µ ,

Ric(∇T )(ξα, ξβ̄) = Ric(∇hT )(ξα, ξβ̄) +
1

4

∑
ν,µ

(
Qµ̄

ναQ
µ

ν̄β̄
−Qᾱ

νµQ
β
µ̄ν̄

)
,

Ric(∇T )(ξα, ξβ) = Ric(∇hT )(ξα, ξβ) +
i

2
(∇hT

ξν Q)ᾱνβ ,

Ric∇
T

(ξα, ξ) = Ric(∇hT )(ξα, ξ)−
i

2
τµν̄ Qᾱ

µν ,

s(∇T ) = s(∇hT ) = 2s∇
hT

.

1.3 標準複素スピン構造

接触リーマン多様体は，その構造から誘導される標準複素スピン構造をも

つ．ここでは，その標準複素スピン構造がどのように構成されるかを述べる．

詳しい説明は，Morgan [15]や Lawson-Michelsohn [12]を参照してほしい．

複素スピン群 Spinc2n とは

Spinc2n = Spin2n ⊗Z2
U(1) = Spin2n × U(1)/{±1} ⊂ Cl2n

である2．また，普遍被覆射 Ad : Spin2n → SO(2n)より，

Ad c : Spinc2n → SO(2n)× U(1), [a, z] 7→ (Ad(a), z2) (1.21)

が定まる．これより，複素スピン群は群 SO(2n)×U(1)の二重被覆群となる．

続いて，ユニタリー群と複素スピン群の関係について述べていく．まず，同

型 Cn ∼= R2n から誘導される包含射 ι : U(n) → SO(2n)によって，

ι× det : U(n) → SO(2n)× U(1), A 7→ (ι(A),det(A))

ができる．このとき，Jc : U(n) → Spinc2nを以下で定める．まず，A ∈ U(n)

の固有値と固有ベクトルに関して次のことがいえる．

• Aの固有値は，絶対値が 1より eiθ1 , . . . , eiθn と表せる．特に，detA =

ei
∑

θk である．

2複素スピン群自体は，任意の n で定義されるが，この論文では n が偶数の場合のみ使用す
るため，この場合に限って議論している．
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• 固有値 eiθk の固有ベクトルによる (p1, . . . , pn)は Cnのユニタリー枠と

できる．

これらより，jc(A) ∈ Spinc2n を[∏(
cos
(θk
2

)
+ sin

(θk
2

)
pk ◦ (Jpk)

)
, ei

∑ θk
2

]
(1.22)

と定める．ここで，J := ι(iIn)である．このとき，次の可換図式が成り立つ．

Spinc2n

Ad c

��
U(n)

jc
88ppppppppppp

ι×det
// SO(2n)× U(1)

(1.23)

特に，jc は ι× detの二重被覆射 Adc による持ち上げである．

この U(n)と Spinc2n の関係を，接触リーマン多様体M 上のエルミート束

H ⊂ TM に適用していく．

まず，H をランク 2nの実ベクトル束と見なすことで，H の正の正規直交

枠を集めた主束 SO(H)を得る．さらに，M は標準複素ライン束

K = {ω ∈ ∧n+1T ∗M c | X−⌋ω = 0 (X− ∈ H−)}

をもつ．この複素ライン束 K は，複素ベクトル束として K−1 = ∧n
CH とな

る．これらより，M 上の束射

ι× det : U(H) → SO(H)× U(K−1)

を得る．

次に，主 Spinc2n 束を Spinc(H) := U(H)×jc Spin
c
2n で定めると，束射

Φc
H : Spinc(H) → SO(H)× U(K−1),

[(A, a)] 7→ (A,detA).Ad c(a) (a ∈ Spinc2n)

が定まる．

最後に，TM = H ⊕Rξ より SO(TM) = SO(H)×cano SO(2n+1)となる

ことに気を付けると，Spin(TM) = Spin(H)×cano Spin(2n+ 1)によって,

Φc : Spinc(TM) → SO(TM)× U(K−1),

[(s, a)] 7→ Φc
H(s).Ad c(a) (a ∈ Spinc2n+1) (1.24)

が定まる．

定義 1.24. (1.24)で定まる複素スピン構造 (Spinc(TM),Φc)を, M の標準複

素スピン構造という．

15



この標準複素スピン構造からスピノール束 ̸Sc = Spin(TM)×∆c
2n+1

S2n+1

が定まる．このスピノール束に関して次の命題が成り立つ．

命題 1.25 ([22], [16]). 標準複素スピン構造のスピノール束 ̸Scは，次のクリ

フォード作用の対応を含めて，同型 ̸Sc ∼= ∧0,∗(Hc)∗ が成り立つ．ξA を擬エ

ルミート枠とすると，

ξα◦ ↔
√
2θᾱ∧, ξᾱ◦ ↔ −

√
2θᾱ∨,

ξ◦ ↔ (−1)q+1i on ∧0,q (Hc)∗

が成り立つ．

次にスピノール接続について述べる．スピノール接続は，M のレヴィ＝チ

ヴィタ接続と U(K−1)の接続から誘導された. U(K−1)の接続に関して次の

補題が成り立つ．

補題 1.26. エルミート丹野接続 ∇hT の H+ で縮約した
∑
ω(∇hT )αα は，

U(K−1)の接続になる．

この補題から誘導される ̸Sc上の接続を∇ ̸Sc

と表記する．また，エルミー

ト丹野接続∇hT は，J を不変に保つことから，∧0,∗Hcの接続に拡張される．

この意味で，命題 1.25の同型において，次の命題が成り立つ．

命題 1.27 ([16]). 命題 1.25の同型において，∇ ̸Sc

= ∇hT が成り立つ．
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2 フェファーマン空間

この章では，特に断らない限り接触リーマン多様体を (M2n+1, θ : ξ, g, J)

と表す．この章の目標は，M 上の主 S1束であるフェファーマン空間の構成と

その基本的な性質を議論することである．序論でも述べたが，このフェファー

マン空間は (2n+ 1, 1)型のローレンツ計量であるフェファーマン計量をもっ

ている．この章の参考文献として，Lee [13]，長瀬 [17]，Blair-Dragomir [4]

を挙げておく．

2.1 フェファーマン空間の定義

接触リーマン多様体M 上には標準的複素ライン束K が

K = {ω ∈ ∧n+1T ∗M c | X−⌋ω = 0 (X− ∈ H−)} (2.1)

で定められる．この射影を πK : K → M と表記する．ベクトル束としては

K ∼= ∧n(H∗
+)

∼= ∧n(H−)であるが，(2.1)で定めることで，K には次で定ま

る n+ 1形式 T をもつ．

Tω(X1, . . . , Xn+1) := ωπK(ω)(π
K
∗ (X1), . . . , π

K
∗ (Xn+1)). (2.2)

この T をK 上のトートジー形式と呼ぶ．

この複素ライン束K を用いて，M 上の主 S1 束 F (M)を

F (M) = K0/R>0 (2.3)

と定める．ここで，K0 = K\{0}であり，射影を π : F (M) →M とする．こ

の主 S1 束も，束としては次の同型をもつが，K から定まっていることが重

要である．

Kには，M の計量から標準的にエルミート計量が入る．そのエルミート計

量によってM 上の主 U(1)束 U(K)ができる． S1 = U(1) ⊂ Cとみなすこ
とで，F (M) ∼= U(K)となる．

さらに，F (M)は，主束として以下の特徴づけをもつ．まず，H1(M,S1)

は主 S1 束の同値類とみなすことができ，[F (M)] ∈ H1(M,S1)となる．ま

た，H はエルミート束より，第一種チャーン類 c1(H) ∈ H2(M,Z) が定ま
る．これらについて，完全系列 0 → Z → R → S1 → 1 から定まる同型

H2(M,Z) ∼= H1(M,S1)において，

[F (M)] = [c1(H)] (2.4)

が成り立つ．これは，ある F (M)上の接続の曲率を πで押し出した ω1と，あ

る K−1 ∼= ∧n(H+)の接続の曲率 ω2 が存在して，[ω1] = [ω2] ∈ H1M,Z)が
成り立つことを示せばよい．
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加えて，フェファーマン空間は，擬エルミート枠からできる局所自明化を

もつ．開集合 U ⊂M 上の擬エルミート枠に対して，

F (M)|U ∼= U × S1, [z.θx ∧ θ1x ∧ · · · ∧ θnx ] ↔ (x, z) (2.5)

とすれば，これらの変換関数は U(1) = S1に値をとり，F (M)の局所自明化

族である．上の (2.5)で得られる F (M)|U → S1 を zU と表す．

次に，F (M)上で重要なフェファーマン形式 σを導入する．そのためにい

くつの準備をしておく．

補題 2.1. 任意の ω ∈ K に対して，正値 λω が一意に存在して，

in
2

n!θ ∧ (ξ⌋ω) ∧ (ξ⌋ω̄) = λωθ ∧ (dθ)n

となる．特に，ω ∈ Γ(K)に対して，上を満たす λ ∈ C∞(M,R>0)が一意に

存在する．

証明. 擬エルミート枠の双対枠 (θ, θ1, . . . , θn̄)をとると，K の定義より，

ω = aθ ∧ θ1 ∧ · · · ∧ θn

と表される．よって，

θ ∧ (ξ⌋ω) ∧ (ξ⌋ω̄) = |a|2θ ∧ θ1 ∧ · · · ∧ θn ∧ θ1̄ ∧ · · · ∧ θn̄

= (−1)n(n−1)/2|a|2θ ∧ θ1 ∧ θ1̄ ∧ · · · ∧ θn ∧ θn̄

= in(n−1)|a|2θ ∧ θ1 ∧ θ1̄ ∧ · · · ∧ θn ∧ θn̄

となる．一方，dθ = i
∑n

α=1 θ
α ∧ θᾱ であるから，

(dθ)n = in
(∑

θα ∧ θᾱ
)

= inn!θ1 ∧ θ1̄ ∧ · · · ∧ θn ∧ θn̄

となる．以上より，λω = |a|2 となり，主張が示される．

この補題より，包含写像 ιθ : F (M) → K が

[ω] 7→ 1

λω
ω (2.6)

で定まる．この写像で引き戻したK 上のトートジー形式を

Z = ι∗θT ∈ Γ(∧n+1T ∗F (M)c) (2.7)

と表す．今，それぞれの関係は，

F (M)

π

��

ιθ // K

πK

��

Z T
ι∗θoo

M M
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となっている．この可換図式より，Z は擬エルミート枠の双対枠を用いて，

Z = zU .π
∗(θ) ∧ π∗(θ1 ∧ · · · ∧ θn) (2.8)

と表示される．また，π∗θは F (M)上の 1形式より，Z から π∗θの引いた

ρ := zU .π
∗(θ1 ∧ · · · ∧ θn) (2.9)

は F (M)上の n形式になる．

命題 2.2 ([17]). 以下を満たす F (M)上の 1形式 σが一意に存在する．

dZ = i(n+ 2)σ ∧ Z + zU .π
∗WU ,

σ ∧ dρ ∧ ρ̄ = tr(dσ)iσ ∧ (π∗θ) ∧ ρ ∧ ρ̄.

ここで，WU とは，

W =
i

2
θ ∧

∑
(−1)αθ1 ∧ · · · ∧

(
Qα

β̄γ̄θ
β̄ ∧ θγ̄

)
∧ · · · ∧ θn

で定まるM 上の n+2形式である．また trとは，Φ = i
∑

Φαβ̄π
∗θα∧θβ̄+ · · ·

に対して，trΦ =
∑

Φαᾱ とするものである．

定義 2.3. 命題 2.2で定まるF (M)上の 1形式 σをフェファーマン形式という．

次に，フェファーマン形式の性質を述べていく．局所表示 (2.5)について，

zU に多価関数 log : S1 → Rを合成した φU = log ◦zU も多価関数になる．し
かし，差が定数より外微分 dφは一価関数になる．また，値域を [0, 2π)とす

ることで，局所的に

F (M)|U ∼= U × [0, 2π), [ωx] 7→ (x, φ([ω])) (2.10)

と表すことができる．

命題 2.4 ([17]). フェファーマン形式 σの擬エルミート枠による局所表示は

σ =
1

n+ 2

{
dφU + π∗(iω(∇hT )αα − s∇

hT

s(n+ 1)
θ
)}

となる．

次に，フェファーマン形式によって F (M)に接続が入ることを述べる．一

般に，主G束 P の接続A ∈ Γ(T ∗F (M))⊗ gとは，次の２条件を満たすもの

である．

• X ∈ gによる基本ベクトル場X♯ に対して，P (X♯) = X となる．

• R∗
gA = Adg−1 A，つまりY ∈ TpPに対して，Ap.g(Rg∗Y ) = Adg−1(AY )

を満たす．
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今，F (M)は可換群 S1の主束であるから，同一視 u(1) = iRより，F (M)

の接続は iΓ(T ∗F (M))の元になる．

命題 2.5 ([17]). i(n+2)σは主 S1束 F (M)の接続になる．また，この曲率は

iπ∗(iRic∇hT

− d(s∇
hT

θ)

2(n+ 1)

)
∈ iΓ(∧2T ∗F (M)) (2.11)

となる．

この接続より，接束は水平分布Hと垂直分布 V に分解され，H ∼= π∗TM

となる ([11])．その水平リフトを π∗
Hと表す．さらに，i(n+2) ∈ u(1)の基本

ベクトルを Σと表せば，V = RΣ となる3．よって，接束は

TF (M) = H⊕ V

= π∗
HTM ⊕ RΣ

= π∗
HH ⊕ R2

π∗
Hξ,Σ (2.12)

と表示される．

ここで，(0, 2)テンソル hを

h = π∗g|H + 2(π∗θ ⊗ σ + σ ⊗ π∗θ)　 (2.13)

と定める．これは (2n+1, 1)型のローレンツ計量になる．実際，(2.12)より，

M の局所枠 (e1, . . . , e2n, e2n+1 = ξ)を水平方向に持ち上げあることで，フェ

ファーマン空間の接束の局所枠

π∗
He1, . . . , π

∗
He2n, π

∗
Hξ, Σ (2.14)

が得られる．さらに，この後半部分をねじった局所枠

π∗
He1, . . . , π

∗
He2n,

π∗
Hξ +Σ

2
,
π∗
Hξ − Σ

2
(2.15)

が hの (2n+ 1, 1)型正規直交枠になることが，簡単な計算より示される．

定義 2.6. (2.13)で定まるローレンツ計量をフェファーマン計量といい，組

(F (M), h)をフェファーマン空間と呼ぶ．

最後に，フェファーマン空間の重要な性質である CR共形不変性について

述べてる．

まず，CR共形変換後 (M 7→ M̃)の F (M̃)は，局所的に

[zθ̃ ∧ θ̃1 ∧ · · · ∧ θ̃n] = [ze(n+2)fθ ∧ θ1 ∧ · · · ∧ θn]

= [zθ ∧ θ1 ∧ · · · ∧ θn]

と計算されることより，F (M̃) = F (M)と同一視される．今，変換前を hθ，

変換後を hθ̃ と表すことにする．

命題 2.7 ([4], [17]). フェファーマン計量はCR共形変換において，hθ̃ = e2fhθ

となる．特に，CR共形変換で共形変換する．
3Σ は σ で正規化したものである．つまり，σ(Σ) = 1.
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2.2 フェファーマン空間の性質

フェファーマン空間 (F (M), h)には，そのフェファーマン計量よりレヴィ＝

チヴィタ接続∇h が定まった．特に，リーマン計量の場合と同様にして，計

量とカッコ積で，

h(∇h
XY, Z) = Xh(Y, Z) + Y h(Z, Y )− Zh(Y,X)

h([X,Y ], Z)− h([Y, Z], X) + h([Z,X], Y ) (2.16)

で定まった．また，

F(σ) :=
i

n+ 2

(
Ric∇

hT

+
id(s∇

hT

θ)

2(n+ 1)

)
∈ Γ(∧2T ∗M) (2.17)

としておく．これを用いると，接続 i(n+ 2)σの曲率は i(n+ 2)π∗F(σ)と表

される（命題 2.5）． また，カッコ積について次の補題が成り立つ．

補題 2.8 ([11], [17]). X,Y ∈ Γ(TM)について，

[π∗
HX,π

∗
HY ] = π∗

H[X,Y ]−F(σ)(X,Y )Σ (2.18)

となる．

命題 2.9 ([17]). F (M)のベクトル場X,Y と z ∈ U(1)について，

Rz∗∇h
XY = ∇h

Rz∗XRz∗Y (2.19)

が成り立つ．

この命題より，レヴィ=チヴィタ接続∇hは π : F (M) →M で押し出すこ

とで底空間M 上の接続になる．つまり，M 上のベクトル場X,Y について，

(π∗∇h)XY := π∗(∇h
π∗
HXπ

∗
HY ) (2.20)

が接続になる．さらに，擬エルミート枠を用いると，F (M)の接続∇h は底

空間M のエルミート丹野接続∇hT を用いて表すことができる．

命題 2.10 ([17]). (π∗∇h) はトーションフリーとなり，M 上のベクトル場

X,Y について，

(π∗∇)XY = ∇hT
X Y +

1

2
g(X, JY )ξ + θ(Y )τ(X)− θ(X)

(
Fσ(Y ) + F(Y, ξ)ξ

)
− θ(Y )

(
Fσ(X) + F(σ)(X, ξ)ξ

)
(2.21)

となる．ここで，Fσ(X)とは，g(Y,Fσ(X)) = F(σ)(Y,X)で定まるベクト

ル場である．
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次に，局所表示の関係を紹介する．まず，擬エルミート枠 (ξ0 = ξ, ξ1, . . . , ξn̄)

によるエルミート丹野接続の接続形式を ∇hT ξB =
∑
ξA · ω(∇hT )BA とし，

F (M)の枠 (W1, . . . ,W2n+2) = (π∗
Hξ1, . . . , π

∗
Hξn̄, π

∗
Hξ,Σ)によるレヴィ＝チ

ヴィタ接続∇h の接続形式を∇hWB =
∑
WA · ω(∇h)BA と表す．

命題 2.11 ([17]). (1) ω(π∗∇h)AB に関して以下が成り立つ．

ω(π∗∇h)αβ = ω(∇T )αβ + F(σ)(ξβ , ξᾱ)θ,

ω(π∗∇h)ᾱβ = ω(∇T )ᾱβ + F(σ)(ξβ , ξα)θ,

ω(π∗∇h)0β =
i

2
θβ̄ ,

ω(π∗∇h)ᾱ0 = −
∑
γ

F(σ)(ξᾱ, ξγ)θ
γ −

∑
γ

(
F(σ)(ξᾱ, ξγ̄)− ταγ̄

)
θγ̄

− 2F(σ)(ξᾱ, ξ)θ,

ω(π∗∇h)00 = 0.

(2) ω(∇h)に関して次が成り立つ．

ω(∇h)αβ = π∗ω(π∗∇h)αβ + iδαβσ, ω(∇h)ᾱβ = π∗ω(π∗∇h)ᾱβ ,

ω(∇h)2n+1
β = π∗ω(π∗∇h)0β , ω(∇h)ᾱ2n+1 = π∗ω(π∗∇h)α0 ,

ω(∇h)2n+2
β = −1

2
π∗ω(π∗∇)β0 , ω(∇h)α2n+2 = −2π∗ω(π∗∇h)0α,

ω(∇h)2n+1
2n+1 = ω(∇h)2n+2

2n+1 = ω(∇h)2n+1
2n+2 = ω(∇h)2n+2

2n+2 = 0.

上の命題から∇h を∇hT を用いると次のように表せる．

系 2.12. 局所枠において次がいえる．

ω(∇h)αβ = π∗(ω(∇T )αβ + F(σ)(ξβ , ξᾱ)θ
)
+ iδαβσ,

ω(∇h)ᾱβ = π∗(ω(∇T )ᾱβ + F(σ)(ξβ , ξα)θ
)
,

ω(∇h)2n+1
β =

i

2
π∗θβ̄ ,

ω(∇h)ᾱ2n+1 = −π∗(∑
γ

F(σ)(ξᾱ, ξγ)θ
γ
)
− π∗

∑
γ

(
F(σ)(ξᾱ, ξγ̄)− ταγ̄

)
θγ̄

− 2π∗(F(σ)(ξᾱ, ξ)θ
)
,

ω(∇h)2n+2
β =

1

2
π∗(∑

γ

F(σ)(ξα, ξγ̄)θ
γ
)
+

1

2
π∗
∑
γ

(
F(σ)(ξᾱ, ξγ̄)− ταγ̄

)
θγ̄

+ π∗(F(σ)(ξᾱ, ξ))θ
)
,

ω(∇h)α2n+2 = iπ∗θα,

ω(∇h)2n+1
2n+1 = ω(∇h)2n+2

2n+1 = ω(∇h)2n+1
2n+2 = ω(∇h)2n+2

2n+2 = 0.
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3 ローレンツスピン幾何

ここではローレンツスピン幾何について説明していく．スピン幾何の基本

的な事柄は，[12]，[1]，[15]，[7]に詳細に載っている．特にディラック作用素

やペンローズ作用素については，[7]と [9]に包括的にまとまっている．

3.1 ローレンツ計量とローレンツスピン構造

実ベクトル空間 V m+1 のローレンツ計量 ηとは，ある基底 (e1, . . . , em+1)

で

η = (e1)2 + · · ·+ (en)2 − (em+1)2 (3.1)

と表される２次形式である．今後，ローレンツ計量といえば，η のことを意

味するものとする．

ローレンツ計量の直交群 O(V, η)と特殊直交群 SO(V, η)は，それぞれ

O(V, η) := {A ∈ GL(V ) | η(Av) = η(v) (v ∈ V )},

SO(V, η) := O(V, η) ∩ SL(V, η)

で与えられる．また，Rm,1の直交群と特殊直交群を O(m, 1)と SO(m, 1)と

表すことにする．一般のローレンツ空間 V は，直交基底を取ることで，等長

同型 V ∼= Rm,1となる．特に，直交群や特殊直交群は，O(m, 1)と SO(m, 1)

と同型になる．

直交群O(m, 1)は，包含O(m, 1) ⊂ GL(m+1)より，行列の極分解を用い

ることで，

O(m, 1) ∼=

(
O(m) O

O ±1

)
×
(
H+(m+ 1) ∩O(m, 1)

)
となる．ここで，H+(m + 1) は対称かつ正定値な行列全体である．右辺の

H+(m+ 1) ∩O(m, 1)については次の命題が成り立つ．

命題 3.1.

H+(m+ 1) ∩O(m, 1)

=

{(
A b
tb d

)
∈M(m+ 1)

∣∣∣∣∣ A = tA ∈M(m), b ∈ Rm,

d2 = tbb+ 1, A2 = 1 + btb, Ab = db

}

特に，H+(m+ 1) ∩O(m, 1) ∼= Rm となる．

また，H+(m+ 1) ⊂ GL+(m+ 1)より，次が成り立つ．
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系 3.2.

SO(m, 1) ∼=

(
±SO(m) O

O ±1

)
×
(
H+(m+ 1) ∩O(m, 1)

)
.

式中の ±は符号同順である．

系 3.3. O(m, 1)の連結成分は４つで，SO(m, 1)の連結成分は２つである．

系 3.4. SO(m, 1)の連結成分のうち恒等射をもつものを SO0(m, 1)とする

と，その基本群は π1(SO0(m, 1)) = Z2 となる．

次に，SO(m, 1)の被覆射であるローレンツスピン群 Spin(m, 1)について

述べていく．Spin(m, 1)は，クリフォード代数 Clm,1 を用いて，

Spin(m, 1) = {v1 ◦ · · · ◦ v2n | vk ∈ Rm,1, η(vk) = ±1} (3.2)

と定める．ただし，Rm,1 ⊂ Cl(m, 1)であり，◦はクリフォード作用である．
また，

Ad : Spin(m, 1) → SO(m, 1),

a 7→ (v 7→ a ◦ v ◦ a−1) (3.3)

は二重被覆射である．特に，系 3.4より，Spin0(m, 1)は SO0(m, 1)の普遍被

覆群になる．

クリフォード代数の既約表現から誘導される Spin(m, 1)の表現をローレン

ツスピン表現と呼ぶ．ローレンツスピン群がコンパクトリー群であることか

ら，表現空間にはエルミート計量が入り，ローレンツスピン表現は

∆m,1 : Spin(m, 1) → U(Sm,1) (3.4)

と表される．

最後に，多様体上のローレンツスピン構造について簡単に復習する．ロー

レンツ計量をもつ有向多様体Mm,1 = (Mm+1, g)を考える．各点 xでは

SOx(M, g) = {(e1, . . . , em+1) | (TxM, gx)の正の正規直交枠 }

が定まり，これより

SO(M, g) =
∪

x∈M

SOx(M, g)

が定まる．

定義 3.5. 主ローレンツスピン束 Spin(M, g) と束写像 Φ : Spin(M, g) →
SO(M, g)が存在して，a ∈ Spin(m, 1)に対して，

Φ(p.a) = Φ(p).Ad(a)

が成り立つとする．このとき，(Spin(M, g),Φ)をスピン構造といい，スピン

構造が付随している多様体をスピン多様体と呼ぶ．
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スピン多様体 Mm,1 には，ローレンツスピン表現 ∆m,1 : Spin(m, 1) →
GL(Sm,1)から

̸S = Spin(M)×∆m,1 Sm,1

が定まる．また，クリフォード束

Cl(M) := SO(M, g)×cano Cln
= Spin(M, g)× Cln

より，スピノール束 ̸S はクリフォード作用

◦ : Γ(Cl(M))× Γ(̸S) → Γ(̸S), (a, s) 7→ a ◦ s

をもつ．特に，TM ⊂ Cl(M)であり，任意のクリフォード作用は局所的には

TM の作用から定まるに注意しておく．

この ̸S には，(3.4)より標準的なエルミート計量が入る．さらに，計量と

整合性を持つ接続は，スピン構造の束写像によって，スピノール束に接続を

誘導させる．特に，レヴィ＝チヴィタ接続から誘導される接続をスピン接続

と呼ぶ．

3.2 クリフォード表現とスピノール束

ローレンツ計量の正の符号が奇数の場合，クリフォード表現は特殊な分解

をもつ．ここではそのクリフォード表現の分解について議論する．ただし，正

の符号が偶数の場合にも，同様な議論をすることができる．クリフォード代

数の一般的な表現としては Lawson–Michelsohn [12]を参照してほしい．こ

こで扱うローレンツ型のクリフォード代数の表現については，Baum [5]と長

瀬 [16]を参考にしている．以下では，ローレンツ計量の符号を (2n+1, 1)と

する．

クリフォード代数 Cl(2n+ 1, 1)は

Cl(2n+ 1, 1) = Cl(2n, 0)⊗ Cl(1, 1),

ei ↔


ei ⊗ e1 ◦ e2 i ≤ 2n,

1⊗ e1 i = 2n+ 1,

1⊗ e2 i = 2n+ 2

(3.5)

と分解される．ただし，ei は正規直交枠である．この分解より, クリフォー

ド代数 Cl(2n + 1, 1) の既約表現 S2n+1,1 は，Cl(2n, 0) の既約表現 S2n,1 と

Cl(1, 1)の既約表現 S1,1 を用いて，

S2n+1,1 = S2n,0 ⊗ S1,1 (3.6)
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となる．加えて，同型 (3.5)では，

ine1 ◦ · · · ◦ e2n+2 ↔ ine1 ◦ · · · ◦ e2n ⊗ (e1 ◦ e2)2n+1

= ine1 ◦ · · · ◦ e2n ⊗ e1 ◦ e2 (3.7)

が成り立つ．これは，ωc
p,q = i[(p+1−q)/2]e1 ◦ · · · en と定めると，ωc

2n+1,1 ↔
ωc
2n,0 ⊗ ωc

1,1 と表される
4．

一方，(ωc
∗)

2 = 1 (∗ = (2n+ 1, 1), (2n, 0), (1, 1))より，各表現空間は

S2n+1,1 = S+
2n+1,1 ⊕ S−

2n+1,1,

S±
2n+1,1 = {ϕ ∈ S2n+1,1 | ωc

2n+1,1ϕ = ±ϕ}, (3.8)

S2n,0 = S+
2n,0 ⊕ S−

2n,0,

S±
2n,0 = {ϕ ∈ S2n,0 | ωc

2n,0ϕ = ±ϕ}, (3.9)

S1,1 = S+
1,1 ⊕ S−

1,1,

S±
1,1 = {ϕ ∈ S1,1 | ωc

1,1ϕ = ±ϕ} (3.10)

と分解する．この分解を用いることで，表現空間は，さらに

S2n+1,1 = S+
2n+1,1 ⊕ S−

2n+1,1

=
(
S+
2n,0 ⊗ S+

1,1 ⊕ S−
2n,0 ⊗ S−

1,1

)
⊕
(
S+
2n,0 ⊗ S−

1,1 ⊕ S−
2n,0 ⊗ S+

1,1

)
=
(
S+
2n,0 ⊕ S−

2n,0

)
⊗ S+

1,1 ⊕
(
S+
2n,0 ⊕ S−

2n,0

)
⊗ S−

1,1

∼=
(
S+
2n,0 ⊕ S−

2n,0

)
⊕
(
S+
2n,0 ⊕ S−

2n,0

)
= S2n,0 ⊕ S2n,0 (3.11)

と表される．４つ目の等式で dimS±
1,1 = 1を用いている．

次にこの分解によってクリフォード作用がどのように変わるかをみていく．

まず，表現 ρ1,1 : Cl(1, 1) → S1,1 は，S1,1 = C2 かつ

ρ(e1) = σ1 =

(
0 1

−1 0

)
, ρ(e2) = σ2 =

(
−1 0

0 1

)
, (3.12)

ρ(e1 ◦ e2) = −σ3 =

(
0 1

1 0

)
(3.13)

と表される5．今，e1 ◦ e2 = −σ3 の固有値 ±1の固有ベクトル v± として

v± =
1√
2

(
1

±1

)
(3.14)

をとることができる．表現空間 S1,1 は

S1,1 = S+
1,1 ⊕ S−

1,1, S±
1,1 = spanC⟨v±⟩ (3.15)

4ωc
∗ は正規直交基底の取り方によらない．また，(ωc

∗)
2 = 1 を満たす．

5σ1, σ2, σ3 はパウリ行列．

26



と表される．σ1(v±) = ±v∓, σ2(v±) = −v∓ となることに注意する．こ
れよりスピノール表現の分解 (3.11)において，ei ∈ Cl(2n+, 1)の (ϕ, ψ) ∈
S2n ⊕ S2n への作用は，

ei ◦ (ϕ, ψ) =


(ei ◦ ϕ, ei ◦ ψ) i ≤ 2n,

(−ψ, ϕ) i = 2n+ 1,

(−ψ,−ϕ) i = 2n+ 2

(3.16)

となる．ここで，ei ◦ ϕは Cl(2n, 0)の作用である．

3.3 ディラック作用素とペンローズ作用素

ローレンツスピン多様体 (M, g)上のスピノール束 ̸Sには，スピノール接続

∇ ̸S : Γ( ̸S) → Γ(T ∗M ⊗ ̸S)

があることは既に述べた．計量 g による同一視 T ∗M ∼= TM によって，∇ ̸S

の値域を Γ(TM ⊗ ̸S)とみなせる 一方，TM ⊂ Cl(M)より，クリフォード

作用 ◦によって，束写像

µ : TM ⊗ ̸S → ̸S, X ⊗ s 7→ X ◦ s

ができる．さらに，この束写像から束の短完全系列

0 → kerµ
ι−→ TM ⊗ ̸S µ−→ ̸S → 0

ができる．今， ̸S には標準的なエルミート計量が入っていた．これと計量 g

によって TM ⊗ ̸Sには計量が入り，TM ⊗ ̸Sから kerµへの直交射影 pがで

きる．この pは p ◦ ι = 1であり，分解

TM ⊗ ̸S ∼= ̸S ⊕ kerµ, φ 7→ (µ(φ), p(φ))

を与える．

定義 3.6. D ̸S := µ◦∇ ̸Sをディラック作用素，P ̸S := p◦∇ ̸Sをペンローズ作用

素と呼ぶ．ここで，◦は写像の合成である．また，φ ∈ Γ( ̸S)のうち, D ̸Sφ = 0

となるものを調和スピノールといい，P ̸Sφ = 0となるものをトゥイスタース

ピノールという．

ディラック作用素とペンローズ作用素の関係は次の可換図で表すことがで

きる．
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Γ( ̸S)

Γ(̸S)
∇ ̸S
//

D ̸S ..

P ̸S 00

Γ(T ∗M ⊗ ̸S)
g

Γ(TM ⊗ ̸S)

µ
88ppppppppppp

p
&&NN

NNN
NNN

NNN

Γ(kerµ)

次に，ディラック作用素とペンローズ作用素の枠表示を述べる．

Mm,1 の正規直交枠を (e1, · · · , em, em+1)で表し，ϵij を

ϵij = ei(ej) =


1 i = j ≤ m,

−1 i = j > m,

0 その他

とする．さらに，ϵi = ϵii とする．gによって，ei ↔ ϵie
i と表せることより，

定義から

D ̸S =
∑

ϵiei ◦ ∇ ̸S
ei

と表せることがわかる．また，束の射影 pが

p(X ⊗ s) = X ⊗ s+
1

n

∑
ϵiei ⊗ ei ◦X ◦ s

であることより，

P ̸S = p
(∑

i

ϵiei ⊗∇ ̸S
ei

)
=
∑
i

ϵip
(
ei ⊗∇ ̸S

ei

)
=
∑
i

ϵi
(
ei ⊗∇ ̸S

ei +
1

n

∑
j

ϵjej ⊗ ej ◦ ei ◦ ∇ ̸S
ei

)
=
∑
i

ϵiei ⊗∇ ̸S
ei +

1

n

∑
j

ϵjej ⊗ ej ◦D ̸S

=
∑
i

ϵiei ⊗
(
∇ ̸S

ei +
1

n
ei ◦D ̸S)

となる．この表示より，任意の iで(
∇ ̸S

ei +
1

n
ei ◦D ̸S)φ = 0 (3.17)

となることが，φがトゥイスタースピノールになる同値条件であることがわ

かる．さらに，トゥイスタースピノールの同値条件として次がいえる．

補題 3.7. φ ∈ Γ(̸S)について，以下は同値である．
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(1) φはトゥイスタースピノールである．

(2) ある ψ ∈ Γ(̸S)が存在して，|g(X,X)| = 1となるベクトル場X について

g(X,X)X ◦ ∇ ̸S
Xφ = ψとなる．

(3) ある ψ ∈ Γ(̸S)が存在して，任意の iで ϵiei ◦ ∇ ̸S
eiφ = ψとなる．

証明. (1) ⇒ (2) : X =
∑
Xiei と表す．(3.17)より，

0 =
∑

XiX ◦
(
∇ ̸S

ei +
1

n
ei ◦D ̸S)φ

= X ◦ ∇ ̸S
Xφ+

1

n
X ◦X ◦D ̸Sφ　

= X ◦ ∇ ̸S
Xφ− g(X,X)

n
D ̸Sφ

となる．よって，ψ = 1
nD

̸Sφとおけばよい．

(2) ⇒ (3) は明らか．残りは (3) ⇒ (1) を示せばよい．(3) を i に関して

和をとれば D ̸Sφ = nψ を得，また (3) の両辺に −ei を作用させることで，
∇ ̸S

eiφ = −ei ◦ ψを得る．よって，(
∇ ̸S

ei +
1

n
ei ◦D ̸S)φ = −ei ◦ ψ +

1

n
ei ◦ (nψ) = 0

となる．

最後に，有名なリヒネロビッチの定理を紹介する．

命題 3.8.

(D ̸S)2 = −
∑

ϵi

(
∇ ̸S

ei∇
̸S
ei −∇ ̸S

∇g
ei

ei

)
+
s(∇g)

4
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4 フェファーマン空間のローレンツスピン幾何

この節では，今までの議論を踏まえて，フェファーマン空間上のローレン

ツスピン幾何を議論する．まず，フェファーマン空間には標準ローレンツス

ピン構造が入ることを述べ，その後にトゥイスタースピノールについて論じ

ていく．

我々の議論に入る前に，先行研究との違いを明確にしておく．フェファー

マン空間上のローレンツスピン幾何の先行研究として，Baumの研究がある．

彼女の研究と我々の研究は類似している点もあるが，大きく異なる点がある．

その最も大きな点は，彼女の研究では接触リーマン多様体にスピン構造を仮

定している点である．我々の研究では，その仮定を課せずに議論している．ま

た，彼女の研究では田中・ウェブスター接続を用いているが，我々はエルミー

ト丹野接続を用いている．Baumの研究は最後に紹介することにする．

この節では，接触リーマン多様体を (M2n+1, θ : ξ, g, J)と表す．

4.1 標準ローレンツスピン構造

4.1.1 標準ローレンツスピン構造

フェファーマン空間の接束 TF (M)は, 計量を含めて

(TF (M), h) = (π∗
HH,π

∗g|H)⊕ (Rπ∗
Hξ,Σ, h

e) (4.1)

と分解された．ここで，hc = π∗θ⊗σ+σ⊗π∗θである．また，π∗
HJ := π∗

H◦J◦π∗
によって，π∗

HH はエルミート束 (π∗
HH,π

∗
HJ, π

∗g|H)になる．よって，π∗
HH

は標準複素スピン構造をもつ．この標準複素スピン構造は，π∗K−1を用いて，

Φc : Spinc(π∗
HH) → SO(π∗

HH)× U(π∗K−1) (4.2)

と表される．

加えて，エルミート束 π∗
HH に関して次の補題が成り立つ．

補題 4.1. π∗
HH の第一種チャーン類は c1(π

∗
HH) = 0となる．

証明. まず，c1(π∗
HH) = c1(∧nπ∗

HH) = c1(π
∗K)である．また，次のトム・

ギジン完全系列が成り立つ．

· · · → H0(M,Z) f−→ H2(M,Z) π∗

−→ H2(F (M),Z) → · · · (4.3)

ここで，f はカップ積⌣を用いて f(a) = a ⌣ c1(K)で表される．これより

c1(π
∗
HH) = c1(π

∗K) = (π∗f)(1) = 0 (4.4)

となる．
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この補題より，エルミート枠を集めた主束 U(π∗
HH)は，以下のようにして

主 SU(2n)束に簡約する．射影 p : TF (M) → F (M)と (2.10)の合成を

ΘU := φU ◦ p : TF (M)|π−1(U) → [0, 2π) (4.5)

とする．これを用いて，擬エルミート枠を持ち上げた π∗
Hξα を

ξFα := π∗
Hξα · e−iΘU/n, ξFᾱ = ξFα (4.6)

と定める．特に，(H, J) ∼= H+より，ξF· はHの局所枠と見なせる．これより

SU(π∗
HH) =

∪
ξF· · SU(n) (4.7)

とする．これは U(π∗
HH) ⊃ SU(π∗

HH)となる．また，次の可換図式が成り

立つ．
Spin2n

Ad c

��
SU(n)

j
88qqqqqqqqqq

ι×det
// SO(2n)× 1

(4.8)

また，SO(π∗
HH) = SU(π∗

HH)× SO(2n)である．これより，

Spin(π∗
HH) := SU(π∗

HH)×j Spin2n, (4.9)

Φ1 : Spin(π∗
HH) → SO(π∗

HH) (4.10)

が定まる．さらに，(R2
π∗
Hξ,Σ, h

e)はローレンツ計量を持つ自明束であるから，

Spin2 の自明束を Spin(R2
ϕξ,Σ)より

Φ2 : Spin(R2
π∗
Hξ,Σ) → SO(Rs, he) (4.11)

を得る．これらと，SO(TF (M)) = (SO(π∗
HH)×SO(R2

π∗
Hξ,Σ))×canoSO0(2n+

1, 1)と表されることから，

Spin(TF (M)) := (Spin(π∗
HH)× Spin(R2))×cano Spin0(2n+ 1, 1), (4.12)

Φ : Spin(TF (M)) → SO(TF (M)),

[(s1, s2), a] 7→ [Φ1(s1),Φ2(s2)].Ad(a) (4.13)

で定まる (Φ,Spin(TF (M)))は F (M)のローレンツスピン構造になる．

定義 4.2. 上の式 (4.12)と (4.13)から定まる (Φ,Spin(TF (M))をフェファー

マン空間の標準ローレンツスピン構造と呼ぶ．
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4.1.2 スピノール束とクリフォード作用

ローレンツスピン多様体 (F (M), h)上で考える（[16]，[20]）．分解TF (M) =

π∗
HH ⊕R2

π∗
Hξ,Σの各成分に制限すると，π

∗
HH のスピン構造 (4.10)と R2

π∗
Hξ,Σ

のスピン構造 (4.11)を得た．さらに，各 ωc
∗ はそれぞれのスピノール束で大

域的切断になっることに気を付けると，表現空間の分解と同様に, スピノー

ル束は

̸S(TF (M)) = ̸S+(TF (M))⊕ ̸S−(TF (M)),

̸S±(TF (M)) = {ϕ ∈ Γ(̸S(TF (M))) | ωc
2n+1,1ϕ = ±ϕ}, (4.14)

̸S(π∗
HH) = ̸S+(π∗

HH)⊕ ̸S−(π∗
HH),

̸S±(π∗
HH) = {ϕ ∈ Γ(̸S(π∗

HH)) | ωc
2n,0ϕ = ±ϕ}, (4.15)

̸S(R2
π∗
Hξ,Σ) = ̸S+(R2

π∗
Hξ,Σ)⊕ ̸S−(R2

π∗
Hξ,Σ),

̸S±(R2
π∗
Hξ,Σ) = {ϕ ∈ Γ(̸S(R2

π∗
Hξ,Σ)) | ωc

1,1ϕ = ±ϕ} (4.16)

と分解される．特に，̸S±(∗)は F (M)上のベクトル束になっている．よって，

(3.11)と同様にして，

̸S(TF (M)) ∼= ̸S(π∗
HH)⊕ ̸S(π∗

HH) (4.17)

と分解されることがわかる．また，π∗
HHがエルミート束であったから，π

∗
HK

−1 =

∧n
Cπ

∗
HH に気を付けると，̸S(π∗

HH) = ∧0,∗(π∗
HH

c)∗ ⊗ π∗
HK

1/2となった．こ

れを用いると，上式は，ベクトル束として

̸S(TF (M)) ∼=
(
∧0,∗(π∗

HH
c)∗⊗π∗

HK
1/2
)
⊕
(
∧0,∗(π∗

HH
c)∗⊗π∗

HK
1/2
)
(4.18)

と表される．以下， ̸S(T (F (M))を単純に ̸S と表記する．
次に，フェファーマン空間の特殊な局所枠によるクリフォード作用を紹介

する．まず，射影 p : TF (M) → F (M)と (2.10)の合成を

ΘU := φU ◦ p : TF (M)|π−1(U) → [0, 2π) (4.19)

とする．これを用いて，擬エルミート枠を持ち上げた π∗
Hξα を以下のように

変形させる．

ξFα := π∗
Hξα · e−iΘU/n, ξFᾱ = ξFα (4.20)

特に，(H, J) = H+より SU(H)の局所枠と見なせる．また，eF2α−1 = (ξFα +

ξFᾱ )/
√
2と eF2α = (−ξFα + ξFᾱ )/

√
−2, ξF = π∗

Hξとおくと，

eF1 , . . . , e
F
2n,

ξF +Σ

2
,
ξF − Σ

2
(4.21)

が TF (M)の局所枠になる．この ξFα のクリフォード作用はスピノール束の

同型 (4.18)に関しては以下のようになる．
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命題 4.3. 同型 (4.18)に関して，(ϕ, ψ) ∈ ̸S へのクリフォード作用は次で表
される．

ξFα ◦ (ϕ, ψ) = (
√
2θᾱF ∧ ϕ,

√
2θᾱF ∧ ϕ), (4.22)

ξFᾱ ◦ (ϕ, ψ) = (−
√
2θᾱF ∨ ϕ,−

√
2θᾱF ∨ ϕ), (4.23)

ξF +Σ

2
◦ (ϕ, ψ) = (−ψ, ϕ), ξF − Σ

2
◦ (ϕ, ψ) = (−ψ,−ϕ). (4.24)

また， ξF

2 ◦ (ϕ, ψ) = (−ψ, ϕ)と Σ
2 ◦ (ϕ, ψ) = (0, ϕ)が成り立つ．

4.2 フェファーマン空間のローレンツスピン幾何

ここでは，標準ローレンツスピン構造から定まるディラック作用素とペン

ローズ作用素を調べていく．

各議論に入る前に，いくつか記号や注意を述べておく．今後の議論では，

F (M)の局所枠として次の３種類を用いていく．一つは F (M)の正規直交枠

(s1, · · · , s2n+1; s2n+2) = (eF1 , . . . , e
F
2n,

ξF +Σ

2
;
ξF − Σ

2
), (4.25)

残り２つはπ∗
HHエルミート枠である (ξF1 , ξ

F
1̄ , . . . , ξ

F
n̄ )と (π∗

Hξ1, π
∗
Hξ1̄, . . . π

∗
Hξn̄)

である．また，枠の関係

e2α−1 =
ξFα + ξFᾱ√

2
, e2α =

−ξFα + ξᾱ

i
√
2

(4.26)

が成り立ったことを再度注意しておく．

次に，これら局所枠によるレヴィ＝チヴィタ接続∇h の接続形式を述べて

おく．まず，∇hsj =
∑
sI · ω(∇h; s)ij と表す．また，命題 2.11より，

h(∇hξF ,Σ) = h(∇hΣ, ξF ) = h(∇hξF , ξF ) = h(∇hΣ,Σ) = 0 (4.27)

が成り立つことに注意すると，

∇hξFB =
∑

ξFA · ω(∇h;F )AB + s2n+1 · ω(∇h;F )2n+1
B

+ s2n+2 · ω(∇h;F )2n+2
B (4.28)

と表すことができる6．ここで，A,B は 1, . . . , n, 1̄, . . . , n̄を走るものである．

今後A,Bはこの規則で用いる．また α, βは 1, . . . , nを走るものとする．同様

にして，擬エルミート枠を持ち上げた (π∗
Hξ1, . . . π

∗
Hξn̄)を用いた接続形式を

∇hξFB =
∑

ξFA · ω(∇h)AB + s2n+1 · ω(∇h)2n+1
B

+ s2n+2 · ω(∇h)2n+2
B (4.29)

と表示する．
6ω(∇h, F )2n+2

2n+1 = 0 に注意．
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補題 4.4. 二つの接続形式ω(∇h;F )とω(∇h)に関して，次の関係が成り立つ．

ω(∇h;F )αβ = ω(∇h)αβ − δαβ
idΘ

n
, ω(∇h;F )αβ̄ = e2iΘ/nω(∇h)αβ̄ ,

ω(∇h;F )ᾱβ = e−2iΘ/nω(∇h)ᾱβ , ω(∇h;F )ᾱβ̄ = ω(∇h)ᾱβ̄ + δαβ
idΘ

n
,

ω(∇h;F )Ak = er(A)iΘω(∇h)Ak (k = 2n+ 1, 2n+ 2)

証明. 簡単な計算より従う．実際，エルミート枠であることより，

ω(∇h, F )αβ = h(∇hξFβ , ξ
F
ᾱ ) = h(∇he−iΘ/nπ∗

Hξβ , e
iΘ/nπ∗

Hξᾱ)

= h(− idΘ
n
e−iΘ/nπ∗

Hξβ + e−iΘ/n∇hπ∗
Hξβ , e

iΘ/nπ∗
Hξᾱ)

= h(∇hπ∗
Hξβ , π

∗
Hξᾱ)−

idΘ

n
h(π∗

Hξβ , π
∗
Hξᾱ)

= ω(∇h)αβ − δαβ
idΘ

n

となる．他も同様である．

4.2.1 標準ローレンツスピン構造のスピノール接続

ここでは，スピノール接続∇ ̸S の接続形式の局所枠による表示とその関係

性を述べる. 次の２点に注意する．

1. リー環 spin2n+1,1
∼= so2n+1,1 が

si ◦ sj ↔

2(sj ∧ si ∨ −si ∧ sj∨) i < j ≤ 2n+ 1,

2(s2n+2 ∧ si ∨+si ∧ s2n+2∨) i ≤ 2n+ 1
(4.30)

となる7．ここで，∨とは si ∨ sj = δij の意味である．

2. 接続形式 ω(∇h; s)が

ω(∇h; s) =
∑

i<j≤2n+1

(sj ∧ si ∨ −si ∧ sj∨) · ω(∇h; s)ji

+
∑
i≤2n

(s2n+2 ∧ si + si ∧ s2n+2∨) · ω(∇h; s)2n+2
i (4.31)

となる8．

7SO(V ) ⊂ End(V ) より，そのリー環も so(V ) ⊂ End(V ) と見なしている．
8ω(∇h; s)2n+2

2n+1 = 0 に注意．
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この２点よりスピノール接続の接続形式は

ω(∇ ̸S) =
1

2

∑
i<j≤2n+1

si ◦ sj ◦ ·ω(∇h; s)ji +
1

2

∑
i≤2n

si ◦ s2n+2 ◦ ·ω(∇h; s)2n+2
i

=
1

2

∑
i<j

si ◦ sj ◦ ·ω(∇h; s)ji

=
1

4

∑
i,j≤2n

si ◦ sj ◦ ·ω(∇h; s)ji +
1

2

∑
i≤2n

si ◦ s2n+1 ◦ ·ω(∇h; s)2n+1
i

+
1

2

∑
i≤2n

si ◦ s2n+2 ◦ ·ω(∇h; s)2n+2
i (4.32)

となる．また，ω(∇h;F )を用いると次のように表すことができる．

補題 4.5. スピノール接続の接続形式 ω(∇ ̸S)は，(ξF1 , . . . , ξ
F
n̄ )を用いて，

ω(∇ ̸S) =
1

4

∑
A,B≤2n

ξFA ◦ ξFB ◦ ·ω(∇h;F )BĀ +
1

2

∑
A≤2n

ξFA ◦ s2n+1 ◦ ·ω(∇h;F )2n+1
Ā

+
1

2

∑
A≤2n

ξFA ◦ s2n+2 ◦ ·ω(∇h;F )2n+2
Ā

(4.33)

と表される．

証明. 枠の関係 (4.26)を (4.31)に代入して整理すればよい．ここでは，ω(∇h;F )

を ωと省略して表示することにする．(4.31)の右辺の第一項は∑
i,j≤2n

si ◦ sj ◦ ·ω(∇h; s)ji

=
∑
α,β

s2α−1 ◦ s2β−1 ◦ ·ω(∇h; s)2β−1
2α−1 +

∑
α,β

s2α ◦ s2β ◦ ·ω(∇h; s)2β2α

+
∑
α,β

s2α−1 ◦ s2β ◦ ·ω(∇h; s)2β2α−1 +
∑
α,β

s2α ◦ s2β−1 ◦ ·ω(∇h; s)2β−1
2α

=
1

4

∑
αβ

(
ξFα ◦ ξFβ ◦+ξFα ◦ ξFβ̄ ◦+ξFᾱ ◦ ξFβ ◦+ξFᾱ ◦ ξFβ̄ ◦

)(
ωβ̄
α + ωβ

α + ωβ̄
ᾱ + ωβ̄

ᾱ

)
+

1

4

∑
αβ

(
ξFα ◦ ξFβ ◦ −ξFα ◦ ξFβ̄ ◦ −ξFᾱ ◦ ξFβ ◦+ξFᾱ ◦ ξFβ̄ ◦

)(
ωβ̄
α − ωβ

α − ωβ̄
ᾱ + ωβ̄

ᾱ

)
− 1

4

∑
αβ

(
−ξFα ◦ ξFβ ◦+ξFα ◦ ξFβ̄ ◦ −ξFᾱ ◦ ξFβ ◦+ξFᾱ ◦ ξFβ̄ ◦

)(
−ωβ̄

α + ωβ
α − ωβ̄

ᾱ + ωβ̄
ᾱ

)
− 1

4

∑
αβ

(
−ξFα ◦ ξFβ ◦ −ξFα ◦ ξFβ̄ ◦+ξFᾱ ◦ ξFβ ◦+ξFᾱ ◦ ξFβ̄ ◦

)(
−ωβ̄

α − ωβ
α + ωβ̄

ᾱ + ωβ̄
ᾱ

)
=

∑
A,B≤2n

ξFA ◦ ξFB ◦ ·ωB
Ā .

第二項と第三項についても同様の計算を行うことで，主張がいえる．
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さらに，接続形式 ω(∇ ̸S)は，M 上の接続 π∗∇h を用いることで次のよう

に言い換えられる．

命題 4.6. 接続形式 ω(∇ ̸S)は,

ω(∇ ̸S) =
∑
A,B

ξFB ◦ ξFA ◦ ·
er(A,B)iΘπ∗ω(π∗∇h)A

B̄

4

+ dθF ◦ ·
(
−σ
n
+ π∗( i∑ω(∇hT )αα

2n
− s∇

hT

4n(n+ 1)
θ
))

− ξF

2
◦
∑

ξFB ◦ · er(B)iΘπ∗ω(π∗∇h)0B̄

+
Σ

2
◦
∑

ξFA ◦ ·e
r(A)iΘπ∗ω(∇h)A0

2
(4.34)

と表される．ここで，dθF ◦ =
∑
eF2α−1 ◦ eF2α◦である．

上の命題を後に使う形にしておく．

系 4.7. C ̸= 2n+ 1, 2n+ 2とする．このとき，以下のようになる．

ω(∇ ̸S)(ξFC ) =
∑
A,B

ξFB ◦ ξFA ◦ ·
er(A,B,C̄)iΘπ∗ω(π∗∇h)A

B̄
(ξC)

4

+ dθF ◦ ·e
r(C̄)iΘi

∑
π∗ω(∇hT )αα(ξC)

2n

− ξF

2
◦
∑

ξFB ◦ · er(B,C̄)iΘπ∗ω(π∗∇h)0B̄(ξC)

+
Σ

2
◦
∑

ξFA ◦ ·e
r(A,C̄)iΘπ∗ω(∇h)A0 (ξC)

2
, (4.35)

ω(∇ ̸S)(s2n+1) =
∑
A,B

ξFB ◦ ξFA ◦ ·
er(A,B)iΘπ∗ω(π∗∇h)A

B̄
(ξ)

8

+ dθF ◦ ·
( i∑π∗ω(∇hT )αα(ξ)

4n
− π∗s∇

hT

8n(n+ 1)
− 1

2n

)
− ξF

2
◦
∑

ξFB ◦ · er(B)iΘπ∗ω(π∗∇h)0B̄(ξ)

+
Σ

2
◦
∑

ξFA ◦ ·e
r(A)iΘπ∗ω(∇h)A0 (ξ)

2
, (4.36)

ω(∇ ̸S)(s2n+2) =
∑
A,B

ξFB ◦ ξFA ◦ ·
er(A,B)iΘπ∗ω(π∗∇h)A

B̄
(ξ)

8

+ dθF ◦ ·
( i∑π∗ω(∇hT )αα(ξ)

4n
− π∗s∇

hT

8n(n+ 1)
+

1

2n

)
− ξF

2
◦
∑

ξFB ◦ · er(B)iΘπ∗ω(π∗∇h)0B̄(ξ)

+
Σ

2
◦
∑

ξFA ◦ ·e
r(A)iΘπ∗ω(∇h)A0 (ξ)

2
. (4.37)
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ω(∇ ̸S)(s2n+1)と ω(∇ ̸S)(s2n+2)はほとんど一致している．唯一，第二項の
1
2n の符号が異なるだけである．

4.2.2 標準ローレンツスピン構造のトゥイスタースピノール

トゥイスタースピノールの同値条件は，補題 3.7で既に与えた．その条件

に加えて，ローレンツ計量の場合は次の補題が成り立つ．

補題 4.8. スピノール場 Φ ∈ Γ(̸S)がトゥイスタースピノールになる必要十

分条件は，ある Ψ ∈ Γ(̸S)が存在して，任意の αについて(
ξFα ◦ ∇ ̸S

ξFᾱ
+ ξFᾱ ◦ ∇ ̸S

ξFα

)
Φ = 2Ψ,

(
ξFα ◦ ∇ ̸S

ξFα
+ ξFᾱ ◦ ∇ ̸S

ξFᾱ

)
Φ = 0, (4.38)

ϵk ◦ sk ◦ ∇ ̸S
sk
Φ = Ψ (k = 2n+ 1, 2n+ 2). (4.39)

証明. 補題 3.7の (3)との同値性を示せばよい．枠の関係より

s2α−1 ◦ ∇ ̸S
s2α−1

=
1

2
(ξFα ◦ ∇ ̸S

ξFα
+ ξFα ◦ ∇ ̸S

ξFᾱ
+ ξFᾱ ◦ ∇ ̸S

ξFα
+ ξFᾱ ◦ ∇ ̸S

ξFᾱ
),

s2α ◦ ∇ ̸S
s2α = −1

2
(ξFα ◦ ∇ ̸S

ξFα
− ξFα ◦ ∇ ̸S

ξFᾱ
− ξFᾱ ◦ ∇ ̸S

ξFα
+ ξFᾱ ◦ ∇ ̸S

ξFᾱ
)

となる．これより，

s2α−1 ◦ ∇ ̸S
s2α−1

Φ = Ψ, s2α ◦ ∇ ̸S
s2αΦ = Ψ (4.40)

が (
ξFα ◦ ∇ ̸S

ξFᾱ
+ ξFᾱ ◦ ∇ ̸S

ξFα

)
Φ = 2Ψ,

(
ξFα ◦ ∇ ̸S

ξFα
+ ξFᾱ ◦ ∇ ̸S

ξFᾱ

)
Φ = 0 (4.41)

と同値になることがわかる．

次に，スピノール束 ̸S の重要なスピノール場を導入する．まず，外積束
∧0,∗(Hc)∗ は，

1, θ1̄F ∧ · · · ∧ θn̄F ∈ Γ(∧0,∗(Hc)∗) (4.42)

をもつ．ここで，θᾱF は ξFᾱ の双対枠である．さらに，ω := θ1F ∧ · · · ∧ θnF とす
れば，

ψ+ = 1⊗
√
ω, ψ− = θ1̄F ∧ · · · ∧ θn̄F ⊗

√
ω ∈ Γ(∧0,∗(Hc)∗ ⊗ π∗K1/2) (4.43)

となる．よって，(4.18)より，二つの一次独立なスピノール場

Φ± = (0, ψ±) ∈ Γ(̸S) (4.44)

が定まる．このスピノール場Ψ±によって，底空間の構造である J の可積分

条件の同値性やまた J が可積分の場合にトゥイスタースピノールになること

がわかる．このことを以下で示していく．
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命題 4.9. 次が成り立つ．

ϵ±
ξF ± Σ

2
◦ ∇ ̸S

ξF ±Σ
2

Φ+

= (ψ+, 0) ·
−i
2

±
∑
α,β

(θβ̄F ∧ θᾱF ∧ ψ+, 0) ·
e2iΘ/n

8(n+ 2)

∑
ν

(∇hT
ξν Q)αβ̄ν̄ , (4.45)

(ξFγ ◦ ∇ ̸S
ξFγ̄

+ ξFγ̄ ◦ ∇ ̸S
ξFγ

)Φ+

= (ψ+, 0) · (−i) +
∑
α,β

(0, θγ̄F ∧ θβ̄F ∧ θᾱF ∧ ψ+) ·
ie3iΘ/nQα

β̄γ̄

2
√
2

, (4.46)

(ξFγ ◦ ∇ ̸S
ξFγ

+ ξFγ̄ ◦ ∇ ̸S
ξFγ̄

)Φ+ =
∑
α

(0, θᾱF ∧ ψ+) ·
−ie3iΘ/nQα

γ̄γ̄√
2

. (4.47)

また，

ϵ±
ξ ± Σ

2
◦ ∇ ̸S

ξF +Σ
2

Φ−

= (ψ−, 0) ·
i

2
∓
∑
α,β

(θβ̄F ∨ θᾱF ∨ ψ−, 0) ·
e−2iΘ/n

8(n+ 2)

∑
ν

(∇hT
ξν̄ Q)ᾱβν , (4.48)

(ξFγ ◦ ∇ ̸S
ξFγ̄

+ ξFγ̄ ◦ ∇ ̸S
ξFγ

)Φ−

= (ψ−, 0) · i+
∑
α,β

(0, θγ̄F ∨ θβ̄F ∨ θᾱF ∧ ψ−) ·
ie−3iΘ/nQᾱ

βγ

2
√
2

, (4.49)

(ξFγ ◦ ∇ ̸S
ξFγ

+ ξFγ̄ ◦ ∇ ̸S
ξFγ̄

)Φ− =
∑
α

(0, θᾱF ∨ ψ−) ·
−ie−3iΘ/nQᾱ

γγ√
2

. (4.50)

が成り立つ．

証明. Ψ+ の定義と ξFA の作用より，ξ
F
ᾱ ◦ ψ+ = 0となることに注意する．ク

リフォード作用の性質 (命題 4.3)と系 4.7より，

∇S̸
ξF ±Σ

2

Φ+ = ω(∇ ̸S)(
ξF ± Σ

2
)(0, ψ+)

=
∑

ξFᾱ ◦ ξFα ◦ (0, ψ+) ·
er(α,β̄)iΘω(π∗∇h)αα(ξ)

8

+
∑

ξFβ ◦ ξFα (0, ψ+) ◦ ·
er(α,β)iΘω(π∗∇h)α

β̄
(ξ)

8

+ dθF ◦ (0, ψ+) ·
( i∑ω(∇hT )αα(ξ)

4n
− s∇

hT

8n(n+ 1)
∓ 1

2n

)
− ξF

2
◦
∑

ξFβ ◦ (0, ψ+) · er(β)iΘω(π∗∇h)0β̄(ξ)

+
Σ

2
◦
∑

ξFα ◦ (0, ψ+) ·
er(α)iΘω(∇h)α0 (ξ)

2

= −(0, ψ+) ·
∑
ω(π∗∇h)αα(ξ)

4
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+
∑

(0, θβ̄F ∧ θᾱF ∧ ψ+) ·
e2iΘω(π∗∇h)α

β̄

4

− (0, ψ+) · in
( i∑ω(∇hT )αα(ξ)

4n
− s∇

hT

8n(n+ 1)
∓ 1

2n

)
+
∑

(θβ̄F ∧ ψ+, 0) · eiΘ/nω(π∗∇h)0β̄(ξ)

= −(0, ψ+) ·
(∑ω(π∗∇h)αα(ξ)

4
−
∑
ω(∇hT )αα(ξ)

4
− is∇

hT

8(n+ 1)
∓ i

2

)
+
∑

(0, θβ̄F ∧ θᾱF ∧ ψ+) ·
e2iΘω(π∗∇h)α

β̄
(ξ)

4

+
∑

(θβ̄F ∧ ψ+, 0) · eiΘ/nω(π∗∇h)0β̄(ξ)

となる．ここで，命題 2.11より，ω(π∗∇h)0
β̄
(ξ) = 0と次の２式が成り立つ．∑(

ω(π∗∇h)αα(ξ)− ω(∇hT )αα(ξ)
)
=
∑

F(σ)(ξα, ξᾱ)

=
i

n+ 2

∑(
Ric∇

hT

(ξα, ξᾱ) +
is∇

hT

2(n+ 1)
dθ(ξα, ξᾱ)

)
=

i

n+ 2

(
s∇

hT

− ns∇
hT

2(n+ 1)

)
=

is∇
hT

2(n+ 1)

かつ

ω(π∗∇h)αβ̄(ξ) = ω(∇T )αβ̄(ξ) + F(σ)(ξβ̄ , ξᾱ)

=
i

n+ 2
Ric∇

hT

(ξβ̄ , ξᾱ)

=
−1

2(n+ 2)

∑
(∇hT

ξν̄ Q)αᾱν̄ .

が成り立つ．よって，

∇S̸
ξF ±Σ

2

Φ+ = (0, ψ+) · (±
i

2
)−

∑
(0, θβ̄F ∧ θᾱF ∧ ψ+) ·

e2iΘ(∇hT
ξν

Q)α
β̄ν̄

8(n+ 2)

を得る．これより，(4.45)が成り立つ．同様にして，他も成り立つ．

命題 4.10. 次が成り立つ．

D ̸SΦ± = (ψ±, 0) · (−i(n+ 1)). (4.51)

証明. 簡単な計算より，ディラック作用素は

D ̸S =
∑

ϵie
F
i ◦ ∇ ̸S

eFi

=
∑

A̸=2n+1,2n+2

ξFA ◦ ∇ ̸S
ξFA

+ s2n+1 ◦ ∇ ̸S
s2n+1

− s2n+2 ◦ ∇ ̸S
s2n+2
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と表される．これと命題 4.9より

D ̸SΦ+ =
∑

(ξFγ ◦ ∇ ̸S
ξFγ̄

+ ξFγ̄ ◦ ∇ ̸S
ξFγ

)Φ+

+
ξF +Σ

2
◦ ∇ ̸S

ξF +Σ
2

Φ+ − ξF − Σ

2
◦ ∇ ̸S

ξF −Σ
2

Φ+

= (ψ+, 0) · (−i(n+ 1)) +
∑

(0, θγ̄F ∧ θβ̄F ∧ θᾱF ∧ ψ+) ·
ie3iΘ/nQα

β̄γ̄

2
√
2

となる．さらに，系 1.18より∑
θγ̄F ∧ θβ̄F ∧ θᾱF · Qα

β̄γ̄

=
∑

θγ̄F ∧ θβ̄F ∧ θᾱF ·
Qα

β̄γ̄

3
+
∑

θᾱF ∧ θγ̄F ∧ θβ̄F ·
Qβ

γ̄ᾱ

3
+
∑

θβ̄F ∧ θᾱF ∧ θγ̄F ·
Qγ

ᾱβ̄

3

=
∑

θγ̄F ∧ θβ̄F ∧ θᾱF ·
Qα

β̄γ̄
+Qβ

γ̄ᾱ +Qγ

ᾱβ̄

3

= 0

が成り立つ．これより，D ̸SΦ+ = (ψ+, 0) · (−i(n+1))が成り立つ．同様にし

て，D ̸SΦ− = (ψ−, 0) · i(n+ 1)も示される．

以上より，次の主定理が示される．

定理 4.11 ([20]). J が可積分のとき Φ± はトゥイスタースピノールになる．

また，逆に Φ± がトゥイスタースピノールのとき J は可積分になる．

証明. 命題 4.9と補題 4.8から従う．

4.3 フェファーマン・バウム空間

ここでは，先行研究であるBaumの研究 ([5])を紹介する．この節では，接

触リーマン多様体がスピン構造をもつと仮定している．それを

Φ : Spin(TM) → SO(TM) (4.52)

と表す．また，直和分解 TM = H ⊕ Rξ より SO(TM) ⊃ SO(H)に簡約す

る．このことから， Spin(H) := Φ−1(SO(H))かつ ΦH = Φ|Spin(H) とする

ことで，H のスピン構造

ΦH : Spin(H) → SO(H) (4.53)

を得る．一方，Hは標準複素スピン構造Φc
H : Spinc(H) → SO(H)×U(K−1)

をもっていた．この複素スピン束は，スピン束を用いて，

Spinc(H) = Spin(H)×Z2
U(K−1/2) (4.54)
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と表される．このK1/2 は，標準複素スピン構造とスピン構造から定まるK

の平方根束である（K1/2 ⊗K1/2 = K）．

フェファーマン空間と同様にして，√
F (M) := K

1/2
0 /R>0 (4.55)

と定め，その射影を
√
πと表す．

4.3.1 ローレンツスピン構造

まず，π∗SO(H) = SO(
√
π
∗
HH)と TF (M) =

√
π
∗
HH ⊕ R2√

π∗
Hxi,Σ

より

SO(T
√
F (M)) =

√
π
∗
SO(H)× SO0(2n+ 2) (4.56)

と表せることに注意する．よって，

Spin(T
√
F (M)) :=

√
π
∗
Spin(H)× Spin0(2n+ 2), (4.57)

Φ : Spin(T
√
F (M)) → SO(T

√
F (M)) (4.58)

で定まる (Spin(T
√
F (M),Φ

√
)はスピン構造になる．

4.3.2 トゥイスタースピノール

§4.2.2と同様の計算によって以下が成り立つ．

命題 4.12.

ϵ±

√
π
∗
Hξ ± Σ

√

2
√
2

◦ ∇ ̸S
√

π∗
Hξ+Σ

√

2
√

2

Φ
√

+

= (ψ
√

+ , 0) ·
−i√
2
±
∑
α,β

(
√
π
∗
θβ̄ ∧

√
π
∗
θᾱ ∧ ψ

√

+ , 0) ·
1

8
√
2(n+ 2)

∑
ν

(∇hT
ξν Q)αβ̄ν̄ ,

(4.59)

(
√
π
∗
Hξγ ◦ ∇ ̸S√

π∗
Hξγ̄

+
√
π
∗
Hξγ̄ ◦ ∇ ̸S√

π∗
Hξγ

)Φ
√

+

= (ψ
√

+ , 0) ·
−2i√
2
+
∑
α,β

(0,
√
π
∗
θγ̄ ∧

√
π
∗
θβ̄ ∧

√
π
∗
θᾱ ∧ ψ

√

+ ) ·
iQα

β̄γ̄

2
√
2
,

(4.60)

(
√
π
∗
Hξγ ◦ ∇ ̸S√

π∗
Hξγ

+
√
π
∗
Hξγ̄ ◦ ∇ ̸S√

π∗
Hξγ̄

)Φ+ =
∑
α

(0,
√
π
∗
θᾱ ∧ ψ+) ·

−iQα
γ̄γ̄√
2

.

(4.61)
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また，

ϵ±

√
π
∗
Hξ ± Σ

√

2
√
2

◦ ∇ ̸S
√

π∗
Hξ+Σ

√

2
√

2

Φ
√

−

= (ψ
√

− , 0) ·
−i√
2
±
∑
α,β

(
√
π
∗
θβ̄ ∧

√
π
∗
θᾱ ∧ ψ

√

− , 0) ·
1

8
√
2(n+ 2)

∑
ν

(∇hT
ξν Q)αβ̄ν̄ ,

(4.62)

(
√
π
∗
Hξγ ◦ ∇ ̸S√

π∗
Hξγ̄

+
√
π
∗
Hξγ̄ ◦ ∇ ̸S√

π∗
Hξγ

)Φ
√

−

= (ψ
√

− , 0) ·
−2i√
2
+
∑
α,β

(0,
√
π
∗
θγ̄ ∧

√
π
∗
θβ̄ ∧

√
π
∗
θᾱ ∧ ψ

√

− ) ·
iQα

β̄γ̄

2
√
2
,

(4.63)

(
√
π
∗
Hξγ ◦ ∇ ̸S√

π∗
Hξγ

+
√
π
∗
Hξγ̄ ◦ ∇ ̸S√

π∗
Hξγ̄

)Φ− =
∑
α

(0,
√
π
∗
θᾱ ∧ ψ−) ·

−iQα
γ̄γ̄√
2

.

(4.64)

命題 4.13. 次が成り立つ．

D ̸SΦ
√

± = (ψ
√

± , 0) ·
√
2i(n+ 1) (4.65)

定理 4.14. J が可積分のとき Φ± はトゥイスタースピノールになる．また，

逆に Φ± がトゥイスタースピノールのとき J は可積分になる．
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5 正定値フェファーマン空間

前節までは F (M)にローレンツ計量 (2.13)を付随させて，その幾何的性質

を調べてきた．ここでは，そのローレンツ計量を変形させたリーマン計量に

ついて調べていく．

フェファーマン計量を構成していた π∗θ と Σが F (M)上の 1形式になる

ことに着目すると，次のリーマン計量が定まる．

ḡ := π∗g|H + π∗θ ⊗ π∗θ + σ ⊗ σ

= π∗g + σ ⊗ σ. (5.1)

定義 5.1. (F (M), ḡ)を正定値フェファーマン空間と呼ぶ．

以下で，この正定値フェファーマン空間の幾何を調べていく．まず，底空

間の擬概複素構造から誘導される概複素構造の性質を調べる．次に，射影 π

がリーマン沈めこみになることを紹介し，その性質を調べていく．

この節では，主 S1 束 π : F (M) → M の接続 i(n+ 2)σによる水平リフト

π∗
HX を，単純にX∗と表すことにする．また，M 上のベクトル場X,Y に関

して，

[X∗, Y ∗] = [X,Y ]∗ −F(σ)(X,Y )Σ, [X∗,Σ] = 0 (5.2)

が成り立つことに注意する（補題 2.8）．

5.1 正定値フェファーマン空間の概複素構造

主 S1束 F (M)の接続 i(n+2)σによって，接束は TF (M) = π∗
HH⊕R2

ξ∗,Σ

と分解した（2.1節を参照）．この部分束 π∗
HH = π∗H には, 底空間の擬概複

素構造 J の引き戻しによって概複素構造 J̄1 が定まる（J̄1 = π∗
H ◦ J ◦ π∗）．

また，R2
π∗
HΣ には次で定まる概複素構造 J̄2 を入れる．

J̄2ξ
∗ = Σ, J̄2Σ = −ξ∗. (5.3)

この J̄1 と J̄2 を用いて，F (M)の概複素構造を J̄ = J̄1 + J̄2 と定める．

補題 5.2. (FM), ḡ, J̄)は概エルミート多様体である．

証明. E ∈ π∗
HH は，あるX ∈ H によって E = X∗と表されることに注意す

る．任意のX∗, Y ∗ ∈ π∗
HH に対して，

ḡ(J̄1X
∗, Y ∗) = g(π∗J̄1X

∗, π∗Y
∗) = g(JX, Y )

= −g(X, JY ) = −ḡ(X∗, J̄1Y
∗)
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となる．よって，(π∗
HH,π

∗g|H , J̄1)はエルミート束である．また，ḡe = π∗θ⊗
π∗θ + σ ⊗ σと表すと，簡単な計算より，(π∗

HH, ḡ
e, J̄2)もエルミート束にな

ることがわかる．よって，

(TF (M), ḡ, J̄) = (π∗
HH,π

∗g|H , J̄1)⊕ (R2
ξ∗,Σ, ḡ

e, J̄2) (5.4)

より，(F (M), ḡ, J̄)が概エルミート多様体になることがわかる．

5.1.1 基本２次形式

(F (M), ḡ, J̄)の基本二次形式 ω̄とは

ω̄(E1, E2) = ḡ(J̄E1, E2) (E1, E2 ∈ TF (M)) (5.5)

で定まるものである．

補題 5.3. X,Y ∈ H とする．ω̄に対して，

ω̄(X∗, Y ∗) = π∗dθ(X,Y ), (5.6)

ω̄(X∗, ξ∗) = ω̄(X∗,Σ) = 0, (5.7)

ω̄(ξ∗,Σ) = 1 (5.8)

が成り立つ．

証明. エルミート束 (π∗
HH,π

∗g|H , J̄1) と (R2
ξ∗,Σ, ḡ

e, J̄2) の基本二次形式を，

それぞれ ω̄1 と ω̄2 とすれば，ω̄ = ω̄1 + ω̄2 となる．よって，ω̄(X∗, ξ∗) =

ω̄(X∗,Σ) = 0が成り立つ．また，J̄X∗ ∈ π∗
HH に気を付けると，

ω̄p(X
∗, Y ∗) = ḡp(J̄X

∗, Y ∗) = gπ(p)(JX, Y ) = dθπ(p)(X,Y )

がわかる．最後に，ω̄(ξ∗,Σ) = ḡ(Σ,Σ) = 1である．

補題の証明から，F (M)の接束は基本二次形式を含めて

(TF (M), ḡ, J̄ , ω̄) = (π∗
HH,π

∗g|H , J̄1, ω̄1)⊕ (R2
ξ∗,Σ, J̄2, ω̄2) (5.9)

と分解していることがわかる．次に ω̄の外微分に関する次の命題を紹介する．

命題 5.4. X,Y, Z ∈ H とする．このとき次が成り立つ．

(dω̄)(X∗, Y ∗, Z∗) = 0, (5.10)

(dω̄)(X∗, Y ∗, ξ∗) = F(σ)(X,Y ), (dω̄)(X∗, Y ∗,Σ) = dθ(X,Y ), (5.11)

(dω̄)(X∗, ξ∗,Σ) = 0. (5.12)
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証明. 前補題とカッコ積の分解 (5.2)，式 (5.9)を用いて計算していく．また，

x = π(p)とする．

(dω̄)p(X
∗, Y ∗, Z∗)

= X∗
p ω̄(Y

∗, Z∗)− Y ∗
p ω̄(Z

∗, X∗) + Z∗
p ω̄(X

∗, Y ∗)

− ω̄p([X
∗, Y ∗], Z∗) + ω̄p([Y

∗, Z∗], X∗)− ω̄p([Z
∗, X∗], Y ∗)

= X∗
pπ

∗(dθ(Y, Z))− Y ∗
p π

∗(dθ(Z,X)) + Z∗
pπ

∗(dθ(X,Y ))

− ω̄p([X,Y ]∗, Z∗) + ω̄p([Y, Z]
∗, X∗)− ω̄p([Z,X]∗, Y ∗)

= Xxdθ(Y, Z)− Yxdθ(Z,X) + Zxdθ(X,Y )

− dθx([X,Y ], JZ) + dθx([Y, Z], JX)− dθx([Z,X], JY )

= (d2θ)(X,Y, Z) = 0.

他も同様にして示される．

この命題と dθ ̸= 0から dω̄ ̸= 0がわかる．つまり，(F (M), J̄)はシンプレ

クティック多様体にはならない．特にケーラー多様体にならない．

5.1.2 可積分性

ここでは，可積分性の同値条件であるナイエンハンステンソルの振る舞い

を調べる．

命題 5.5. X,Y をM のベクトル場とする．このとき，

[J̄ , J̄ ](X∗, Y ∗)

= [J, J ](X,Y )∗ + dθ(X,Y )ξ∗ −
(
F(σ)(JX, Y ) + F(σ)(X, JY )

)
ξ∗

+
(
F(σ)(X,Y )−F(σ)(JX, JY )

)
Σ, (5.13)

[J̄ , J̄ ](X∗,Σ) = [J, J ](X, ξ)∗ + F(σ)(X, ξ)ξ∗ + F(σ)(JX, ξ)Σ, (5.14)

[J̄ , J̄ ](ξ∗,Σ) = 0 (5.15)

が成り立つ．

証明. (5.13)を示す．まず，

J̄X∗ = J̄(X − θ(X)ξ)∗ + J̄θ(X)ξ∗

= (JX)∗ + θ(X)Σ (5.16)
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となることに注意する．さらに，Σ方向との計算に注意すると，

[J̄ , J̄ ](X∗, Y ∗)

= [(JX)∗ + θ(X)Σ, (JY )∗ + θ(Y )Σ]− [X∗, Y ∗]

− J̄ [(JX)∗ + θ(X)Σ, Y ∗]− J̄ [X∗, (JY )∗ + θ(Y )Σ]

= [(JX)∗, (JY )∗]− [X∗, Y ∗]− J̄ [(JX)∗, Y ∗]− J̄ [X∗, (JY )∗]

+ [θ(X)Σ, (JY )∗] + [(JX)∗, θ(Y )Σ] + [θ(X)Σ, θ(Y )Σ]

− J̄ [θ(X)Σ, Y ∗]− J̄ [X∗, θ(Y )Σ]

= [(JX)∗, (JY )∗]− [X∗, Y ∗]− J̄ [(JX)∗, Y ∗]− J̄ [X∗, (JY )∗]

− ((JY )θ(X))Σ + ((JX)θ(Y ))Σ

+ (Y θ(X))J̄Σ− (Xθ(Y ))J̄Σ

= [(JX)∗, (JY )∗]− [X∗, Y ∗]− J̄ [(JX)∗, Y ∗]− J̄ [X∗, (JY )∗]

− (Y θ(X))ξ∗ + (Xθ(Y ))ξ∗

− ((JY )θ(X))Σ + ((JX)θ(Y ))Σ (5.17)

となる．これを π∗
HH と ξ∗, Σ成分に分けて計算する．J̄ が π∗

HH を保つこと

と [J, J ]の言い換え (1.8)に気を付けると，

[J̄ , J̄ ](X∗, Y ∗)|π∗
HH

= [(JX)∗, (JY )∗]|π∗
HH − [X∗, Y ∗]|π∗

HH − J̄ [(JX)∗, Y ∗]|π∗
HH − J̄ [X∗, (JY )∗]|π∗

HH

= ([JX, JY ]|H)∗ − ([X,Y ]|H)∗ − (J [JX, Y ])∗ − (J [X, JY ])∗

= [J, J ](X,Y )∗ − θ([JX, JY ])ξ∗

= [J, J ](X,Y )∗ + dθ(X,Y )ξ∗ (5.18)

を得る．また，

[J̄ , J̄ ](X∗, Y ∗)|ξ∗

= (π∗θ)[J̄ , J̄ ](X∗, Y ∗)− Y θ(X) +Xθ(Y )

= (π∗θ)([(JX)∗, (JY )∗])− (π∗θ)([X∗, Y ∗]) + σ([(JX)∗, Y ∗]) + σ([X∗, (JY )∗])

− Y θ(X) +Xθ(Y )

= θ([JX, JY ])− θ([X,Y ])− Y θ(X) +Xθ(Y )−F(σ)(JX, Y )−F(σ)(X, JY )

= −F(σ)(JX, Y )−F(σ)(X, JY ) (5.19)

と

[J̄ , J̄ ](X∗, Y ∗)|Σ
= σ([(JX)∗, (JY )∗])− σ([X∗, Y ∗])− (π∗θ)([(JX)∗, Y ∗])− (π∗θ)([X∗, (JY )∗])

− (JY )θ(X) + (JX)θ(Y )
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= −F(σ)(JX, JY ) + F(σ)(X,Y )

− θ([JX, Y ])− θ([X, JY ])− (JY )θ(X) + (JX)θ(Y )

= −F(σ)(JX, JY ) + F(σ)(X,Y ) (5.20)

を得る．よって，(5.18)と (5.19)，(5.20)を (5.17)に代入すれば，(5.13)が

示される．他も同様にして示される．

次にM のレーブ場 ξがキリング場になる条件を紹介する．ξがキリング場

になるとは，任意のベクトル場X,Y に対して

(Lξg)(X,Y ) = ξg(X,Y )− g([ξ,X], Y )− g(X, [ξ, Y ]) (5.21)

が成り立つことである．

補題 5.6. ξ がキリング場になるための必要十分条件は，任意のベクトル場

X に対して

[X, ξ] + J [JX, ξ] = 0 (5.22)

が成り立つことである．

補題 5.7. 以下は同値である．

(1) [J, J ](X,Y ) + dθ(X,Y )ξ = 0.

(2) J は可積分かつ ξはキリング場である．

命題 5.8. (F (M), J̄)が複素多様体になるための必要十分条件は，以下の４

条件をみたすときである．

• J が可積分である．

• ξがキリングベクトル場である．

• ξ⌋F(σ) = 0．

• F(σ)は J 不変である．

系 5.9. M が定スカラー曲率の佐々木多様体のとき，(F (M), J̄)は複素多様

体になる．

5.2 リーマン沈めこみ

ここでは，主に O’Neil [21]とGray [10]を正定値フェファーマン空間に適

用していく．参考文献としては，Besse [2]も挙げておく．

まず，リーマン沈めこみの定義を一般の形で述べる．
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定義 5.10. (N, ḡ) と (B, g) をリーマン多様体とし，π : N → B，H =

(kerπ∗)
⊥ ⊂ TM とする．さらに，各点 x ∈ M で π∗x : Hx → Tπ(x)B が

同相となるとする．このとき，π : (N, ḡ) → (B, g)とかき，リーマン沈めこ

みであるという．

命題 5.11. 正定値フェファーマン空間 (F (M), ḡ)に対して，射影π : (F (M), ḡ) →
(M, g)はリーマン沈めこみになる．

証明. 接続 i(n + 2)σ の水平分布を Hとすると，H = (kerπ∗)
⊥ となる．H

と ḡの定義より，πがリーマン沈めこみとわかる．

正定値フェファーマン空間の接束は，水平分布Hを用いることで TF (M) =

H⊕RΣとなることに注意する．ここで，F (M)のベクトル場EをHに射影
したものを EH とし，RΣ に射影したものを EV と表記する．

補題 5.12. Σは測地ベクトルである．

(F (M), ḡ)のレヴィ＝チヴィタ接続∇ḡ から (2, 1)テンソル T と Aを

TE1E2 =
(
∇ḡ

EV
1
EV

2

)H
+
(
∇ḡ

EV
1
EH

2

)V
, (5.23)

AE1
E2 =

(
∇ḡ

EH
1
EV

2

)H
+
(
∇ḡ

EH
1
EH

2

)V
(5.24)

で定める．

命題 5.13. 次が成り立つ．

T = 0, (5.25)

AX∗Y ∗ =
1

2
[X∗, Y ∗]V = −1

2
π∗F(σ)(X,Y )Σ. (5.26)

命題 5.14 ([21, 10]). X,Y, Z,W をM のベクトル場とする．次が成り立つ．

ḡ(F (X∗,Σ)Z∗,Σ) = ḡ(h2(X∗), Z∗), (5.27)

ḡ(F (X∗, Y ∗)Z∗,Σ) =
(∇g

ZF(σ))(X,Y )

2
, (5.28)

ḡ(F (X,Y )Z,W ) = g(F (∇g)(X,Y )Z,W ) +
F(σ)(X,Y )F(σ)(Z,W )

2

− F(σ)(Y, Z)F(σ)(X,W )

4
− F(σ)(X,Z)F(σ)(Y,W )

4
.

(5.29)

系 5.15.

Ric(X∗, Y ∗) = π∗Ric(X,Y ), Ric(X∗,Σ) = 0, (5.30)

Ric(Σ,Σ) =
π∗|F(σ)|2

4
. (5.31)

系 5.16.

s = π∗s(∇g) +
π∗|F(σ)|2

4
. (5.32)
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