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論文要旨

d電子系や有機化合物を始めとする多軌道強相関系では、電子のスピン自由度と原子・分
子軌道自由度の協奏効果により、交差相関応答などの豊かな物理現象が観測されている。そ
れらの現象を理解するためには現実的なパラメータを用いた理論計算が必要である。また多
軌道系の中でも原子番号の大きな 5d電子系では、スピン軌道相互作用がクーロン相互作用
と同程度のエネルギースケールとなる。このような相対論的効果を含む多軌道強相関系で物
質に即した議論を行う場合、第一原理計算によるパラメータを用い、かつクーロン相互作用
やスピン軌道相互作用を正確に取り扱った上で解析を行う必要があるが、計算コストが膨大
であるため極めて困難である。
本研究では強相関極限に注目する。強相関極限下では強いクーロン斥力により電子が各原

子に局在し、絶縁化する（モット絶縁体）。モット絶縁体では、磁性やスピン軌道液体状態
などの現象として電子の多体効果が顕著に現れる。電荷自由度を凍結させ、局在有効モデル
に還元することで、電子間相互作用の取り扱い及びバンド構造の組み込みの両立は、遍歴電
子系と比較して実現しやすくなる。局在有効モデルは、1軌道ハバードモデルからハイゼン
ベルグモデルを導く場合と同様に、摂動の各過程でのエネルギー計算により得られる。軌道
自由度が存在する場合はクーゲル・コムスキーモデルとして知られ、磁性や伝導現象などの
解析に用いられてきた。本研究では、強相関極限下の秩序状態を、現実物質の電子構造を反
映させた局在有効モデルを構築して解析することを目的とする。以下に有効モデル構築手法
の詳細を述べる。
有効ハミルトニアンとは、注目する低エネルギー領域（モデルヒルベルト空間）において

厳密なエネルギーを与えるハミルトニアンである。これを得るため、まず初めに非摂動的に
扱う、原子内のハミルトニアンを対角化しエネルギー構造を調べることでモデルヒルベル
ト空間を策定する。そして次に、モデルヒルベルト空間の次元数をN とすると、原子間の
ホッピングを 2次摂動で取り入れることでN2 ×N2行列として有効ハミルトニアンを得る。
これを局所的な演算子で展開することで局在有効モデルが構築される。本研究ではこれをフ
ラーレン化合物及び 5dパイロクロア酸化物に適用した。

フラーレン化合物のスピン軌道モデルの解析
フラーレン化合物は、銅酸化物と類似した温度-圧力相図をもつ多軌道強相関系であるが、

分子内相互作用の 1つであるフント結合が反強磁性的であるという点で他の多軌道系と決定
的に異なる。そこでフラーレン化合物特有の反強磁性フント結合が生み出す物性を強相関極
限において明らかにするため、3軌道ハバードモデルの解析を行った。まず分子極限の解析
では、反強磁性フント結合の効果により、ダブロンで記述される多電子状態が基底状態とな
ることがわかった。その基底状態を元に、第一原理計算による強束縛モデルのホッピングパ
ラメータを 2次摂動で取り入れることで、体心立方格子構造の一種である A15構造と面心
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立方格子 (fcc)構造に対するフラーレン化合物の局在有効モデルを構築した。構築の際には、
電子の生成消滅演算子を行列表示し、行列演算を活用して実行した。
そして構築された有効モデルに対して平均場近似を適用して準定量的な解析を行った。そ

の結果、A15構造のモデルでは反強磁性秩序状態が生じ、さらに低温でダブロンにより記述
される 2種類の軌道秩序状態が発現することを明らかにした。この秩序状態はフラーレン結
晶が有する点群 Thの対称性によって理解できる。また fcc構造のモデルにおいては時間反
転対称性の破れたダブロンの軌道秩序状態が生じることがわかった。これらのダブロンで記
述される軌道秩序状態はこれまでに観測されておらず、実験的な同定が待たれる。

物質に即したクーゲル・コムスキーモデルによる解析枠組みの構築
フラーレン化合物の局在有効モデル構築手法を拡張し、任意の物質において第一原理計算

によるパラメータを用いた現実的なクーゲル・コムスキーモデルの構築手法を確立した。1

軌道の場合は、得られた有効ハミルトニアンをスピン演算子で展開することでハイゼンベル
グモデルを得るが、一般の多軌道系ではどのような物理量で展開すればよいか非自明であ
る。そこで、物理系の詳細に依存しない SU(N)生成子による展開で、任意の多軌道系に対
して物質に即した局在有効モデルへの還元が可能であることを着想した。
構築された有効モデルは、平均場理論や古典近似などの既存の手法を用いて現実的な計算

コストで解析が可能である。SU(N)生成子のままでは物理的意味が分かりにくいが、非摂
動ハミルトニアンの波動関数や電子の生成消滅演算子を用いて、スピンや軌道モーメントに
加え二重占有率など、元の電子系における物理量を計算することが可能である。
本研究ではデモンストレーションとして、強いスピン軌道相互作用、複雑なホッピング及

び副格子自由度をもつ、5dパイロクロア酸化物 Cd2T2O7に対してこの枠組みを適用した。
原子内の電子数 n = 1について、最低エネルギーからそれぞれN = 2, 4, 6準位をモデルヒ
ルベルト空間として採用したモデル（SU(N = 2, 4, 6)モデル）を系統的に構築し、平均場
解析及び SU(N)コヒーレント状態を活用した古典モンテカルロ法による解析を行った。そ
の結果、全てのモデルにおいて低温でAll-In-All-Out磁気構造が得られた。また、古典モン
テカルロ法による解析では、熱・空間ゆらぎによる転移温度の抑制が見られた。さらに、得
られた平均場解を元に乱雑位相近似により量子ゆらぎを取り込み、励起スペクトルを計算し
た。その結果として全てのモデルに共通してマグノン励起に対応するスペクトルが得られる
一方、軌道自由度が存在する SU(4,6)モデルに特有の、軌道励起を記述するオービトンの励
起スペクトルを得た。
この枠組みは、任意のモット絶縁体において実験と直接的に比較可能な解析ができる点で

画期的である。本研究は今後多くの物質に適用するための基礎となり、モット絶縁体の物質
設計において効率的な物性開拓につながる点で意義がある。
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第1章 序論

1.1 強相関電子系
1.1.1 モット絶縁体
1.1.1.1 モット絶縁体と磁性

固体中では磁気秩序や軌道秩序など、様々な相転移が観測されている。そのような秩序状
態は、固体中に存在する 1024個に上る電子の協力現象として、電荷自由度やスピン自由度、
軌道自由度が顕在化するために発現する。固体中の物理現象の担い手である電子の相互作用
のないハミルトニアンは、断熱近似かつ非相対論極限の下で光速 c−2の寄与まで考えると

H0 =

∫
dr ψ⃗†(r)

[
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+ eΦ

− ℏe
2mc

σ ·B − p4

8m3c2
− ℏe

4m2c2
σ · (E × p) − ℏ2e

8m2c2
divE

]
ψ⃗(r) (1.1)

のように書かれる [1]。ψ⃗(r), ψ⃗†(r)はそれぞれ位置 rに電子を消滅及び生成するスピノル場
の演算子である。p = −iℏ∇は電子の運動量、A,Bはベクトルポテンシャルとそれにより
生じる磁場、σはパウリ演算子、e(< 0)は電子の素電荷である。Φ及びEは固体を構成す
る原子やイオンの作る静電ポテンシャルとそれにより生じる電場である。1行目は非相対論
的な項である。第 1項と第 2項はそれぞれ運動エネルギー及び静電エネルギーを表す。2行
目は相対論効果による項である。第 3項は外部磁場に対する応答を記述するゼーマン項、第
4項は運動エネルギーの相対論補正である。第 5項はスピン軌道相互作用を表す。最後に第
6項はダーウィン項であるが、原点に有限の振幅をもつ s軌道の電子以外は重要ではない。
このハミルトニアンには電子の感じるポテンシャルや外場に対する応答を記述する項が全て
含まれるため、物性物理学における第一原理的なハミルトニアンとも考えられる。このこと
は固体中において多彩な物理現象が発現するという事実と一見相反するように思われるが、
物質の多様さは原子核の配置や種類の違いによるものであることを考えると、物質の個性は
原子核の静電ポテンシャル Φを通して反映される。

(1.1) 式の 1体ハミルトニアンをブロッホ関数で展開し、スピンや軌道などの内部自由度
について対角化することで、電子が原子核のつくる周期的なポテンシャルを感じながら運動
する際の分散関係であるエネルギーバンドを得ることができる。このエネルギーバンドを用
いて物質の伝導性などの物性を調べることができる。この理論をバンド理論という。なお、
実際の計算では (1.1) 式に加え局所密度近似 (local decity approximation, LDA)などにより
相互作用を取り入れることで現実的なバンド構造を得る。バンド理論によると、フェルミ準
位がエネルギーバンドを横切る場合には無限小のエネルギーで励起が可能であるため、金属
である。そうではなく、バンドに電子が全く占有されていない場合や、完全に占有されてい
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る場合には絶縁体となる。このような、バンド理論により説明される絶縁体をバンド絶縁体
という。バンド理論によれば、電子のスピン自由度が存在するため、ユニットセル中の電子
数が奇数の場合には必ず金属であると結論される。
相関の弱い電子系においてバンド理論は成功を収めており、解析の出発点となっている。

しかし全ての物質に対して適用できるわけではなく、バンド理論からは金属であることが示
唆されるが、実験的には絶縁体であるような物質も数多く存在する [2, 3]。そのような物質
に対して、クーロン相互作用の重要性が指摘された [4–7]。電子間のクーロン相互作用を表
すハミルトニアンは

Hint =
1

2

∑
σσ′

∫∫
dr dr′ ψ†

σ(r)ψ†
σ′(r

′)
e2

|r − r′|
ψσ′(r)ψσ(r′) (1.2)

である。クーロン相互作用のうち最大の寄与をもつ局所的な項のみを残し、(1.1) 式及び
(1.2) 式を、ブロッホ関数のフーリエ変換により定義されるワニエ関数1で展開することで

H = Ht + HU (1.3)

Ht =
∑
ij

∑
σσ′

tσσ
′

ij c†iσcjσ′ (1.4)

HU = U
∑
i

c†i↑c
†
i↓ci↓ci↑ (1.5)

と得られる [9]。ここで、ciσ, c†iσ はそれぞれサイト iにスピン σの電子を消滅及び生成する
演算子である。Htはサイト jスピン σ′の状態からサイト iスピン σの状態への電子のホッ
ピングを表しており、tσσ′

ij はその大きさである。一方HU は、電子がサイト iを二重占有す
るときにのみ有限となることから、局所的なクーロン相互作用を表しており、U はその大き
さである。これはハバードモデルと呼ばれ、固体の電子物性を解析する基本的なモデルであ
る。各サイト及びスピン自由度について平均化されたホッピングの値を tと書くことにする
と、t/U ≪ 1の場合には、電子がホッピングし二重占有状態をつくるとエネルギー的に損で
あることから、電子は各サイトに局在する。このような、強い電子間相互作用による絶縁体
をモット絶縁体という。
金属状態とモット絶縁体状態との間の転移をモット転移という。ベーテ格子において動的

平均場理論 (dynamical mean-field theory, DMFT)により計算された、電子間相互作用に対
する状態密度の変化を図 1.1に示す [3,10]。t∗はベーテ格子の配位数によって規格化された
ホッピングの値で、U/t∗ = 4では ω = 0での状態密度がゼロであることから、U/t∗ = 3と
の間でモット転移が起こり絶縁体となっている。ω > 0 (ω < 0)で有限の状態密度となって
いる部分が上部（下部）ハバードバンドである。
モット絶縁体では、電子は各サイトに 1つずつ存在することになるため、電荷自由度は凍

結する。一方スピン自由度については活性なままであるため、系は磁気的に活性である。こ
のことはバンド絶縁体とは対照的である。(1.3) 式を t/U ≪ 1で展開すると、有効ハミルト
ニアンとして

Heff = I
∑
ij

Si · Sj (1.6)

1実際の計算ではゲージ自由度を調節することで最局在化させたものが用いられる [8]。
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図 1.1: T = 0において動的平均場理論により計算された、ベーテ格子におけるハーフフィ
ルドのハバードモデルの状態密度 [3, 10]。ω = 0はフェルミ準位を表す。上から U/t∗ =

1, 2, 2.5, 3, 4のもの。

と得られる。Si はサイト i におけるスピン 1/2 のスピン演算子で、I は結合定数であり
I = 4t2/U である。よって I > 0であるため、モット絶縁体では最近接スピン間に反強磁性
的な相互作用がはたらく。

1.1.1.2 モット絶縁体と電子相関

バンド理論の不成立からモット絶縁体が発見されたが、モット絶縁体の 1つである銅酸化
物に酸素をドープした物質における高温超伝導の発見 [11]を皮切りに、電子相関の重要性
が注目されるようになった。電子間相互作用の大きな物質群は強相関電子系と呼ばれ、物性
物理学の中で精力的に研究が行われている分野の 1つである。
モット絶縁体の例として、銅酸化物の温度–ドープ濃度xの相図を図 1.2に示す [12]。x = 0

では低温で反強磁性が見られ、モット絶縁体である。相図上で左（右）に向かうと電子（ホー
ル）ドープに対応するが、ドープ濃度 xが増加すると系は金属となる。そのような領域で温
度を下げると反強磁性相が抑制され、超伝導相が現れる。このような、ドーム状の超伝導相
に反強磁性相が隣接する温度–（化学）圧力相図は、強相関電子系の特徴である。

1.1.1.3 モット絶縁体と軌道自由度

グッドイナフ・金森の規則 [13–15]に代表されるように、軌道自由度と磁性が深く結びつ
いていることは 1950年代から知られていたことである。しかし 2008年に Sr2IrO4 におい
て、強いスピン軌道相互作用によりモット絶縁体となる、スピン自由度と軌道自由度の結合
したモット絶縁体（スピン軌道モット絶縁体）が発見された [16, 17]。

Sr2IrO4は Ir原子が酸素八面体に囲まれており、d軌道が t2g 軌道と eg 軌道に分裂する。
さらに t2g 軌道は強いスピン軌道相互作用により分裂し、jeff = 3/2状態と jeff = 1/2状態
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図 1.2: 強相関電子系である、銅酸化物の温度–ドープ濃度相図 [12]。x = 0から右（左）に
ゆくほどホール（電子）ドープ濃度が大きいことを表す。AF及び SCはそれぞれ反強磁性
相、超伝導相を表す。
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図 1.3: （左）LDAの下で計算された Sr2IrO4のフェルミ面とエネルギーバンド及び（右）
ARPESによるスペクトル [16]。(左、a) LDAのみの計算結果。(左、b) LDAにスピン軌道
相互作用の補正を取り入れた計算結果。(左、c) LDAにスピン軌道相互作用とクーロン相
互作用の補正を取り入れた計算結果。(左、d) LDAにクーロン相互作用の補正を取り入れ
た計算結果。なお、(左、c)ではフェルミ面が存在しないので、バンド図中の破線における
エネルギー面（EB = 0.2 eVに対応する）で切った価電子バンドの形状を示している。(右、
a)ブリルアンゾーン上の高対称点を通る経路における、EB = 2 eVまでの電子の分散曲線。
(右、b–d) EB = 0.2, 0.3, 0.4 eVでのARPES強度。
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図 1.4: （左）キタエフモデル、（右）最近接磁性イオン間の 2種類のホッピング過程 [22]。
左図において白丸と黒丸は磁性イオン、色の塗られた領域は酸素八面体を表す。

に分裂する。この物質の電子配置は 5d5であるため、jeff = 3/2状態は完全に占有されるが、
jeff = 1/2状態はハーフフィルドとなり、電子相関が強い場合にはモット絶縁体となる可能
性がある。

LDAによるフェルミ面とエネルギーバンドの計算結果を図 1.3（左）に示す [16]。(a), (b),

(d)はそれぞれ LDA、LDAにスピン軌道相互作用の補正を取り入れたもの、LDAにクーロ
ン相互作用の補正を取り入れた計算結果である。いずれもフェルミ準位上にバンドが存在す
ることから金属である。一方 (c)は LDAにスピン軌道相互作用とクーロン相互作用の補正
を取り入れたもので、バンド間にエネルギーギャップが生じ、絶縁体となる。
角度分解光電子分光 (angle-resolved photoemission spectroscopy, ARPES)によるスペク

トル強度を図 1.3（右）に示す。(a)はブリルアンゾーン中の高対称点を通る経路上における、電
子の束縛エネルギーEB = 2 eVまでの電子の分散関係である。(b–d)はEB = 0.2, 0.3, 0.4 eV

でのARPES強度である。(b)ではX点で構造が見られ、EBを大きくすると (d)では Γ点
で構造が見られるようになる。これは (左、c)に示した LDA+SO+Uの計算結果と一致す
る。よって、これらの理論計算と実験結果を通して Sr2IrO4はクーロン相互作用だけでなく
スピン軌道相互作用により初めて絶縁体となるスピン軌道モット絶縁体であることが明らか
となった。
このスピン軌道モット絶縁体が注目された背景には、キタエフモデルの対応物質である

という理論提案がされたことにある [18]。キタエフモデルは 2次元蜂の巣格子上にスピン
S = 1/2を並べたもので、3種類ある最近接スピン間においてそれぞれ異なる成分のイジン
グ型相互作用をもつモデルである。このモデルは厳密解が存在し、その基底状態が量子スピ
ン液体であることが特徴である [19–22]。さらに、キタエフモデルはマヨラナフェルミオン
により記述することができるため、量子計算技術への応用という視点からも注目されている。
キタエフモデルとスピン軌道モット絶縁体との対応を図 1.4に示す [22]。図 1.4（左）は

磁性イオン (Ir4+)が中心に置かれた酸素八面体 (IrO6)である。それぞれの酸素八面体が辺
共有をすることにより蜂の巣格子を形成する。図 1.4（右）は最近接磁性イオン間のホッピ
ング過程を示したものである。磁性イオンの d電子は酸素の p軌道を介した超交換相互作用
をするが、このような軌道選択性により磁性イオン間の結合定数に異方性が生じる。これに
より図 1.4（左）で赤、緑、青で示したように、3種類の最近接磁性イオン間の結合定数の
異なるキタエフモデルが実現する。なお、現実物質においては等方的なハイゼンベルグ型相
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図 1.5: H3LiIr2O6の（左）帯磁率及び（右）比熱の温度依存性 [26]。帯磁率における点線
は、低温におけるキュリー項の寄与を引いたものである。

互作用も存在することが知られ、これらの相互作用を組み合わせたキタエフ・ハイゼンベル
グモデルによる理論解析で多彩な相図が得られている [23–25]。
以上のような理論提案の下、候補物質として α–Na2IrO3や α–Li2IrO3、α–RuCl3などに

おいて量子スピン液体状態の探索が行われたが、これらはいずれも低温で磁気秩序を示すこ
とがわかった [27–29]。一方スピン軌道モット絶縁体H3LiIr2O6では、磁気相互作用のエネ
ルギースケールの 1% 程度の温度領域まで磁気秩序を示さないことが明らかとなった [26]。
その帯磁率及び比熱の温度依存性を図 1.5に示す。帯磁率と比熱共に低温 (0.05 K)まで異
常が見られない。さらに図 1.5（左）のインセットは逆帯磁率の温度依存性であるが、そこ
からキュリー・ワイス温度を見積もると θCW = −105 Kであることから、十分低温ではス
ピン液体状態が実現していると考えられる。
別のスピン軌道モット絶縁体 α–RuCl3ではマヨラナフェルミオンによる量子熱ホール効

果の報告もある [30, 31]。電子による整数量子熱ホール効果と量子スピン液体状態での量子
熱ホール効果の模式図及び α–RuCl3 の温度–磁場相図を図 1.6に示す。図 1.6(a)及び (b)

は、灰色の矢印で示した面直磁場による熱伝導の模式図である。赤（青）で示した領域は温
度の高い（低い）領域であり、赤と青の矢印は熱流を表す。(a)は電子による量子熱ホール
効果であるが、緑色の球で示したエッジを流れる電子が熱を運び、ホール係数 κxyは負とな
る。一方、(b)に示した量子スピン液体状態ではスピンが黄色の球で示したマヨラナフェル
ミオンと六角形で示した Z2渦に分裂する [20]。そして熱は電気的に中性なマヨラナフェル
ミオンのエッジカレントとして運ばれ、κxyは正となりその値は電子による量子熱ホール効
果の量子化値の半分となる [32–35]。
図 1.6(c)は α–RuCl3の温度磁場相図である。この測定では c軸から 60◦傾けた方向に磁

場をかけている。この物質のキタエフ相互作用の値は JK ≃ 80 Kである [36–38]ことから、
T ≲ JK/kBの領域ではスピン液体状態である。低磁場では TN ≃ 7 Kにおいて磁気秩序し、
反強磁性的なジグザグ構造である。しかし磁場を強くすると µ0H

∗
∥ ≃ 7 Tにおいて磁場の面

内成分により磁気秩序が消失し、スピン液体状態となる。赤色は、熱ホール係数が半整数で
一定値をとる領域であり、マヨラナフェルミオンが存在することの証拠であると考えられて
いる。そしてさらに磁場を強くすると量子熱ホール効果が消失する。
以上のようにモット絶縁体は、電子間相互作用により生み出される物理現象の舞台とし

て、現在に至るまで新たな話題を提供し続けている物質群である。
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の量子熱ホール効果の模式図及び (c)α–RuCl3の温度–磁場相図 [30]。なお、(c)における斜
線は熱ホール効果の測定を行うことのできなかった領域である。
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図 1.7: フラーレン化合物A3C60の結晶構造と温度–圧力相図 [39]。(a)、(b)はそれぞれ fcc

構造及び A15構造のものである。結晶構造において緑色で示されているものはドープされ
たアルカリ金属A+イオンを表す。なお、(a)においてはフラーレン分子の向きの自由度は
無視している。相図中のAFIは反強磁性絶縁体相を表す。

1.1.2 多軌道電子系
前節の後半において主に示したように、多軌道電子系は磁気秩序やスピン液体状態、マル

チフェロイクスなどの豊かな物理現象を示すことから注目されている。以下では軌道自由度
をもつ強相関電子系の例としてフラーレン化合物と 5dパイロクロア酸化物の背景を簡単に
まとめる。

1.1.2.1 フラーレン化合物

アルカリ金属をドープしたフラーレン化合物A3C60は、3重縮退した t1u分子軌道2に 3電
子が存在する、多軌道強相関物質である。その結晶構造は、体心立方格子構造の一種である
A15構造及び fcc構造をとる。それぞれの結晶構造と、温度–圧力相図を図 1.7に示す [39]。
図 1.8に、面心立方格子 (fcc)構造のフラーレン分子固体と、fcc構造のフラーレン化合物
Cs3C60のバンド構造を示す [39]。図 1.8(a)のフラーレン分子固体では、最高占有分子軌道
(highest occpied molecular orbital, HOMO) である hu 軌道が完全に占有されている。一
方、図 1.8(b)の Cs3C60 では、Cs3+ イオンのドープにより、最低非占有分子軌道 (lowest

unoccupied molecular orbital, LUMO)である t1u軌道がハーフフィルドとなる。

2原子における p軌道と類似した性質をもつ
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図 1.8: (a)フラーレン分子固体 [40]と (b)フラーレン化合物 Cs3C60 [39]のエネルギーバ
ンド。どちらもエネルギーはフェルミ準位から測っている。

この物質群は、近年多くの実験的知見が得られており、注目されている。フラーレン化合
物がまず初めに注目されたのは、超伝導現象の発現である。超伝導転移温度が 40 Kと高い
ことが特徴である [41–48]。発見直後から実験・理論の両面で精力的に研究され、その機構
はフォノンが媒介する従来型 s波の超伝導体であると考えられていた [40]。しかし 2009年
に、図 1.7に示したような、ドーム型の超伝導相に反強磁性相が隣接する、強相関電子系特
有の温度–圧力相図3が得られ、電子相関も重要な非従来型の超伝導体であることが明らかに
なった [39, 47, 49,50]。
一方モット絶縁体相では、局在する電子が低スピン状態を形成し、t1u軌道上の電子数が

非均一となる。これにより、フラーレン分子の異方的な歪み（ヤーン・テラーフォノン）と
電子との結合によりフラーレン分子が変形する。このような振る舞いはモット絶縁体相付近
の金属相でも見られるが、そこから遠く離れた金属相では見られない [51, 52]。この異常な
振る舞いはヤーン・テラー金属と呼ばれ、多軌道自由度が重要な役割を果たしている。また
フラーレン薄膜の作成に成功し、電子ドープとホールドープの間に特徴的な非対称性が確認
された [53, 54]。さらに、超伝導転移温度以上の温度領域における光励起で超伝導状態にな
る可能性（光誘起超伝導）が議論されている [55–57]。このように、フラーレン化合物は興
味深い現象を提供してきている。
フラーレン化合物の軌道自由度に注目すると、冒頭で述べたように 3重縮退した t1u分子軌

道がハーフフィルドとなっている。多軌道系特有の局所的な相互作用にフント結合があるが、
通常これは強磁性的で異軌道間のスピンを平行にそろえるはたらきをする（高スピン状態）。
しかしフラーレン化合物は、図 1.9に示したように分子内のフント結合の値が小さい。これ
により、ヤーン・テラーフォノンの効果をくりこんだ有効的なフント結合 Jeff = J + Jph(0)

が反強磁性的になる点で他の多軌道系と決定的に異なる [39,58–60]。このことは第一原理計
算からも確認されている [39, 61]。この反強磁性フント結合により基底状態が低スピン状態
となることで、フラーレン化合物に特有の低温物性の発現が予想される。
このような観点の下、反強磁性フント結合を持つ多軌道ハバードモデルの理論的研究が

行われており、電子秩序状態の記述に適した DMFTを用いて様々な相図が明らかとなっ
た [59,61–70]。これらの解析を通してヤーン・テラー金属状態は、自発的軌道選択型モット
状態と解釈され、非従来型の軌道秩序状態であることが明らかになった [65, 71]。また、多

3図 1.2を参照。
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図 1.9: フラーレン化合物における分子内相互作用の圧力依存性 [39]。U, J はそれぞれ、電
子系における軌道内クーロン相互作用及びフント結合の値である。Uph(0), Jph(0)はそれぞ
れ、軌道内クーロン相互作用、フント結合に与えるフォノンのくりこみ効果のゼロ周波数成
分の値である。なお、参考のため DFT計算により得られたバンド幅W も併せて示されて
いる。

変数変分モンテカルロ法による 2次元系の解析でも軌道の非対称性が報告されている [72]。

1.1.2.2 5dパイロクロア酸化物

5dパイロクロア酸化物 Cd2T2O7の結晶構造を図 1.10に示す。ただし、見やすくするた
めに T 及びO原子のみを示した。図 1.10(b)は 1つのユニットセルを拡大したものであり、
A～Dで示した 4種類の非等価な原子が存在する。A副格子に注目すると、T 原子を取り
囲むように酸素八面体が形成されている。よって立方対称結晶場により d軌道が分裂4し、
図 1.10(b)のようにとった、局所的な座標軸による t2g 軌道が理論解析に用いられる。また
Sr2IrO4で見たように、5d電子系ではスピン軌道相互作用の重要性が指摘されている。
この物質群は遷移金属元素 T = Re, Os, Irの置換により多様な物性が発現する。常温常

圧ではいずれの物質も金属であるが、低温や加圧領域では大きく異なった現象が観測されて
いる。以下ではそれぞれの物質の背景を簡単にまとめる。
T = Reでは電子配置は 5d2 である。図 1.11(a)は低温における電気抵抗率である [74]。

Tc ∼ 2 Kにおいて超伝導転移が見られる [74, 77–81]。パイロクロア酸化物において初めて
超伝導が観測されたこともあり、注目を集めた。また、図 1.11(b)はより広い温度領域にお
ける電気抵抗率の温度依存性 [75]であるが、温度低下に伴って構造相転移も生じることが
わかっており、図 1.12に示したように、複雑な温度–圧力相図となっている [76]。
さらに、近年では多極子秩序も指摘されており [76,82–88]、実験・理論の両面から盛んに

研究されている物質である。

42.2.1 節を参照。
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図 1.10: 5dパイロクロア酸化物 Cd2T2O7の結晶構造 [73]。見やすくするために T 原子及
びO原子のみを示した。(b)は 1つのユニットセルを拡大したものであり、A,B,C,Dは非等
価な原子のインデックスである。x, y, zはA副格子の局所的な座標軸を表す。
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(b)

図 1.13: Cd2Os2O7の（左）電気抵抗率、（右）磁化率の温度依存性 [89]。
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図 1.14: Cd2Os2O7の結晶構造と磁気構造 [89]。(a) 4 Kと 300 Kにおけるラマン散乱ス
ペクトル。(b)磁気構造の候補とその対称性。
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図 1.15: Cd2Ir2O7の（左）各温度における磁化の磁場依存性と（右）比熱の温度依存性 [93]。

図 1.16: Cd2Ir2O7のX線回折スペクトル [93]。

T = Osでは電子配置は 5d3である。図 1.13（左）に電気抵抗率の温度依存性を示す [89]。
T = Reの場合とは対照的に、TMI = 227 Kにおいて金属絶縁体転移が観測されている。ま
た図 1.13（右）に示した磁化率の温度依存性によれば、同一の温度において磁化率に異常が
見られ、絶縁相では磁気秩序を伴う。パイロクロア酸化物の磁気秩序は歪みを伴うものと伴
わないものがあるが、この物質は歪みを伴わないと指摘されている [90, 91]。図 1.14(a)に
4 Kと 300 Kにおけるラマン散乱スペクトル強度を示す [89]。金属相と絶縁相でピーク位
置に違いはなく、このことから絶縁相における磁気構造は結晶構造の歪みを伴わない。これ
により、図 1.14(b)に示した磁気構造の候補 [89, 92]のうち、ψ1の All-In-All-Out (AIAO)

構造が実現する。
T = Irでは電子配置は 5d4である。5d4では、非磁性の全角運動量 J = 0が基底状態とな

る5はずである [94]。しかし、この物質においては図 1.15（左）に示したように、2 Kにお
いて強磁性が観測されている [93]。図 1.15（右）は比熱の温度依存性であるが、異常が見ら
れないことから短距離秩序であると考えられている。Ir原子を囲む酸素八面体と X線回折
スペクトルを図 1.16に示す [93]。これによれば、酸素八面体の形状が歪んでいるため立方

5図 2.4(a)を参照。
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対称結晶場の帰結から外れると考えられる。このことから、結晶場効果の重要性が指摘され
ている。

1.2 目的
本論文では、局所的な強いクーロン相互作用によって電子が局在化したモット絶縁体に注

目する。この場合においても磁気秩序やマルチフェロイクス及びスピン液体など、スピン軌
道自由度により多くの興味深い現象が発現する [3, 16–18, 26, 30, 95–98]。その物質固有の物
性を明らかにすることは、物質設計における基礎という観点から重要な課題である。弱相関
領域では、密度汎関数理論 (density functional theory, DFT)に基づくバンド計算により、電
子物性の記述に成功している。一方強相関領域では、最局在ワニエ関数を用いた強束縛モデ
ルの構築が有効であり、局所的なクーロン斥力をもつ多軌道ハバードモデルが基本的なモデ
ルとして用いられる。しかし物質に即した理論計算は、膨大な数値計算コストがかかるため
非常に困難である。そのため、現実的なセットアップで強相関電子系に適用可能な解析の枠
組みが求められ、例えばハイスループット・スクリーニング [99]を用いた物性予測につなが
ることが期待される。
よく知られているように、1軌道ハバードモデルは強相関極限でハイゼンベルグモデルに

還元される。ハイゼンベルグモデルの多軌道系への拡張はクーゲル・コムスキーモデルであ
り、強磁性フント結合に対して構築された [100, 101]。そしてスピン及び軌道の物理を記述
する基本的なモデルとして、eg軌道系や t2g軌道系に適用され、解析されてきた [102–118]。
本研究では、物質に即した強束縛モデルを用いてクーゲル・コムスキーモデルを構築し、ス
ピンと軌道自由度の協奏により生じる多電子状態の織りなす秩序状態の解明を目指す。そし
て以下の 2つの観点からこの目的を達成する。

フラーレン化合物の局在有効モデルの解析 多軌道モット絶縁体であるフラーレン化合物
は、反強磁性フント結合をもつ点で他の多軌道系と異なる。これにより 1つの軌道に二重占
有した状態（ダブロン）が活性化する。そこで、ダブロンの軌道自由度という視点から反強
磁性フント結合の性質を明らかにすることで、フラーレン化合物の磁気・軌道秩序状態を解
明する。反強磁性フント結合をもつ局在有効モデルは、密度型の相互作用に対して構築され
ている [67]が、低温物性ではダブロンの軌道間遷移を記述するペアホッピングの効果が重
要であると考えられ、より現実的なモデルを構築する必要がある。

物質に即したクーゲル・コムスキーモデルによる解析枠組みの構築 より広い視点から多軌
道系を見ると、多軌道強相関系の物性解明のためにはスピン軌道相互作用も重要である。そ
こで、スピン軌道相互作用や結晶場によるエネルギーの分裂、ノンコリニア磁性など、性質
がよく調べられているプロトタイプ物質である 5dパイロクロア酸化物Cd2T2O7を例に、多
軌道モット絶縁体に対して現実的な状況で解析を行うための一般的な枠組みを構築する。具
体的には、第一原理計算から得られた強束縛モデルとスレーター・コンドンパラメータによ
る局所的なクーロン相互作用に基づいて、現実的なクーゲル・コムスキーモデルの構築及び
解析手法を提案する。このような、現実的な局在有効モデルを構築する取り組みは有効スピ
ン 1/2モデル [23–25,119–127]や、eg 及び t2g 軌道系 [128–134]に対して行われている。同
様の取り組みとして、DFT+DMFTによる解析も行われている [119,127–130,135–137]。し
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かし、軌道自由度により多彩な物性が発現する多軌道モット絶縁体を効率的に解析するため
には、スピン軌道相互作用及び任意の数のエネルギー準位をもつ系に適用できる、より一般
的な枠組みが必要である。

1.3 本論文の構成
まず第 2 章では、多軌道強相関系における基本的なモデルである多軌道ハバードモデル

を導出し、その各項について考察する。第 3 章では、本研究で用いる強相関極限解析につ
いて議論する。具体的には局在有効モデル構築手法の詳細を述べたあと、構築されたモデル
に適用する平均場理論を用いて物理量の定式化を行う。第 4 章及び第 5 章が本研究の主た
る成果である。第 4 章では多軌道モット絶縁体の 1つである、フラーレン化合物に対して
強相関極限解析を行う。特に、フラーレン化合物特有の反強磁性フント結合により実現する
多電子状態に注目して議論する。等方的なホッピングをもつ系や局所的な電子数 n = 1に
対しても強相関極限解析を行い、それぞれの比較をすることで、強相関極限下のフラーレン
化合物に特有の物性を解明する。第 5 章では、第 3 章で議論した強相関極限解析手法を、
任意の物質に対して拡張する。そして磁気的な性質などがよくわかっている 5d電子系パイ
ロクロア酸化物に対してデモンストレーションを行う。最後に第 6 章で全体のまとめを行
う。付録 Aでは第 4 章及び第 5 章で導入する局所的な演算子についての詳細を述べる。付
録 Bでは有効ハミルトニアンについてまとめ、その行列要素の具体形を求める。付録 Cで
は、第 5 章で有効モデル構築時に用いる SU(N)生成子についての詳細とその構築方法につ
いてまとめる。付録 Dでは、第 5 章で計算した軌道モーメントの変換についてまとめる。
付録 Eでは、第 5 章の古典解析の詳細をまとめる。特に、SU(N)コヒーレント状態の具体
形とその関係式について及び効率的な古典解析のために用いる、過剰緩和法について議論す
る。付録 Fでは第 5 章で構築した解析枠組みの最も簡単な例として、N = 2に対応する 1

軌道ハバードモデルに適用する。



16

第2章 多軌道ハバードモデル

この章では、強相関電子系の基本的なモデルであるハバードモデルを導く。まず軌道縮退
のない場合から始め、多軌道ハバードモデルを導出する。そしてその各項について、軌道自
由度が存在する系特有の効果に注目して議論する。

2.1 軌道縮退のない場合
断熱近似かつ非相対論極限により c−2の寄与まで考えると、固体中の電子のハミルトニア

ンは

H0 =

∫
dr ψ⃗†(r)

[
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+ eΦ

− ℏe
2mc

σ ·B − p4

8m3c2
− ℏe

4m2c2
σ · (E × p) − ℏ2e

8m2c2
divE

]
ψ⃗(r) (2.1)

のように書ける [1]。ここで ψ⃗(r), ψ⃗†(r)はそれぞれ位置 rに電子を消滅及び生成するスピノ
ル場の演算子である。p = −iℏ∇は電子の運動量、Aはベクトルポテンシャル、σはパウリ
演算子、e(< 0)は電子の素電荷である。Φは原子もしくはイオンの作る静電ポテンシャルで

Φ =
∑
i

Zi,effe

|r −Ri|
(2.2)

である。Zi,eff は内殻の遮蔽を考慮した有効的な原子番号である。また

B = ∇×A, E = −∇Φ (2.3)

である。1行目は非相対論的な項である。第 3,5,6項はそれぞれゼーマン項、スピン軌道相
互作用、ダーウィン項である。
以下では簡単のため、外場がないものとし、まずは軌道縮退のない場合を考える。結晶中

の電子は各原子核にほとんど局在していると仮定する。これを強束縛近似という。この近似
の下で、場の演算子はRiの原子核に最局在したワニエ関数 ϕ(r −Ri)を用いて

ψσ(r) =
∑
i

ciσϕ(r −Ri) (2.4)

と展開できる。c†iσ(ciσ)はサイト iにスピン σの電子を生成（消滅）する演算子である。また∫
dr ϕ∗(r −Ri)ϕ(r −Rj) = δij (2.5)
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を満たすようにとる。よってハミルトニアンは
H0 =

∑
ij

∑
σσ′

tσσ
′

ij c†iσcjσ′ (2.6)

tσσ
′

ij =

∫
dr ϕ∗(r −Ri)

[
−ℏ2∇2

2m
+ eΦ + i

ℏ2e
4m2c2

σσσ′ · (E ×∇)

]
ϕ(r −Rj) (2.7)

と書ける。i = jの項は電子の 1体ポテンシャルを与えるが、第 3項のスピン軌道相互作用
については時間反転対称性により i ̸= jの項のみが有限となる。ここで生成消滅演算子を

ciσ =
1√
N

∑
k

ckσeik·Ri (2.8)

c†iσ =
1√
N

∑
k

c†kσe−ik·Ri (2.9)

によりフーリエ変換すると、ハミルトニアンH0は波数 kについて対角的になり、スピン自
由度 σについてユニタリ変換

ckn =
∑
σ

Unσ(k)ckσ (2.10)

を施すことで
H0 =

∑
k

∑
n

εn(k)c†knckn (2.11)

と書き直すことができる。ここで nはバンドインデックスである。εn(k)は電子が原子核の
ポテンシャル Φを感じながら結晶中を運動するときのエネルギーであり、結晶の並進対称
性を用いると

εn(k) =
1

N

∑
ij

∑
σσ′

Unσ(k)tσσ
′

ij e−ik·(Rj−Ri)U∗
nσ′(k) (2.12)

となる。よって、物質の個性はこの項に強く反映されることになる。
電子間のクーロン相互作用を表すハミルトニアンは

Hint =
1

2

∑
σσ′

∫∫
dr dr′ ψ†

σ(r)ψ†
σ′(r

′)
e2

|r − r′|
ψσ′(r)ψσ(r′) (2.13)

=
1

2

∑
ijkl

∑
σσ′

Uijkℓc
†
iσc

†
jσ′ckσ′clσ (2.14)

である [138,139]。ただし

Uijkℓ =

∫∫
dr dr′ ϕ∗(r −Ri)ϕ

∗(r′ −Rj)
e2

|r − r′|
ϕ(r −Rk)ϕ(r′ −Rl) (2.15)

とした。3d電子系に対する行列要素の値は i, j, kをそれぞれ最近接サイトとして
Uiiii ∼ 20 eV (2.16)

Uijij ∼ 6 eV (2.17)

Uiiij ∼ 0.5 eV (2.18)

Uijik ∼ 0.1 eV (2.19)

Uiijj ∼ Uijji ∼ 0.025 eV (2.20)
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と見積もられている1 [9]。よって、行列要素 Uijkℓのうち最大の寄与をもつのは Uiiiiである
ため、この項のみを残しH = H0 + Hintを粒子数により表示すると

H =
∑
ij

∑
σσ′

tσσ
′

ij c†iσcjσ′ + U
∑
i

c†i↑c
†
i↓ci↓ci↑ (2.21)

となる [9, 141]。U = Uiiii(> 0)とした。これはハバードモデルと呼ばれる。

2.2 多軌道電子系
次に本研究の対象である、軌道縮退のある場合を考える。(2.4) 式の展開で、原子軌道m

の波動関数で

ψσ(r) =
∑
im

cimσϕm(r −Ri) (2.22)

ϕm(r) = Rnℓ(r)Yℓm(Ω) (2.23)

のように展開する。ここでRnℓ(r)は主量子数 n、方位量子数 ℓの動径波動関数、Yℓm(Ω)は
磁気量子数mの球面調和関数2である。以下では n及び ℓが指定された部分空間に注目して
考える。この下で 1体項及び相互作用項はそれぞれ

H0 =
∑
ij

∑
mm′

∑
σσ′

tmσ;m′σ′

ij c†imσcjm′σ′ (2.24)

Hint =
1

2

∑
i

∑
m1m2m3m4

∑
σσ′

Um1m2m3m4(i)c†im1σ
c†im2σ′cim3σ′cim4σ (2.25)

と書ける。ただし

tmσ;m′σ′

ij =

∫
dr ϕ∗m(r −Ri)

[(
−ℏ2∇2

2m
+ eΦ

)
δσσ′ + i

ℏ2e
4m2c2

σσσ′ · (E ×∇)

]
ϕm′(r −Rj)

(2.26)

Um1m2m3m4(i) =

∫∫
dr dr′ ϕ∗m1

(r −Ri)ϕ
∗
m2

(r′ −Ri)
e2

|r − r′|
ϕm3(r −Ri)ϕm4(r′ −Ri)

(2.27)

であり、相互作用項については前節の議論をもとに最も寄与の大きい、原子内のもののみを
残した。(2.24)式及び (2.25) 式は多軌道ハバードモデルと呼ばれ、軌道自由度のある系にお
ける基本的なモデルとして理論解析に用いられる。以下では文献 [139, 142–145]を参考に、
その各項について議論する。

1この値はクーロン相互作用そのものの値であるが、現実物質では他バンドの寄与などにより遮蔽され、1桁
ほど小さくなる [140]。

2コンドン・ショートレイ位相
Y ∗
ℓm(Ω) = (−1)mYℓ,−m(Ω)

を用いる。
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a b

c

x y

z

x y

z(a) (b)

図 2.1: 青色で示したイオンが成す八面体の中央に、赤色で示した注目する原子が置かれて
いる。(b)は (a)において a = b = cとした正八面体であり、立方対称な場合である。

2.2.1 結晶場効果
まずは 1体項を考える。現実物質では構成する原子の種類やその配置の多様さにより様々

な種類があり、多彩な物理現象が発現する。そのような実空間の情報は、軌道自由度が電子
の波動関数の形状に対応したものであったことを考えると、主に軌道自由度を介して反映さ
れると期待される。そこでまずは、(2.26) 式第 2項のうち、周囲のイオンから受けるポテン
シャルが i = j の局所的な原子内の電子に与える効果を考える。これを結晶場効果と呼ぶ。
なお、この節では簡単のため同一軌道内のみを考えるが、一般には他の軌道間の混成が重要
となる場合もある。
具体例を考える際には、図 2.1(a)のように、Ri = (±a, 0, 0), (0,±b, 0), (0, 0,±c)に位置

する最近接のイオンが、それらの成す八面体の中央に位置する原子内の電子へ与える効果を
考える。簡単のため、全て同種のイオンであるとする。このような状況は 1.1.2.2 節で議論
したように、5dパイロクロア酸化物を始めとして多くの遷移金属化合物において実現して
おり、O2−イオンが八面体を構成する 3。以下では陰イオンに囲まれていることを念頭に議
論を行い、この場合には Zeff > 0である。
結晶場効果を記述するハミルトニアン（結晶場ハミルトニアン）は

HCEF =
∑
i

∑
mm′

∑
σ

∆mm′
i c†imσcim′σ (2.28)

∆mm′
i = e

∫
dr ϕ∗m(r −Ri)Φϕm′(r −Ri) (2.29)

のように書ける。球面調和関数の加法定理を用いることで、(2.2) 式の一部は

1

|r − r′|
=

∞∑
p=0

4π

2p+ 1

[min(r, r′)]p

[max(r, r′)]p+1

p∑
q=−p

Y ∗
pq(Ω)Ypq(Ω

′) (2.30)

3図 1.10を参照。
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のように展開される。よって (2.2) 式は

Φ =
∞∑
p=0

p∑
q=−p

rpupqCpq(Ω) (2.31)

upq =

√
4π

2p+ 1

∑
j

Zeffe

Rp+1
j

Ypq(Ωj) (2.32)

Cpq(Ω) = (−1)q
√

4π

2p+ 1
Ypq(Ω) (2.33)

のように周囲のイオンに関する部分 upqにより展開される。ただし強束縛近似下のため、電
子の波動関数の広がりは格子定数に比べて小さいとし r < Rj を用いた。
まずは展開係数 upq について考える。球面調和関数は空間反転 Ω → −Ωに対して

Yℓm(Ω) = (−1)ℓYℓm(−Ω) (2.34)

の対称性があるため

upq = [1 + (−1)p]

√
4π

2p+ 1

∑′

j

Z|e|
Rp+1

j

Ypq(Ωj) (2.35)

と書き直すことができ、p =（偶数）の場合のみ有限となる。なお ∑′
j は θj ∈ [0, π)及び

φj ∈ [0, π)についてのみ和をとることを表す。
ここまでは一般論であるが、以下では図 2.1の状況に絞って議論する。球面調和関数を天

頂角と方位角の寄与に分けて記すと

Yℓm(θ, φ) =
1√
2π

eimφΘℓm(θ) (2.36)

Θℓm(θ) = (−1)
m+|m|

2

√
2ℓ+ 1

2

(ℓ− |m|)!
(ℓ+ |m|)!

Pm
ℓ (cos θ) (2.37)

のようになる。ただしPm
ℓ (x)はルジャンドル陪関数である [146]。この表式を用いて (2.35)式

を計算すると、k ∈ Nとして q = 2k + 1のときは

up,2k+1 + up,−(2k+1) =4i

√
2

2p+ 1

∑′

j

Z|e|
Rp+1

j

Θp,2k+1(θj) sin[2(k + 1)φj ] (2.38)

=0 (2.39)

となる。よって、(2.35) 式は pと qがともに偶数のときのみ有限の値をとり得る。先ほどと
同様の kを用い、各イオンの寄与を足し上げると

up0 = 2Zeffe

√
2

2p+ 1

[(
1

ap+1
+

1

bp+1

)
Θp0

(π
2

)
+

1

cp+1
Θp0(0)

]
(2.40)

up,2k = 2Zeffe

√
2

2p+ 1

(
1

ap+1
+ (−1)k

1

bp+1

)
Θp,2k

(π
2

)
(2.41)

のように得られる。p = 6までの upq の表式を表 2.1にまとめた。
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表 2.1: p = 6までの upq の表式。

upq の表式 立方対称 (a = b = c)の場合

p = 0 q = 0 2Zeffe

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
6

a
Zeffe

2 0 Zeffe

[
−
(

1

a3
+

1

b3

)
+

2

c3

]
0

±2 Zeffe

√
3

2

(
1

a3
− 1

b3

)
0

4 0
1

4
Zeffe

[
3

(
1

a5
+

1

b5

)
+

8

c5

]
7

2a5
Zeffe

±2 −
√

10

4
Zeffe

(
1

a5
− 1

b5

)
0

±4

√
70

8
Zeffe

(
1

a5
+

1

b5

) √
70

4a5
Zeffe

6 0
1

8
Zeffe

[
−5

(
1

a7
+

1

b7

)
+

16

c7

]
3

4a7
Zeffe

±2

√
105

16
Zeffe

(
1

a7
− 1

b7

)
0

±4 −3
√

14

16
Zeffe

(
1

a7
+

1

b7

)
−3

√
14

8a7
Zeffe

±6

√
231

16
Zeffe

(
1

a7
− 1

b7

)
0
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(2.31) 式を用いて (2.29) 式を求める。以下では、a = b = cの立方対称な結晶場が n =

2, ℓ = 2の d電子へ与える効果について考える。なお、立方対称な結晶場の場合の upq の表
式も表 2.1にまとめてある。

(2.29) 式では動径方向と角度方向の積分が現れる。角度方向の積分については、クレブ
シュ・ゴルダン係数 ⟨jm, j′m′|JM⟩を用いて書かれる 3j記号(

j j′ J

m m′ −M

)
=

(−1)j−j′+M

√
2J + 1

〈
jm, j′m′∣∣JM〉 (2.42)

を用いて ∫
dΩYp1q1(Ω)Yp2q2(Ω)Yp3q3(Ω)

=

√
(2p1 + 1)(2p2 + 1)(2p3 + 1)

4π

(
p1 p2 p3

0 0 0

)(
p1 p2 p3

q1 q2 q3

)
(2.43)

と積分が実行でき [147]

cp(ℓm, ℓ′m′) =

√
4π

2p+ 1

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ sin θ

∑
q

Y ∗
ℓm(θ, φ)Ypq(θ, φ)Yℓ′m′(θ, φ) (2.44)

=(−1)m
√

(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1)

(
ℓ p ℓ′

0 0 0

)(
ℓ p ℓ′

−m m−m′ m′

)
(2.45)

と得られる。なお、(2.45) 式では、方位角 φの積分から

q = m−m′ (2.46)

であることを用いた。cp(ℓm, ℓ′m′)はガウント係数と呼ばれ、3j記号の性質から

ℓ+ ℓ′ + p =偶数 (2.47)∣∣ℓ− ℓ′
∣∣ ≤ p ≤ ℓ+ ℓ′ (2.48)

のときのみ有限の値をとり得る。ガウント係数の具体的な値は文献 [142]などにまとめられ
ている。
動径方向の積分を

⟨rp⟩ =

∫ ∞

0
dr rp+2R2

nℓ(r) (2.49)

と書くことにすると

∆mm′
i = e

∑
pq

(−1)q⟨rp⟩upqcp(ℓm, ℓm′)δq,m′−m (2.50)

と書くことができる。
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d電子の場合には (2.48) 式の関係より、展開係数 upqのうち p = 4までの効果が加わる 4。
基底を |m⟩ =

(
|2⟩ |1⟩ |0⟩ |−1⟩ |−2⟩

)T
ととって行列表示すると

HCEF(i) = Dq


1 0 0 0 5

0 −4 0 0 0

0 0 6 0 0

0 0 0 −4 0

5 0 0 0 1

 (2.51)

D =
35Zeffe

4a5
(2.52)

q =
2e

105
⟨r4⟩ (2.53)

となる。ただし、エネルギーの原点を eu00 = 6Zeffe
2/aにとった。Dは周囲のイオンの情

報をもち、qは電場の作用を受ける電子の情報をもつ。特にDの符号は Zeff の符号によっ
て決まる。この節では周囲を陰イオンに囲まれた場合を考えZeff > 0として考えたが、周囲
が陽イオンに囲まれている場合には Zeff < 0とすればよい。
これを対角化することで、5重縮退していた d軌道は、図 2.2のようにエネルギー固有値

−4Dqとなる 3重縮退した t2g 軌道と、6Dqとなる 2重縮退した eg 軌道に分裂する。t2g 軌
道及び eg 軌道の波動関数はそれぞれ

|dyz⟩ =
i√
2

(|1⟩ + |−1⟩) =

√
15

4π
R32(r) sin θ cos θ sinφ (2.54)

|dzx⟩ = − 1√
2

(|1⟩ − |−1⟩) =

√
15

4π
R32(r) sin θ cos θ cosφ (2.55)

|dxy⟩ = − i√
2

(|2⟩ − |−2⟩) =

√
15

4π
R32(r) sin2 θ cosφ sinφ (2.56)

|dx2−y2⟩ =
1√
2

(|2⟩ + |−2⟩) =

√
15

16π
R32(r) sin2 θ cos 2φ (2.57)

|dz2⟩ = |0⟩ =

√
5

16π
R32(r)

(
3 cos2 θ − 1

)
(2.58)

である。

2.2.2 スピン軌道相互作用
次に (2.26) 式の第 3項に対応するスピン軌道相互作用を考える。軌道自由度が存在する

ため、i = j の局所的な項も有限となり得る。このことは 1軌道の場合とは対照的である。
そこで、以下では局所的なスピン軌道相互作用について議論する。
原子やイオンの作る静電ポテンシャルΦから生じる電場のうち、i ̸= jの寄与は互いに打

ち消し合うため、i = jの寄与に比べて小さい。そこで、ここでは i = jの原子による電場

Ei =
Zi,effe

|r −Ri|3
(r −Ri) (2.59)

4同様の議論から、ℓ = 1の p電子系では立方対称結晶場の効果は現れない。
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d1

HCEF

−4Dq

6Dq

t2g

eg

図 2.2: 立方対称な結晶場による d1準位の分裂。

のみを考える。ここでは、内殻の電子によって遮蔽されたとしても注目している軌道以外の
電子と原子核は全体として正に帯電しているものとし、Zi,eff < 0とする。ここで ℏあたり
の軌道角運動量演算子

ℓ = −ir ×∇ (2.60)

を定義し、H0のうちスピン軌道相互作用の部分を抜き出すと

HSOC =
∑
i

∑
mm′

∑
σσ′

ξmσ;m′σ′

i c†imσcim′σ′ (2.61)

ξmσ;m′σ′

i = − ℏ2e
2m2c2

∫
dr ϕ∗m(r)

Zi,effe

r3

(σ
2

)
σσ′

· ℓϕm′(r) (2.62)

= −
ℏ2e2Zi,eff⟨r−3⟩

2m2c2
⟨m|ℓ|m′⟩ ·

(σ
2

)
σσ′

(2.63)

となる。サイト中の全電子の軌道角運動量演算子及びスピン演算子を

Li =
∑
mm′

∑
σ

⟨m|ℓ|m′⟩ c†imσcim′σ (2.64)

Si =
∑
m

∑
σσ′

(σ
2

)
σσ′
c†imσcimσ′ (2.65)

とするとスピン軌道相互作用を表すハミルトニアンは

HSOC =
∑
i

λiLi · Si (2.66)

λi = ∓
ℏe2Zi,eff⟨r−3⟩

4m2c2Si
(2.67)

となる。Siはサイト iの全スピンである。複号のうち負（正）のものは注目している量子数
n, ℓの部分空間の電子数が半数以下（以上）の場合に対応する。
以下では n = 3, ℓ = 2の d電子において、前節で考えた結晶場効果により分裂した t2g 電

子に対してスピン軌道相互作用の効果を議論する。また λiはサイトに依らないとし、以下
では λSOCと書くことにする。サイト iにおけるスピン軌道相互作用のハミルトニアンを行
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列表示すると

HSOC(i) =
1

2
λSOC



0 0 i 0 0 −1

0 0 0 −i 1 0

−i 0 0 0 0 i

0 i 0 0 i 0

0 1 0 −i 0 0

−1 0 −i 0 0 0


(2.68)

となる。ただし基底を |γ, σ⟩ =
(
|dyz, ↑⟩ |dyz, ↓⟩ |dzx, ↑⟩ |dzx, ↓⟩ |dxy, ↑⟩ |dxy, ↓⟩

)T
ととった。これを対角化することで、スピン自由度を含めて 6重縮退していた t2g 軌道は、
図 2.3のようにエネルギー固有値−(1/2)λSOCとなる 4重縮退した jeff = 3/2状態と、λSOC

となる 2重縮退した jeff = 1/2状態に分裂する。jeff は注目している n, ℓの部分空間で有効
な全角運動量である。それぞれの波動関数を |jeff , jzeff⟩と書くことにすると∣∣∣∣32 ,+3

2

〉
=

1√
2

( |dyz, ↑⟩ + i |dzx, ↑⟩) (2.69)∣∣∣∣32 ,−3

2

〉
=

1√
2

( |dyz, ↓⟩ − i |dzx, ↓⟩) (2.70)∣∣∣∣32 ,+1

2

〉
=

1√
6

(− |dyz, ↓⟩ − i |dzx, ↓⟩ + 2 |dxy, ↑⟩) (2.71)∣∣∣∣32 ,−1

2

〉
=

1√
6

( |dyz, ↑⟩ − i |dzx, ↑⟩ + 2 |dxy, ↓⟩) (2.72)∣∣∣∣12 ,+1

2

〉
=

1√
3

( |dyz, ↓⟩ + i |dzx, ↓⟩ + |dxy, ↑⟩) (2.73)∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
=

1√
3

(− |dyz, ↑⟩ − i |dzx, ↑⟩ + |dxy, ↓⟩) (2.74)

のように書かれる。|jeff ,±jzeff⟩の 2状態は、K を複素共役演算子として、時間反転操作

Θ = −iσyK (2.75)

によって互いに結びついていることがわかる。これはクラマースダブレットと呼ばれる。
以上は t12gの分裂であるが、多電子状態の分裂も同様に考えることができる。図 2.4にそ

の分裂の様子と基底状態の波動関数の形状をまとめる [94]。

2.2.3 クーロン相互作用
最後に相互作用項を考える。(2.30) 式の展開を用いることで、(2.27) 式は動径方向の積分

と角度方向の積分に分けることができる。角度方向については 2.2.1 節と同様の議論からガ
ウント係数で記述される。動径方向については経験的な値としてスレーター・コンドンパラ
メータ

F p(nℓ, n′ℓ′) = e2
∫∫

dr dr′ r2R2
nℓ(r)r

′2R2
n′ℓ′(r

′)
[min(r, r′)]p

[max(r, r′)]p+1
(2.76)
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t12g

HSOC

λSOC

−1

2
λSOC

jeff =
3

2

jeff =
1

2

図 2.3: スピン軌道相互作用による t12g 準位の分裂。
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図 2.4: スピン軌道相互作用による t2g準位の分裂 [94]。(a)各電子数における多重項の分裂
の様子。ζ はスピン軌道相互作用の大きさである。(b)各基底多重項の波動関数の形状。色
はスピンの分布を表す。
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表 2.2: d電子系に対するクーロン相互作用の行列要素をラカーパラメータにより表したも
の [142]。(ξ, η, ζ)は t2g軌道 dyz, dzx, dxyを表し、(u, v)は eg軌道 dz2 , dx2−y2を表す。なお、
添字については (ξ, η, ζ)及び (u, v)のそれぞれについて入替に関して対称である。

Uγ1γ2γ3γ4 ラカーパラメータによる表記
Uζζζζ A+ 4B + 3C

Uξηξη A− 2B + C

Uξξηη 3B + C

Uuuuu A+ 4B + 3C

Uuvuv A− 4B + C

Uuuvv 4B + C

Uζuζu A− 4B + C

Uζvζv A+ 4B + C

Uζζuu 4B + C

Uζζvv C

Uξηζu

√
3B

が用いられる [148,149]。
以上をまとめると、原子内の電子間クーロン相互作用の行列要素は

Um1m2m3m4(i) = (−1)m3−m1δm1+m2,m3+m4

∑
p

F p(nℓ, nℓ)cp(ℓm1, ℓm3)c
p(ℓm2, ℓm4)

(2.77)

と書くことができる。
以下では、n = 3, ℓ = 2である d電子について考え、n及び ℓは省略する。ガウント係数

についての条件 (2.47) 式及び (2.48) 式より、独立なパラメータは F 0, F 2, F 4の 3種類であ
る。スレーター・コンドンパラメータ及びガウント係数により計算された値をそのまま用い
ると煩雑になるため、それらの線形結合をとったラカーパラメータ

A = F 0 − 49

441
F 4 (2.78)

B =
1

49
F 2 − 5

441
F 4 (2.79)

C =
35

441
F 4 (2.80)

がよく用いられる [150–153]。d電子系に対するクーロン相互作用の行列要素 Uγ1γ2γ3γ4 を
表 2.2にまとめた。これより、t2g 及び eg 軌道内ではそれぞれ

Uζζζζ = Uξηξη + 2Uξξηη (2.81)

Uuuuu = Uuvuv + 2Uuuvv (2.82)
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● 軌道内クーロン相互作用

U
U

● 反平行スピン

U − J

● 平行スピン
● 軌道間クーロン相互作用

J
● スピンフリップ

J
● ペアホッピング

図 2.5: 多軌道ハバードモデルにおける原子内相互作用項の電子配置。相互作用の生じる 2

つの軌道のみを取り出した。

の関係があり、スレーター・金森相互作用

Hint =
U

2

∑
iγσσ′

c†iγσc
†
iγσ′ciγσ′ciγσ +

U ′

2

∑
iγγ′σσ′

c†iγσc
†
iγ′σ′ciγ′σ′ciγσ

+
J

2

∑
iγγ′σσ′

c†iγσc
†
iγ′σ′ciγσ′ciγ′σ +

J ′

2

∑
iγγ′σσ′

c†iγσc
†
iγσ′ciγ′σ′ciγ′σ (2.83)

が用いられる [154]。ただし立方対称な結晶場の下では表 2.2で見たようにU ′ = U−2J, J ′ =

J である。第 1項及び第 2項が軌道内及び軌道間クーロン相互作用である。第 3項のうち密
度型のものは第 2項と結合し、スピンが平行な場合のエネルギー低下をもたらす。密度型で
ないものはスピンフリップを表す。最後に第 4項がペアホッピングを表す。各項の電子配置
を模式的に表したものを図 2.5に示す。上段は密度型の相互作用であり占有数により表示し
た際に状態を変えないが、下段は量子力学的重ね合わせ状態をつくる。
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この章では、本論文で一貫して用いる強相関極限下の解析手法についてまとめる。なお、
本研究で対象としているのは多軌道系であるが、具体例としては簡単のため軌道自由度のな
い場合を取り上げる。軌道自由度がある場合にも同様の手順で解析ができる。以降の議論で
は自然単位系 ℏ, kB, c = 1を採用する。

3.1 局在有効モデルの構築
3.1.1 一般論
この節では強相関極限解析の出発点である、局在有効モデルの構築手法についてまとめ

る。有効ハミルトニアンとは、注目するエネルギー領域（モデルヒルベルト空間）において
厳密なハミルトニアンと同一のエネルギー固有値を得ることのできるハミルトニアンのこと
である [139, 155, 156]。厳密なハミルトニアンH が以下のように非摂動項H0 と摂動項 V

に分けることができるとする。

H = H0 + V (3.1)

モデルヒルベルト空間への射影演算子を P、それと相補的なモデルヒルベルト空間外への射
影演算子をQとすると、これらは以下の関係を満たす。

P 2 = P, Q2 = Q, P +Q = 1 (3.2)

ただし P は [H0, P ] = 0を満たすようにとる。量子力学における摂動論の帰結 [157]を用い
ると、2次摂動までの有効ハミルトニアンは以下のように書ける。

H
(0)
eff = PH0P (3.3)

H
(1)
eff = PV P (3.4)

H
(2)
eff = PV

1

Egs −H0
QV P (3.5)

ここでEgsはモデルヒルベルト空間のエネルギー固有値である。
なお、ここでは第一励起状態のエネルギーとEgsのエネルギー差が非常に大きい状況を考

えており、モデルヒルベルト空間として単一のエネルギーのみをとる場合を仮定した。しか
し多軌道系では多数のエネルギースケールが存在するため、第一励起状態とのエネルギー差
が小さい場合も一般には考えられ、そのような場合にはエネルギーの異なる複数の準位をま
とめてモデルヒルベルト空間に指定する方がより合理的であると考えられる。このような場
合に上述の議論を適用すると、例えば (3.5) 式において、元のハミルトニアンの性質とは関
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表 3.1: サイト iでの粒子数 niとエネルギー固有値及び対応する固有状態。

粒子数 エネルギー固有値 固有状態
ni = 0 0 |0⟩
ni = 1 0 c†iσ |0⟩
ni = 2 U c†i↑c

†
i↓ |0⟩

係なく非エルミートな有効ハミルトニアンとなってしまう。この非エルミート性は基底の選
び方に依存して生じたものであり、物理的なものではないため、このような非エルミート性
は取り除かれるのが望ましい。複数準位をモデルヒルベルト空間とした場合のエルミートな
有効ハミルトニアンの構築手法については第 5 章及び付録 Bにて再考する。

3.1.2 1軌道ハバードモデルへの適用
この節では上述の有効ハミルトニアンの構築手法の具体例として、(2.21) 式の 1軌道ハ

バードモデル

H = Ht + HU (3.6)

Ht =
∑
⟨ij⟩

∑
σσ′

tσσ′c†iσcjσ′ + H.c. (3.7)

HU = U
∑
i

c†i↑c
†
i↓ci↓ci↑ (3.8)

に適用する。ここで c†iσ(ciσ)はサイト iにスピン σの電子を生成（消滅）させる演算子であ
る。∑⟨ij⟩はサイトのペアについての和を表し、U(> 0)はクーロン相互作用の大きさであ
る。tσσ′ は、(2.7) 式に示したスピンに依存したサイト間のホッピングの大きさであり、以
下では

tσσ′ = −tδσσ′ + iλ · σσσ′ (3.9)

のようにスピン軌道相互作用に由来する部分を λとして分けて表記する。また、簡単のた
め最近接サイト間のみホッピングするものとし、その大きさは全て等しいとした。

Htは電子の遍歴性（波動性）を表し、波数 kによって対角化され、電子のバンド構造を
与える。HU は電子の局在性（粒子性）を記述する項であり、粒子数 nによって対角化され
る。このハバードモデルはシンプルであるが、電子の遍歴性と局在性の拮抗を記述でき、磁
性や超伝導を始めとする様々な現象の解析に用いられている。しかし、それゆえ解析的に解
くことは極めて難しく、通常は何らかの近似法や極限下での解析が行われる。そこで本研究
では強相関極限（t/U ≪ 1）に立つ。強相関極限はモット絶縁体相に対応し、電荷自由度は
凍結するがスピン自由度については活性である。3.1.1 節においてHU を非摂動的に、Htを
摂動的に扱うことで、局在有効モデルを構築する。
まずモデルヒルベルト空間を指定するためHt = 0を考え、非摂動ハミルトニアンHU を

対角化することでエネルギー構造を調べる。HU はサイト間を混ぜる項をもたないため、サ
イトごとに独立に考えることができる。あるサイト iのエネルギー固有値と固有状態を粒子
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ji

|↓,● 始状態

t∗↓↓

Ht
ji

固有エネルギー：U

● 中間状態 |↑,● 終状態

t↑↑

Ht
ji

図 3.1: (3.12) 式の (2,3)成分に対応する 2次摂動過程の一部。中間状態としてサイト jを
二重占有する状態を示したが、サイト iを二重占有する過程も存在する。なお、符号は考慮
していない。

数ごとにまとめたものを表 3.1に示す。本論文では低エネルギーの物理に興味があるため、
2重縮退した ni = 1の状態をモデルヒルベルト空間として有効モデルを構築する。
以上で 1サイトあたりのモデルヒルベルト空間が策定されたので、Htによって結ばれる

サイト i, jについて、(3.5) 式に則って摂動計算を行う。i, jの 2サイトのモデルヒルベルト
空間への射影演算子は

Pij =
∑
σiσj

|σi, σj⟩ ⟨σi, σj | (3.10)

と書くことができる。ただし

|σi, σj⟩ = c†iσi
c†jσj

|0⟩ (3.11)

とした。摂動計算を実行し、有効ハミルトニアンを行列表示すると

H
(2)
eff (i, j) = − 1

U


|t↑↓|2 + |t↓↑|2 t↓↓t

∗
↓↑ − t∗↑↑t↑↓ −t↑↑t∗↓↑ + t∗↓↓t↑↓ −t↑↓t∗↓↑ − t∗↑↓t↑↓

t∗↓↓t↓↑ − t↑↑t
∗
↑↓ |t↓↓|2 + |t↑↑|2 −t↑↑t∗↓↓ − t∗↓↓t↑↑ −t↑↓t∗↓↓ + t∗↓↑t↑↑

−t∗↑↑t↓↑ + t↓↓t
∗
↑↓ −t∗↑↑t↓↓ − t↓↓t

∗
↑↑ |t↑↑|2 + |t↓↓|2 t↑↓t

∗
↑↑ − t∗↓↑t↓↓

−t∗↑↓t↓↑ − t↑↓t
∗
↑↓ −t∗↑↓t↓↓ + t↓↑t

∗
↑↑ t∗↑↓t↑↑ − t↓↑t

∗
↓↓ |t↑↓|2 + |t↑↓|2


(3.12)

となる。基底は
(
|↑, ↑⟩ |↑, ↓⟩ |↓, ↑⟩ |↓, ↑⟩

)T
のようにとった。摂動計算の一例を図 3.1に

示す。符号はフェルミオンの反交換関係から決まる。
次に、各サイトのスピン演算子を

Si =
1

2

∑
σσ′

c†iσσσσ′ciσ′ (3.13)

Sj =
1

2

∑
σσ′

c†jσσσσ′cjσ′ (3.14)

と定義すると、これらの演算子で (3.12) 式を展開することができる。例えば (3.12) 式の
(2, 3)成分は ⟨↑, ↓|H (2)

eff (i, j)|↓, ↑⟩であり、(3.13), (3.14) 式のスピン演算子を用いて

(−t↑↑t∗↓↓ − t∗↓↓t↑↑)S
+
i S

−
j (3.15)
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と書き直すことができる。ただし、昇降演算子は

S±
i = Sx

i ± iSy
i (3.16)

である。
Htで結ばれる全てのサイトのペアについて同様の計算を行うことで、2次摂動の有効ハ

ミルトニアンは

H
(2)
eff =

∑
⟨ij⟩

[
−4(t2 + λ2)

U
+ ISi · Sj + D · [Si × Sj ] +

∑
µν

ΓµνSµ
i S

ν
j

]
(3.17)

と書き直すことができる [158–161]。ここで、I,D,Γµν は

I =
4t2

U
(3.18)

D =
8tλ

U
(3.19)

Γµν =
4

U

(
2λµλν − δµν |λ|2

)
(3.20)

であり、それぞれ（反強磁性）ハイゼンベルグ相互作用、ジャロシンスキー・守谷相互作
用及び異方性である。λ = 0では等方的なハイゼンベルグモデルであるが、スピン軌道相
互作用が効く場合にはスピン空間に異方性が生じる。また第 3項に注目すると、2スピンの
外積であり、2スピンが垂直のときエネルギーが最も低くなる。一般には I > |D|である
ため、ジャロシンスキー・守谷相互作用により弱強磁性（傾角反強磁性）が実現する [158,

159, 162]。弱強磁性は α–Fe2O3 [143, 163, 164]や Sr2IrO4 [165]及び有機化合物 κ-(BEDT-

TTF)2Cu[N(CN)2]Cl [166–173]などで実現している [161,174]。
また、(3.17) 式によれば弱強磁性を含めた、広い意味での反強磁性状態のみが実現すると

考えられるが、現実物質には強磁性体も存在する。強磁性的な相互作用は、この節では考え
られていない、磁性イオン間の酸素を介した超交換相互作用や軌道自由度及びサイト間の
クーロン相互作用などを考慮することで発現する場合がある [139,143,175,176]。
以上の局在有効モデルの構築の手順をまとめると

1. 非摂動的に扱う、局所的なハミルトニアンHU を対角化しモデルヒルベルト空間を策
定する。

2. (3.5) 式に基づいて摂動計算を行い、H
(2)
eff を得る。

3. 局所的な演算子を定義し、得られたH
(2)
eff を展開することで結合定数を得る。

の 3段階である。

3.2 平均場理論
構築された局在有効モデルは強相関極限下で厳密であるため、解析を行うことは極めて困

難である。そこで、最も基本的な解析手法である平均場近似を用いて解析を行う。
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なお、本論文では局所的な並進対称性のない場合を想定して、ユニットセルのインデック
スを ι（イオタ）、副格子のインデックスを λとして

i→ (ι, λ) (3.21)

のように (ι, λ)の組によりサイトを指定する記法を用いる場合がある。副格子自由度を明示
的に表す必要がない場合には表記が煩雑になるのを防ぐため、単純に iと書くことにする。

3.2.1 熱力学関数
得られた有効ハミルトニアンに対して平均場近似を適用すると

Heff =
∑
⟨ij⟩

∑
ξξ′

Iξξ
′

ij O
ξ
iO

ξ′

j −
∑
i

∑
ξ

Hξ
i O

ξ
i (3.22)

≈−
∑
i

∑
ξ

H̃ξ
i O

ξ
i −

∑
⟨ij⟩

Iξξ
′

ij M
ξ
i M

ξ′

j ≡ H MF (3.23)

となる。Oξ
i は局所的な演算子であり、M ξ

i = ⟨Oξ
i ⟩である。ここで、有効外場として

H̃ξ
i = Hξ

i −
∑
j ̸=i

∑
ξ′

Iξξ
′

ij M
ξ′

j (3.24)

を定義した。(3.21) 式の記法を用いると、1サイトハミルトニアンは

H MF
(ι,λ) = −

∑
ξ

H̃ξ
λO

ξ
(ι,λ) + εMF

λ (3.25)

H̃ξ
λ = Hξ

λ −
∑
ι′

∑
λ′

∑
ξ′

Iξξ
′

(ι,λ);(ι′,λ′)M
ξ′

(ι′,λ′) (3.26)

のように書かれる。ここで平均場近似により生じた定数項のうち副格子 λの寄与を εMF
λ と

した。すると副格子 λに対する分配関数は

Zλ = Tr exp

[
− 1

T

∑
ι

H MF
(ι,λ)

]
=
∏
ι

Trι e
−H MF

(ι,λ)
/T

(3.27)

=

(∑
n

e−En
λ/T

)N

(3.28)

と得られる。ただし∑ι 1 = N とし、H MF
(ι,λ)の n番目の固有エネルギーをEn

λ とした。また
Trιは各ユニットセルごとに全状態についての和をとることを表す。
この分配関数を元に、副格子依存したユニットセルあたりの熱力学関数を定義する。ヘル

ムホルツの自由エネルギー、内部エネルギー、比熱はそれぞれ

Fλ = −T lnZλ (3.29)

Uλ = ⟨H MF
(ι,λ)⟩ = −

∑
ξ

H̃ξ
λM

ξ
λ + εMF

λ (3.30)

Cλ =
∂Uλ

∂T
(3.31)
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と書くことができる。最後に副格子依存したエントロピーをシャノンエントロピー

Sλ = −
∑
n

pnλ ln pnλ (3.32)

によって定義する。ここで pnλは n番目の固有状態をとる確率で

pnλ = e−En
λ/T (3.33)

である。なお、(3.33) 式を (3.32) 式に代入することで

Sλ =
Uλ − Fλ

T
(3.34)

となり、熱力学におけるエントロピーの定義と一致する。
数値解析の上では自己無撞着方程式

M ξ
λ = −∂Fλ

∂Hξ
λ

(3.35)

を用いて逐次的に秩序パラメータM ξ
λ を更新し、収束するまで繰り返すことで解を得る。

また、2つの副格子からなる格子においては次のユニタリ変換(
M⃗u

M⃗s

)
=

1√
2

(
1̂ 1̂

1̂ −1̂

)(
M⃗λ=A

M⃗λ=B

)
(3.36)

により一様成分と交替成分を定義しておくと便利である。なおベクトル (⃗ )及びハット (̂ )

記号は、局所的な演算子の成分 ξについてのベクトル及び行列をそれぞれ表すものとした。

3.2.2 感受率
平均場解析の上では、感受率も有用な物理量である。平均場ハミルトニアンを外場につい

て 1次まで展開すると

H MF = H (0) + H (1) + O
(
H2
)

(3.37)

H (0) =
∑
⟨ij⟩

∑
ξξ′

Iξξ
′

ij M
(0)ξ′

j Oξ
i (3.38)

H (1) = −
∑
i

∑
ξ

Hξ
i −

∑
j ̸=i

∑
ξ′

Iξξ
′

ij M
(1)ξ′

j

Oξ
i (3.39)

となる。ここで有効外場を

h̃ξi = Hξ
i −

∑
j ̸=i

∑
ξ′

Iξξ
′

ij M
(1)ξ′

j (3.40)

により定義し、H (1)が小さいとして線形応答

M
(1)ξ
i =

∑
j

∑
ξ′

χ
(0)ξξ′

ij h̃ξ
′

j (3.41)

=
∑
j

∑
ξ′

χξξ′

ij H
ξ′

j (3.42)
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を考える。χξξ′

ij は現実の外場Hξ
i に対する感受率である。一方、χ(0)ξξ′

ij は有効外場 h̃ξi に対
する仮想的な感受率であるが、この量は線形応答理論 [138,177–179]により

χ
(0)ξξ′

ij = δij

∫ 1/T

0
dτ
[
⟨Oξ

i (τ)Oξ′

i ⟩0 −M
(0)ξ
i M

(0)ξ′

i

]
(3.43)

と得られる。ここで、τ は虚時間であり
Oξ

i (τ) = eτH (0)
Oξ

i e−τH (0)
(3.44)

により虚時間におけるハイゼンベルグ表示を導入した。 ⟨· · ·⟩0はH (0)による統計平均を表
す。また δij は平均場近似においてはサイト間の相関をもたないことに由来する。(3.41) 式
に (3.40) 式を代入し、M (1)ξ

i について整理すると
∑
j

∑
ξ′

δijδξξ′ +
∑
k ̸=j

∑
η

χ
(0)ξη
ik Iηξ

′

kj

M (1)ξ′

j =
∑
j

∑
ξ′

χ
(0)ξξ′

ij Hξ′

j (3.45)

となる。χ(0)は局所的な量であったが、左辺第 2項を見ると Iを通じて空間構造を取り込ん
でいることがわかる。この表式と (3.42) 式を比較すると

χ̌ =
[
1̌ + χ̌(0)Ǐ

]−1
χ̌(0) (3.46)

により感受率を得る。ただしチェック (̌ )は (i, ξ)についての行列であることを表し、1̌は単
位行列である。
また、秩序パラメータのときと同様に、2つの副格子からなる格子に対しては以下のよう

に一様感受率と交替感受率に変換すると便利である。
χ̂u =

1

N

∑
ij

χ̂ij (3.47)

χ̂s =
1

N

∑
ij

sisjχ̂ij (3.48)

ここで i ∈ Aのとき si = +1、i ∈ Bのとき si = −1である。
以上は暗に静的かつ空間一様な外場に対する応答を考えていたが、波数 q、周波数 ωで変

調する外場に対する感受率についても同様に考えることができる [145, 175]。その場合には
(3.43) 式に対して松原周波数 ν = 2πmT (m ∈ Z)を導入して

χ
(0)ξξ′

ij (iν) = δij

∫ 1/T

0
dτ
[
⟨Oξ

i (τ)Oξ′

i ⟩0 −M
(0)ξ
i M

(0)ξ′

i

]
eiντ (3.49)

とすれば良い。すると乱雑位相近似の下で動的感受率
χ̂(q, ω) =

[
1̂ + χ̂(0)(ω)Î(q)

]−1
χ̂(0)(ω) (3.50)

と得られる。ただし χ̂(0) = χ̂
(0)
ii (ω + i0+)とし、松原周波数を実周波数に解析接続した。さ

らに、得られた動的感受率からスペクトル密度
Bξξ′(q, ω) =

1

ω
Imχξξ′(q, ω) (3.51)

を計算すると、準粒子の励起スペクトルを得ることができる。その分散関係を用いることで
低温の物理量に対する量子効果の補正を考えることができる。なお、Oξ

i がスピン演算子の
場合には、マグノンの励起スペクトルに対応する。
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3.2.3 線形安定性解析
ランダウ理論によると、感受率から平均場解の安定性を議論することができる [145,180]。

ランダウの自由エネルギーを秩序パラメータの 2次の項まで書き下すと

FL =
1

2

∑
ij

M⃗T
i âijM⃗j −

∑
i

H⃗T
i M⃗i (3.52)

となる。ここで âij はランダウ理論における 2次の項の係数である。また、M⃗iは熱平衡状
態からの変位により定義されているので注意いただきたい。このランダウ自由エネルギーか
ら状態方程式を立てると

∂FL

∂M⃗i

=
∑
j

âijM⃗j − H⃗i = 0 (3.53)

∴
∑
j

âijM⃗j = H⃗i (3.54)

となる。この表式を (3.42) 式と比較すると、以下のようにヘシアン行列が逆感受率と対応
していることがわかる。

∂2FL

∂M⃗i∂M⃗j

= âij = (χ̂−1)ij (3.55)

以下では熱力学的に安定な解であるための必要十分条件を考える。εnを âijの n番目の固有
値とすると、全ての nに対して

εn ≥ 0 (3.56)

であれば熱力学的に安定である。なお、εnは励起モードの固有エネルギーに対応し、εn = 0

の場合はゼロエネルギー励起、すなわち南部ゴールドストーンモードが存在することを意味
する。実際の計算では、(3.55) 式を用いて逆感受率を対角化することで εnを得ることがで
きる。
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この章では多軌道強相関系の 1つである、フラーレン化合物に対して局在有効モデルを構
築し、平均場近似の下で解析する。解析の手順として、まずはフラーレン化合物に特徴的な
反強磁性フント結合にのみ注目をし、局所的な粒子数 n = 1, 3に対して等方的なホッピング
を想定した球対称モデルを構築して平均場解析を行うことで、反強磁性フント結合の効果を
理解する。そして第一原理計算により得られたホッピングパラメータを用いた局在有効モデ
ルを構築し平均場解析を行うことで、反強磁性フント結合に起因する強相関極限下のフラー
レン化合物の秩序状態を議論する [181]。

4.1 フラーレン有効モデルの構築
4.1.1 強相関極限下における 3軌道ハバードモデル
以下の 3軌道ハバードモデルを考える。

H = Ht + HU (4.1)

Ht = −
∑

i ̸=jγγ′σ

tγγ
′

ij c†iγσcjγ′σ (4.2)

HU =
U

2

∑
iγσσ′

c†iγσc
†
iγσ′ciγσ′ciγσ +

U ′

2

∑
iγ ̸=γ′σσ′

c†iγσc
†
iγ′σ′ciγ′σ′ciγσ

+
J

2

∑
iγ ̸=γ′σσ′

(
c†iγσc

†
iγ′σ′ciγσ′ciγ′σ + c†iγσc

†
iγσ′ciγ′σ′ciγ′σ

)
(4.3)

フント結合
強磁性的 反強磁性的

電子配置
(n = 3)

物質群 d電子系など フラーレン化合物

高スピン状態
(S = 3/2)

低スピン状態
(S = 1/2)

図 4.1: d電子系などで実現する強磁性的フント結合と、フラーレン化合物に特有な反強磁
性フント結合により実現する低エネルギー状態の比較。
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<latexit sha1_base64="UH9Wfb7wXhWadywsL8z8ujLLONA="></latexit>
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<latexit sha1_base64="3XX2eVu+Rh9TaIY01XXkIv79q1c="></latexit>
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<latexit sha1_base64="W0kxyk2VOCVIbX0jCAEyqs20SEk="></latexit>

|z, "ii

<latexit sha1_base64="Z2pgJTBhiNumLVAFTWJsBALRuPM="></latexit>

n = 3
<latexit sha1_base64="izRmVshPXfaqvICjoqW8/FO1zhM="></latexit>

n = 1

図 4.2: n = 3と n = 1における非摂動ハミルトニアンHU の基底状態 |γ, σ =↑⟩i。青丸で
囲んだものはダブロンを表し、赤で示したものがシングロンである。n = 3と n = 1の双方
ともに、状態はシングロンによって特徴づけられる。

ここで ciγσ (c†iγσ)は t1u分子軌道自由度 γ(= x, y, z)及びスピン自由度 σ(=↑, ↓)をもつ、サ
イト iにおけるフラーレン分子に電子を消滅（生成）させる演算子である。(4.3) 式におけ
る U,U ′, J はそれぞれ軌道内クーロン相互作用、軌道間クーロン相互作用、フント結合の大
きさであり、第 3項のうちの一部はスピンフリップ、第 4項はペアホッピングを記述する項
である。また以下では分子内相互作用項について球対称極限で有効な U ′ = U − 2J ととる。
この関係はフラーレン化合物においても満たされることが数値的に確認されている [182]。
第 3 章で議論したように、強相関極限 (HU ≫ Ht)において有効ハミルトニアンを求める
際には、まず初めに局所的なハミルトニアンを対角化することでエネルギー構造を調べ、モ
デルヒルベルト空間を策定する必要がある。しかしフント結合 J の存在により量子力学的
重ね合わせ状態が実現し、理論的な取り扱いが複雑になる。特にフラーレン化合物において
実現している反強磁性フント結合の場合、図 4.1に示したように二重占有率（ダブロン）の
軌道間ホッピングを記述する、ペアホッピングが軌道物性に重要な役割を与えることが期待
される。
摂動論を適用する出発点として、まず非摂動ハミルトニアンHU の固有状態を調べる。ア

ルカリ金属をドープしたフラーレン化合物 A3C60 では t1u 軌道に 3電子が存在し、ハーフ
フィルドとなっている。J < 0では基底状態は 6重縮退しており、次のように書ける。

|γ, σ⟩i =
1√
2
c†iγσ

∑
γ′ ̸=γ

b†iγ′ |0⟩ (4.4)

ここで、b†iγ は軌道 γにおけるダブロンの生成演算子で

b†iγ = c†iγ↓c
†
iγ↑ (4.5)

と定義した。|0⟩は真空を表す。(4.4)式の基底状態は、1つの電子（ダブロンと対照的に「シ
ングロン」と呼ぶことにする）のスピン・軌道自由度によって特徴づけられる。図 4.2に 3

電子状態 |γ, σ =↑⟩iを示す。
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図 4.3: n = 3における固有エネルギーのフント結合依存性。それぞれの固有状態の 1つを
グラフ中に図示した。青丸と黄色の三角形は、それぞれスピン S = 3/2の状態とスピンシ
ングレットかつ結合軌道状態の固有エネルギーである。緑色のダイヤモンドはそれ以外の状
態の固有エネルギーで、基底状態になることはない。

n = 3におけるエネルギー準位を調べるため、1サイト固有エネルギーのフント結合依存
性を図 4.3に示す。青丸は 4重縮退したスピン S = 3/2状態の固有エネルギーでその値は
3U − 9J である。黄色の三角形は 6重縮退したスピンシングレットかつ結合軌道状態でそ
のエネルギーの値は 3U − 4J である。最後にその他の 10状態の固有エネルギーを示したも
のが緑色のダイヤモンドで、その値は 3U − 6J である。これら 3つの直線は J/U = 0で交
点をもち、この点を境に基底状態が変わる。d電子系などでは強磁性フント結合をもつので
基底状態は高スピン状態となり、図 4.3の J/U > 0の領域と整合する。その一方フラーレ
ン化合物で実現する J/U < 0では低スピン状態が安定となり、(4.4)式の状態が基底状態と
なる。
以上の分子極限での解析を基に、サイト間のホッピングを摂動的に取り扱うことで有効ハ

ミルトニアンを求める。(4.4)式の 6状態をモデルヒルベルト空間とすると、その空間への
射影演算子は

P =
∏
i

∑
γσ

|γ, σ⟩i i⟨γ, σ| (4.6)

と書け、[P,HU ] = 0を満たす。モデルヒルベルト空間外への射影演算子はQ = 1 −P と
書ける。これらの射影演算子を用いることで、2次摂動の有効ハミルトニアンは

Heff = PHt
1

−HU
QHtP (4.7)

と書ける。ただしエネルギーの原点をHU の基底状態のエネルギーにとった。
有効ハミルトニアンの具体形は、Htで結ばれる 2サイト問題を全てのペアについて考え

ることで得ることができる。まず、注目する 2サイトの生成消滅演算子を 212 × 212行列と
して用意する。ここで 12 =

∑
iγσ 1である。すると (4.7)式に現れる演算子は全て電子の生

成消滅演算子で書き下すことができるので、これらの行列積によって 62 × 62行列として 2

サイト有効ハミルトニアンを得る。得られた有効ハミルトニアンを局所的な演算子によって
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展開することで局在有効モデルに還元する。モデルヒルベルト空間内のスピン・軌道自由度
を記述する局所的な演算子を (4.4)式を用いて

Oηµ
i =

1

2

∑
γγ′

∑
σσ′

|γ, σ⟩i ληγγ′σ
µ
σσ′ i⟨γ′, σ′| , (4.8)

と定義する。ここで σµ=0,x,y,z はパウリ行列で、シングロンのスピン自由度を表す。その具
体形は

σ0 =

(
1 0

0 1

)
, σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
(4.9)

である。λη=0···8はシングロンの軌道自由度を記述するゲルマン行列で、その行列要素は

λ0 =

√
2

3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

, λ1 =

 0 −1 0

−1 0 0

0 0 0

, λ2 =

0 −i 0

i 0 0

0 0 0

,

λ3 =

−1 0 0

0 1 0

0 0 0

, λ4 =

 0 0 −1

0 0 0

−1 0 0

, λ5 =

 0 0 i

0 0 0

−i 0 0

,

λ6 =

0 0 0

0 0 −1

0 −1 0

, λ7 =

0 0 0

0 0 −i

0 i 0

, λ8 =

√
1

3

1 0 0

0 1 0

0 0 −2



(4.10)

である。ただし p電子系に合うように通常のゲルマン行列から定義を変更している。なお、
この点の詳細は付録 Aにまとめた。また、軌道自由度についてはダブロンを巻き込んだ多
電子状態であることに注意すべきである。上で定義した局所的な演算子Oηµ

i は規格直交性

Tr
[
Oηµ

i Oη′µ′

j

]
= δijδ

ηη′δµµ
′

(4.11)

を満たす。よって演算子の組 Oηµ
i は拡張されたヒルベルト空間（リウビル空間）の基底と

見なすことができる。対照的に、|γ, σ⟩iは 6成分のモデルヒルベルト空間の基底である。
以上の 2サイト問題を結晶中の全てのペアについて考えることで、強相関極限下の有効ハ

ミルトニアンを

Heff =
∑
⟨ij⟩

∑
ηη′

∑
µµ′

Iηµ;η
′µ′

ij Oηµ
i Oη′µ′

j (4.12)

のように得ることができる。∑⟨ij⟩は iサイトと jサイトのペアについての和を表す。この
章の残りの部分では、このモデルについての解析を行う。なお Iηµ;η

′µ′

ij の具体形は後の節で
与えるが、フラーレン化合物に即したモデルについては物質の対称性を反映して煩雑である
ため省略する。
ここで、モデルヒルベルト空間内における軌道モーメントについて補足する。元のハバー

ドモデルにおける（1体）軌道モーメントは

Li ≡
∑
γγ′σ

c†iγσℓγγ′ciγ′σ (4.13)
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により定義される。ただし ℓx = λ7, ℓy = λ5, ℓz = λ2である。この軌道モーメントはモデル
空間内に射影すると

PLiP = 0 (4.14)

となる。この軌道角運動量の消失はダブロンを含む多体の基底状態に由来し [65]、1電子の
場合と大きく異なる。このことから、フラーレン化合物における軌道自由度はシングロンで
はなくダブロンを巻き込んだ 3電子状態によって記述される。これに伴い、スピン軌道相互
作用にも影響することが考えられる。元の多軌道ハバードモデルにおいて、スピン軌道相互
作用は

HSOC =
1

2
λSOC

∑
i

∑
γγ′

∑
σσ′

c†iγσℓγγ′ · σσσ′ciγ′σ′ (4.15)

と書ける。炭素原子の 2p電子のスピン軌道相互作用は 2 meV程度である。フラーレン分子
の t1u軌道は空間的に広がるため、そのスピン軌道相互作用の値を λSOCとすると、炭素原
子の値から 100倍ほど小さくなり、λSOC ∼ 20µeVである [58]。n = 3のモデルヒルベルト
空間におけるスピン軌道相互作用の値を摂動論的に見積もる。すると 1次摂動項は (4.14) 式
と関係して

H
(1)
SOC = PHSOCP = 0 (4.16)

によりゼロであるため、2次摂動の寄与を考える。2次摂動項を

H
(2)
SOC =PHSOC

1

−HU
QHSOCP (4.17)

=
1

2
ΛSOC

∑
i

∑
γγ′

∑
σσ′

|γ, σ⟩i ℓγγ′ · σσσ′ i⟨γ′σ′| (4.18)

により ΛSOCを見積もると

ΛSOC = −
11λ2SOC

20|J |
(4.19)

と得られる。第一原理計算によって見積もられたフラーレン化合物におけるフント結合の値
J ∼ −0.03 eV [182]を用いると ΛSOC ∼ 1 neVとなり、t1u軌道のものからさらに小さくな
る。よってフラーレン化合物においてもスピン軌道相互作用は無視できるほど小さい。
構築されたモデルの解析に移る前に、最後に上述の 3電子状態に類似した、図 4.2の右側

の列に示した 1電子状態
|n = 1, γ, σ⟩i = c†iγσ |0⟩ (4.20)

について述べる。この状態はn = 3の場合とは対照的に、フント結合の値に関係なくn = 1の
固有状態である。この章では n = 1の固有状態を考える場合には (4.20) 式のように “n = 1”

と明記し、省略した場合には (4.4) 式の 3電子状態を表すものとする。
以降の節では構築されたモデルの平均場解析を行うが、フラーレン化合物に対応するn = 3

のモデルに加えて、対比させる形で上述の n = 1に対しても解析を行う。n = 1の場合の 2

次摂動の有効ハミルトニアンは |γ, σ⟩iを (4.20) 式で定義した |n = 1, γ, σ⟩iに置き換えれば
同様の手順で得ることができる。なお、この場合には n = 3の場合と異なり 1体軌道モーメ
ントは消失しない。また通常の強磁性的フント結合 (J > 0)については t2g 軌道に対する局
在有効モデル [110]に対応する。
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4.2 等方的モデルの数値計算結果
以降では平均場理論の下で得られた相転移について議論する。複数の相転移がある場合に

はそれぞれの転移温度を高温側から順に Tc1 > Tc2 > · · · と書くことにし、転移が 1つのみ
の場合にはただ単に Tcと書くことにする。また、違うモデルの転移温度を同一の文字で示
す場合がある。

4.2.1 等方的なスピン軌道モデル
まず初めに等方的なホッピングをもつモデルを考える。(4.2)式において、最近接（nearest-

neighbor, NN）サイト間のホッピング行列を

t̂ij =

t 0 0

0 t 0

0 0 t

 (4.21)

とし、2つの副格子からなる格子を考える。配位数を zとする。(4.8) 式で定義した局所的
な演算子Oηµ

i を用いることで、等方的なスピン軌道モデルを

Heff = −
∑
⟨ij⟩

[
ISSi · Sj + ILLi ·Lj + IQ

∑
η

Qη
iQ

η
j

+ IR
∑
µ

∑
ν

Rν,µ
i Rν,µ

j + IT
∑
µ

∑
η

T η,µ
i T η,µ

j + I0

]
(4.22)

と得られる。上付き添字の µ, ν(= x, y, z)と η(= x2 − y2, z2, xy, yz, zx)はそれぞれスピン
モーメント、ランク 1の軌道モーメント、ランク 2の軌道モーメントの成分を表す。また、
それぞれの対称性に応じて

Sµ
i = O0µ

i (4.23)

Lx
i = O70

i Ly
i = O50

i Lz
i = O20

i (4.24)

Qx2−y2

i = O30
i Qz2

i = O80
i Qxy

i = O10
i Qyz

i = O60
i Qzx

i = O40
i (4.25)

Rx,µ
i = O7µ

i Ry,µ
i = O5µ

i Rz,µ
i = O2µ

i (4.26)

T x2−y2,µ
i = O3µ

i T z2,µ
i = O8µ

i T xy,µ
i = O1µ

i T yz,µ
i = O6µ

i T zx,µ
i = O4µ

i (4.27)

と書き直した。これにより、各秩序パラメータの物理的意味が明瞭になる。本論文ではSµ
i を

磁気スピン（magnetic spin, MS）もしくはSモーメント、Lµ
i を磁気軌道（magnetic orbital,

MO）もしくは Lモーメント、Qη
i を電気軌道（electric orbital, EO）もしくはQモーメン

ト、Rνµ
i を電気スピン軌道（electric spin-orbital, ESO）もしくはRモーメント、T ηµ

i を磁
気スピン軌道（magnetic spin-orbital, MSO）もしくは T モーメントと呼ぶことにする。I0
は 2次摂動の過程において獲得したエネルギーを表す。(4.22) 式はスピン軌道空間における
SU(2)×SO(3)対称性を満たす。
n = 1とn = 3の等方的モデルにおいて、平均場近似の下で計算した結果を示すが、4.1.1節

で議論したように、双方のモデル共にモデルヒルベルト空間は 6つの状態から構成される。
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また、(4.22) 式で定義された結合定数について次のような記法を定義する。

Iξ = −
∑
n

Aξn
t2

∆En
(4.28)

ここで ξ = S,L,Q,R, T, 0で、∆Enは摂動の中間状態の励起エネルギーで、正の値になる
ように定義する。このエネルギーの値は (4.7) 式の分母の部分に対応する。展開係数Aξnの
値は、4.2.2 節及び 4.2.3 節において表形式で示す。
平均場理論の結果を示す前に、まずは 2サイト問題における基底状態を厳密対角化によっ

て議論する。(4.4) 式や (4.20) 式で定義した 1サイト状態を用いて、iと j の 2サイト状態
は次のように書ける。

|gs⟩ =
∑
γi,σi

∑
γj ,σj

Cγiσi,γjσj |γi, σi⟩i |γj , σj⟩j (4.29)

ここで、係数行列 Ĉ は

Ĉ = λ0 ⊗ (−iσy) (4.30)

である。この 2サイト基底状態は、スピン空間についてはシングレット、軌道空間について
は等方的であることを示しており、この節で議論する全ての等方的モデルで共通している。
格子系の場合には、第 3 章で議論した 1軌道ハバードモデルのように、2つの副格子からな
る格子の基底状態としてサイト間スピンシングレット状態が反強磁性状態に寄与する可能性
がある。

4.2.2 n = 1の場合
まず初めに n = 1の等方的モデルの解析結果を議論する。このモデルはフラーレン化合物

とは適合しないが最もシンプルなモデルであるため、後の節で議論する n = 3の場合や現実
的なA15フラーレン化合物、fccフラーレン化合物のモデルなど、複雑なモデルにおける基
礎となる。

4.2.2.1 結合定数

まず、2次摂動における中間状態の解析から始める。(4.28) 式で定義した、係数 Aξn を
表 4.1に示す。iサイトと jサイトの粒子数をそれぞれni, njとすると、中間状態は (ni, nj) =

(2, 0), (0, 2)である。よって、ni = 2の状態のみを考えれば十分である。中間状態と基底状
態とのエネルギー差は 3種類の値をとる。1つ目は∆En = U − 3J で、これは 9重縮退した
スピントリプレット状態で

|ni = 2; 1⟩ =


c†iy↑c

†
ix↑ |0⟩ , （縮退数：6）

1√
2

(
c†iy↓c

†
ix↑ + c†iy↑c

†
ix↓

)
|0⟩ , （縮退数：3）

(4.31)
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表 4.1: n = 1の等方的モデルにおける、(4.28) 式で定義した展開係数Aξn。エネルギーは
基底状態の値を基準としている。それぞれのエネルギーに対応する中間状態の詳細は本文に
示した。また、励起状態の縮退数も併せて明記した。

∆En

U − 3J U − J U + 2J

縮退数 18 10 2

ξ = S −2 10/3 2/3

ξ = L 3 −5/3 2/3

ξ = Q 3 −1/3 −2/3

ξ = R 1 5/3 −2/3

ξ = T 1 1/3 2/3

ξ = 0 −6 −10/3 −2/3

などである。2つ目は∆En = U − J で

|ni = 2; 2a⟩ =
1√
2

(
c†iy↓c

†
ix↑ − c†iy↑c

†
ix↓

)
|0⟩ , （縮退数：3） (4.32)

のような、軌道間のスピンシングレット状態と

|ni = 2; 2b⟩ =

√
2

3

(
2b†iz − b†ix − b†iy

)
|0⟩ , （縮退数：2） (4.33)

のような軌道内スピンシングレットかつ反結合軌道状態である。なお、これら 2種類の状態
は U ′ = U − 2J の下で同一のエネルギーとなる。最後に∆En = U + 2J となるスピンシン
グレットかつ結合軌道状態

|ni = 2; 3⟩ =
1√
3

(
b†ix + b†iy + b†iz

)
|0⟩ , （縮退なし） (4.34)

である。以上のエネルギー差をまとめた表 4.1を用いて (4.28) 式に従ってスピン間の結合
定数 IS を計算してみると

IS = − −2t2

U − 3J
−

10
3 t

2

U − J
−

2
3 t

2

U + 2J
(4.35)

のように得られる。また、表 4.1には i↔ jの入れ替えをした中間状態を含む全縮退数を示
した。
結合定数のフント結合に対する依存性を図 4.4に示す。このモデルは−1/2 < J/U < 1/3

で定義され、それ以外の領域では (4.20) 式に示した基底状態のエネルギーと励起エネルギー
の大小関係が入れ替わるため、摂動論が破綻する。J = 0ととると、全ての結合定数が同じ
値をとることがわかる。これはフント結合が消失したことでスピンと軌道自由度が等価にな
り、系が SU(6)対称性をもつことを反映している。また、最大値をとる結合定数は J = 0を
境に入れ替わる。反強磁性フント結合（J < 0）では |IS |が最大となる一方、強磁性フント
結合（J > 0）では |IQ|が最大となる。このことから、フント結合の符号に応じてそれぞれ
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図 4.4: n = 1の等方的モデルにおける各結合定数のフント結合と軌道内クーロン相互作用
の大きさの比 J/U に対する依存性。結合定数の符号が正（負）のとき、その結合定数は強
磁性的（反強磁性的）な寄与をもつ。縦軸はE0 = t2/U により規格化されている。

反強磁性秩序、反強軌道秩序を示す傾向があると考えられる。このことは摂動の中間状態か
らも次のように理解することができる。
まず、J > 0の場合1には軌道間スピンシングレット状態がエネルギー的に好まれる。こ

の中間状態が実現するためには、c†ix↑c†jy↑ |0⟩のような、異なる軌道に平行なスピンをもつ始
状態でなければならない。よって、J > 0の場合には反強軌道秩序が優位となることが期待
される。また J/U ≳ 0.2とすると IS > 0より強磁性的になるため、2サイト間のスピンは
平行になろうとする。これは元の多軌道ハバードモデルにおけるフント結合の性質とも整合
する。
一方で J < 0の場合には中間状態は軌道内スピンシングレットかつ結合軌道状態が好ま
れる。この中間状態が実現するためには、c†ix↑c†jx↓ |0⟩のような、同一軌道内に反平行なスピ
ンをもつ状態が始状態でなければならない。よって J < 0の場合には磁気秩序が支配的で
ある。

4.2.2.2 反強磁性フント結合（J < 0）の場合の平均場解

J/U = −0.1での等方的モデルにおける平均場近似の下での計算結果を図 4.5に示す。こ
こでは 2つの副格子からなる単純立方格子を考え、最近接格子の配位数は z = 6である。エ
ネルギーの値は E0 ≡ t2/U を単位として規格化してある。図 4.5(a)は秩序パラメータの温
度依存性である。副格子自由度については (3.36) 式で定義したユニタリ変換を施し、一様成
分と交替成分に変換してある。高温から見ていくと、まずスピンによる反強磁性秩序が生じ
る。これは図 4.4において |IS |が最大値をとることと対応している。温度を下げると、Qz2

u

及び T z2,z
s モーメントが有限となる。この Tc2における 2段階目の相転移において、Qと T

のどちらがプライマリーな秩序パラメータか調べるため、図 4.5(b)にサイトあたりの自由
エネルギー及び内部エネルギーの温度依存性を示す。この等方的なモデルでは (4.22) 式で
見たように、SiLj のような、異なる種類の演算子を混ぜる項は存在しないので、内部エネ

1フラーレン化合物ではなく、d電子系の t2g 軌道における n = 1に対応する。
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図 4.5: n = 1, J/U = −0.1の場合の 2つの副格子からなる格子における等方的モデルの平
均場解。(a)秩序パラメータ、(b)成分ごとに分解された内部エネルギー密度と全自由エネ
ルギー密度、(c)エントロピー密度、(d)比熱の温度依存性。(c)のインセットは Tc2付近の
拡大図である。(a)では副格子自由度について (3.36) 式で定義したユニタリ変換を施してあ
る。エネルギーの単位としてE0 = t2/U で規格化した。
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ルギーを以下のように各モーメントからの寄与に分解することができる。

US = IS⟨SA⟩ · ⟨SB⟩ (4.36)

UL = IL⟨LA⟩ · ⟨LB⟩ (4.37)

UQ = IQ
∑
η

⟨Qη
A⟩⟨Q

η
B⟩ (4.38)

UR = IR
∑
µ

∑
ν

⟨Rν,µ
A ⟩⟨Rν,µ

B ⟩ (4.39)

UT = IT
∑
µ

∑
η

⟨T η,µ
A ⟩⟨T η,µ

B ⟩ (4.40)

系のサイトあたりの全内部エネルギーは ξ = S,L,Q,R, T として

U =
∑
ξ

Uξ (4.41)

により得ることができる。また、エネルギーの原点は I0にとった。すると Tc2以下では紫
の破線で示した UT がエネルギー利得を有するのに対して緑の破線で示した UQ はエネル
ギー損失がある。よって低温における秩序状態は T z2,z

s モーメントがプライマリーな秩序パ
ラメータであり、Qz2

u モーメントは Sz
s モーメントと T z2,z

s モーメントの組み合わせにより誘
起されたものである。このことは図 4.4において |IT | > |IQ|となっていることと整合する。
図 4.5(c)にサイトあたりのエントロピーの温度依存性を示す。低温における残留エント

ロピーはない。温度を上昇していくと、T/E0 ∼ 0.84において異常が見られ、ln 3に近づく。
このことは T < Tc2では軌道に関する縮退が解けたことを示唆している。インセットは Tc2

付近の拡大図で、エントロピーが不連続となっていることから、この転移は 1次相転移であ
る。比熱の温度依存性を図 4.5(d)に示す。2点において異常を示すが、これは磁気秩序と軌
道秩序の発現に対応する。
次に、(3.47) 式及び (3.48) 式で定義した、対角感受率の逆数の一様成分 χηµ;η′µ′

u 及び交
替成分 χηµ;η′µ′

s の温度依存性を図 4.6に示す。まず、これらの感受率が全てゼロ以上の値
をとるので、この解は熱力学的に安定である。高温から見ていくと、図 4.6(b)において、
Sx
s , S

y
s , Sz

s の感受率が T/E0 ≃ 2.3で発散する。この転移温度以下では、図 4.5(a)で議論し
たように、秩序パラメータが有限値を示す Sz

s とは垂直な、Sx
s , S

y
s の感受率は発散したまま

である。これは通常のハイゼンベルグモデルで生じる、ゴールドストーンモードの存在に対
応する。さらに温度を下げると、図 4.6(a)ではQuの感受率、(b)では Tsの感受率のうち、
スピンについて z成分をもつものが発達していき、それらに加え軌道空間について z2の成
分をもつものが Tc2において発散する。Tc2以下では、図 4.6(a)ではQyz

u やQzx
u 、(b)では

T z2,x
s , T z2,y

s , T yz,z
s , T zx,z

s などの、図 4.5(a)で秩序パラメータが有限値を示すものとは「垂直
な」成分の感受率が発散したままである。このことは等方的モデルにおいて、軌道秩序につ
いてもゴールドストーンモードが存在することを示唆している。特に、スピン軌道空間の対
称性のため、エネルギー的に等価な解が存在し、秩序パラメータを回転させることでそれら
の等価な解が得られる。
次に、基底状態の波動関数を示すが、これは T → 0の極限において秩序パラメータの情

報を含む。T = 0において残留エントロピーがないことから明らかなように基底状態に縮退
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図 4.6: (a)対角感受率の逆数の一様成分及び (b)交替成分の温度依存性。E0 = t2/U をエ
ネルギーの単位としてとった。

はなく、(4.4) 式を用いて、各A,B副格子に対して

|ψA⟩ = |n = 1, z, ↓⟩A (4.42)

|ψB⟩ = |n = 1, z, ↑⟩B (4.43)

と書ける。これは交替的なスピンと一様な軌道の配列を表しており、図 4.5(a)の平均場解と
一致する。これらの波動関数の直積から密度演算子を構成し、(4.23)–(4.27)式で定義した局
所的な演算子で展開することで秩序パラメータを構築できる。副格子 λに対して構築すると

|ψλ⟩⟨ψλ| = ∓ 1√
6
Sz
λ − 1√

3
Qz2

λ ± 1√
3
T z2,z
λ +

1

6
(4.44)

と得られる。複号のうち、上（下）の符号は副格子 λ = A（λ = B）に対応する。右辺に現
れた量は図 4.5(a)の平均場解と一致する。

4.2.2.3 強磁性フント結合（J > 0）の場合の平均場解

J/U = 0.1のときの平均場解を図 4.7に示す。なお、この場合は d電子系に対応し、反強
磁性フント結合の場合と対比させてその振る舞いを議論する。図 4.7(a)は秩序パラメータ
の温度依存性である。図 4.4で議論したように、J > 0の領域では |IQ|が最大の結合定数で
あり、これは反強磁性的な結合定数 (IQ < 0)である。このことと対応して、平均場解にお
いても反強磁性的なQz2の秩序が高温の転移温度 Tc1において生じる。強磁性的なQz2の秩
序も同時に誘起されるが、Tc1近傍の温度依存性を見るとQz2

s は∼
√
Tc1 − T のように振る

舞うのに対して、Qz2
u は∼ Tc1 − T のように振る舞う。このことから、Qz2

s がプライマリー
な秩序パラメータである。対称性の議論によると、ランダウの自由エネルギーにQz2

u (Qz2
s )2

の項が存在するため、強磁性的なQz2 の秩序は反強磁性的なQz2 の秩序から誘起されると
考えられる。なお、そのような 3次項の存在は Qx2−y2–Qz2 平面における対称性 [65]を考
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図 4.7: n = 1, J/U = 0.1のときの 2つの副格子からなる格子な格子における平均場解。(a)

秩序パラメータ、(b)成分分解された内部エネルギー及び全エネルギー密度、(c、左)サイト
あたりのエントロピー、(c、右)比熱及び (d) (3.55) 式により得られたヘシアン行列 âの固
有値の温度依存性。(a)の秩序パラメータは一様成分と交替成分にユニタリ変換を施してあ
る。また (c、左)に示したエントロピーのうち、破線で示したものは各副格子のサイトあた
りエントロピーである。



50 第 4章 フラーレン化合物のスピン軌道モデル

えることで理解できる。より低温では磁気秩序が生じ、強磁性的なスピンの秩序と同時に
T z2,zの秩序パラメータも有限となる。図 4.7(b)に示した成分分解した内部エネルギーによ
ると、T モーメントの内部エネルギーUT はエネルギー利得があるのに対して Sモーメント
の内部エネルギーUS はエネルギー損失がある。これは結合定数とも対応しており、Sモー
メントの結合定数 IS は反強磁性的であるのに対して図 4.7(a)の T < Tc2 で実現している
秩序は強磁性秩序となっており、エネルギー的に好まないためであると考えられる。よって
J/U = −0.1の場合と比較すると、磁気的な秩序と電気的な秩序（軌道秩序）が入れ替わっ
ている。このような、フント結合の符号に応じて磁気秩序と軌道秩序が入れ替わる振る舞い
は 2軌道系の場合にも報告されている [64]。
次にエントロピーと比熱の温度依存性を図 4.7(c)に示す。エントロピーについて、(3.32)式

で定義した副格子ごとの量については破線で示した。T → 0での Aサイトのエントロピー
はゼロである一方、Bサイトは有限であることから、2つの副格子は非等価であり対称操作
によっては結びつかない。これは図 4.7(a)に示したように、一様な軌道秩序と交替的な軌
道秩序が共存していることによる。実際、基底状態の波動関数は

|ψA⟩ = |n = 1, z, ↓⟩A (4.45)∣∣∣ψ⃗B

〉
=

(
|n = 1, x, ↓⟩B
|n = 1, y, ↓⟩B

)
(4.46)

と書かれる。このことから、Bサイトの残留エントロピーは x, y軌道が等価であることに由
来しており、各副格子に依存して軌道の 3重縮退が解ける。すなわち、A副格子では z軌道
をエネルギー的に好む一方、B副格子では好まない。そのため、この反強磁性的な軌道秩序
状態は完全に縮退を解くことはできない。
通常、縮退は相互作用の効果によって解け、基底状態には縮退がないことが期待される。

そのため、縮退が残る解は不安定解であることが予想される。そこで、その解の安定性を調
べるため、3.2.2 節で議論したヘシアン行列の固有値を図 4.7(d)に示す。ランダウ理論の文
脈での励起エネルギーがゼロ以上であるため、この解はエネルギー的に安定である。よっ
て、T → 0での縮退はこのモデルに相互作用が不足しているために生じ、より現実的な状況
を想定した、他の種類の相互作用を考慮することで解消される。
最後に、幾何学的フラストレーションのある系のように、単純な交替的な秩序状態となら

ない場合を念頭におき、一様な解のみを考える場合について述べる。実際のところ、図 4.4

で見たように、n = 1の等方的モデルでは J = 0近傍において全ての結合定数が反強磁性的
となっているため、一様な解のみを想定すると解は得られない。一方でより大きな |J |では
強磁性的な結合定数が存在するため、解が存在する可能性がある。しかしながら、フント結
合の典型的な値は |J |/U ≲ 0.1であるため、本論文ではこの領域には立ち入らない。

4.2.3 n = 3の場合
この節では反強磁性フント結合（J < 0）をもち、1分子あたり 3電子が存在するモデル

について考える。これは t1u分子軌道がハーフフィルドである、フラーレン化合物により近
いモデルである。
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表 4.2: n = 3の等方的モデルにおける、(4.28) 式で定義した展開係数 Aξn。2サイト基底
状態は |γi, σi⟩i |γj , σj⟩j で、そのエネルギーは 2(3U − 4J)である。中間状態の詳細は本文に
示した。また、中間状態の縮退数も併せて示した。

∆En

U − 8J U − 6J U − 4J U − 3J U − J U + 2J

縮退数 162 180 50 36 20 2

ξ = S 1/2 −5/3 25/18 −4/3 20/9 8/9

ξ = L 9/8 −5/4 25/72 2 −10/9 8/9

ξ = Q −9/8 1/4 −1/72 2 −2/9 −8/9

ξ = R −1/8 −5/12 −25/72 2/3 10/9 −8/9

ξ = T 1/8 1/12 1/72 2/3 2/9 8/9

ξ = 0 −9/2 −5 −25/18 −4 −20/9 −8/9

4.2.3.1 結合定数

(4.28) 式で定義した、係数行列 Aξn を表 4.2 に示す。ハーフフィルドを考えているの
で、Iij に関係する i及び j の 2サイト問題における始状態と中間状態の粒子数はそれぞれ
(ni, nj) = (3, 3)及び (ni, nj) = (2, 4)である。ここで、ni = 2と ni = 4は互いに粒子正孔
変換によって結びついていることを用いて議論する。ni = 2の状態は 4.2.2節で議論したも
のと同様であり、ni = 4の状態も ni = 2の状態から議論できる。以下では、特に nj = 4の
状態に注目して中間状態とそのエネルギーを列挙する。
励起エネルギーが∆En = U − 8J となる中間状態は、ni = 2については (4.31) 式で与え
た 9種類の軌道間スピントリプレット状態で、nj = 4については

|nj = 4; 1⟩ =


b†jzc

†
jy↑c

†
jx↑ |0⟩ , （縮退数：6）

1√
2
b†jz

(
c†jy↓c

†
jx↑ + c†jy↑c

†
jx↓

)
|0⟩ , （縮退数：3）

(4.47)

のような、それらを粒子正孔変換した状態である。∆En = U − 6J については、ni = 2は
(4.31) 式の軌道間スピントリプレット状態と

|nj = 4; 2a⟩ =
1√
2
b†jz

(
c†jy↓c

†
jx↑ − c†jy↑c

†
jx↓

)
|0⟩ , （縮退数：3） (4.48)

及び

|nj = 4; 2b⟩ =

√
2

3

(
2b†jzb

†
jy − b†jzb

†
jx − b†jyb

†
jx

)
|0⟩ , （縮退数：2） (4.49)

のような、(4.32), (4.33) 式の軌道間スピンシングレット状態及び軌道内スピンシングレッ
トかつ反結合軌道状態を粒子正孔変換した状態である。∆En = U − 4J については、ni = 2

は (4.32), (4.33) 式の状態と nj = 4は (4.48) 式の状態である。∆En = U − 3J について
は、ni = 2は (4.34) 式の軌道内スピンシングレットかつ結合軌道状態と nj = 4は (4.47) 式
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図 4.8: n = 3の等方的モデルにおける各結合定数のフント結合と軌道内クーロン相互作
用の大きさの比 J/U に対する依存性。図 4.4と同様に、符号が正（負）の場合には強磁性
的（反強磁性的）な結合定数であることを表す。またエネルギーの単位としてE0 = t2/U と
とった。

の状態である。∆En = U − J については、ni = 2は (4.32), (4.33) 式の状態と nj = 4は
(4.34) 式を粒子正孔変換した

|nj = 4; 3⟩ =
1√
3

(
b†jzb

†
jy + b†jzb

†
jx + b†jyb

†
jx

)
|0⟩ , （縮退なし） (4.50)

のような、軌道内スピンシングレットかつ結合軌道状態である。最後に∆En = U + 2J に
ついては、ni = 2は (4.34) 式の状態と nj = 4は (4.50) 式の状態である。この状態は J < 0

では最低の励起エネルギーをとる。なお、表 4.1と同様に表 4.2に各∆Enについての縮退
数をまとめた。
図 4.8は各結合定数のフント結合に対する依存性であり、各結合定数の相対的な大小関係

は全ての領域で変化しない。摂動論は −1/2 < J < 0で正当化され、この領域では非摂動
ハミルトニアンのエネルギー準位の交差はない。なお図 4.3で議論したように、J > 0の場
合には c†iz↑c

†
iy↑c

†
ix↑ |0⟩のような、全スピン S = 3/2の状態が基底状態となり、本論文で扱う

J < 0の場合とは基底状態が異なる。この点は n = 1の場合に基底状態がフント結合の符号
に関係がなかったこと（図 4.4参照）と対照的である。また、図 4.4と図 4.8を比較すると
n = 3の場合の結合定数の大小関係は n = 1の J/U = −0.5近傍と似ており、同様の振る舞
いが得られると期待される。

4.2.3.2 2つの副格子からなる格子の平均場解

図 4.9(a)に n = 3, J/U = −0.1の 2つの副格子からなる格子の秩序パラメータの温度依
存性を示す。なお副格子自由度は (3.36) 式のユニタリ変換を施してある。Tc1 ≃ 2.3E0にお
いて反強磁性秩序が生じる。これは最大の結合定数が |IS |であることと対応している。温度
を下げると、Tc2において 2種類目の秩序が生じ、Qz2

u と T z2,z
s の秩序パラメータが有限と

なる。この軌道モーメントは、4.1.1 節で議論したように通常の 1体軌道モーメントではな
く、反強磁性フント結合に起因するダブロンの軌道モーメントであることを強調する。
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図 4.9: n = 3, J/U = −0.1の場合の 2つの副格子からなる格子における平均場解。(a)秩序
パラメータ、(b)成分分解された内部エネルギー密度及び全自由エネルギー密度、(c、左)サイ
トあたりエントロピー、(c、右)比熱の温度依存性。(a)では副格子自由度について (3.36) 式
で定義したユニタリ変換を施してある。横軸はE0 = t2/U により規格化してある。
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図 4.10: n = 3, J/U = −0.1の場合の副格子自由度のない等方的モデルの平均場解。(a)秩
序パラメータ、(b、左)1サイトあたりのエントロピー、(b、右)比熱の温度依存性。E0 = t2/U

でエネルギーを規格化した。

図 4.9(b)に自由エネルギーと内部エネルギーの温度依存性を示す。内部エネルギーは各
秩序パラメータの寄与ごとに分割したものを破線で示したが、秩序相では全ての成分でエネ
ルギーは減少する。このことは n = 1と対照的であり、反強磁性的な T モーメントの秩序
が生じることによるエネルギーの低下が最も大きい。
図 4.9(c)にエントロピーと比熱の温度依存性を示す。Tc1において比熱が飛んでいること

から、この転移は 2次相転移である。また Tc2ではエントロピーに飛びが見られることから、
1次相転移である。各副格子における基底状態の波動関数は

|ψA⟩ = |z, ↓⟩A (4.51)

|ψB⟩ = |z, ↑⟩B (4.52)

と書ける。基底状態に縮退はなく、このことは T → 0でエントロピーがゼロであることと
整合する。

4.2.3.3 1副格子の場合の平均場解

幾何学的フラストレーションをもつ格子を念頭におき、空間変調するような解は実現しな
いと想定する。そこでこの節では、空間的に一様な、副格子自由度のない解のみを探索する。
図 4.10(a)に、n = 3, J/U = −0.1のときの副格子自由度のない等方的モデルにおける秩序

パラメータの温度依存性を示す。Tc/E0 ≃ 0.28においてQz2 の秩序が発現し、これは図 4.8

に示した結合定数の大小関係と対応する。図 4.10(b)はエントロピー（左）と比熱（右）の
温度依存性である。低温においてS = ln 2の残留エントロピーが存在するが、これは副格
子自由度が存在しないことでスピンについての縮退が解けないことに由来する。つまり、基
底状態の波動関数は縮退しており ∣∣∣ψ⃗〉 =

(
|z, ↑⟩
|z, ↓⟩

)
(4.53)

と書ける。なお、このときの (3.55) 式のヘシアン行列 âの固有値は非負であり、この解は
安定である。



4.2 等方的モデルの数値計算結果 55

0.0 0.1 0.2 0.3
T/E0

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

M
u

Rx,x
u

Ry,y
u

Rz,z
u

Tc

r = −0.4

図 4.11: n = 3, J/U = −0.1の副格子自由度のない等方的モデルで、結合定数の比 r = −0.4

としたときの秩序パラメータの温度依存性。エネルギーはE0 = t2/U で規格化してある。

さらに、以下では図 4.10で得られた平均場解を元に、興味深い可能性について述べる。先
ほどの軌道秩序状態は図 4.8において、強磁性的な寄与をもつ最大の結合定数 IQによって
誘起されたものであった。この図によれば、IQと IRの値が極めて近いことがわかる。そこ
で、この 2つの結合定数の大小関係を操作するパラメータ rを導入することで補正した結合
定数を

ĨQ = (1 + r)IQ (4.54)

ĨR = (1 − r)IR (4.55)

を定義して、異なる解の探索を行う。なお、元のモデルは r = 0ととった場合に対応する。
n = 3, J/U = −0.1及び r = −0.4のときの副格子自由度のない等方的なモデルの秩序パ

ラメータの温度依存性を図 4.11に示す。このとき、パラメータ rによって補正された結合
定数の大小関係は ĨR > ĨQとなるため、Rµ,µモーメントが有限となる。Rモーメントの定
義を思い出すと形式的にはRµ,µ ∼ LµSµと書けるため、自発的にスピン軌道相互作用が生
じたと解釈することができる。基底状態の波動関数は∣∣∣ψ⃗〉 =

1√
3

(
|x, ↑⟩ − i |y, ↑⟩ − |z, ↓⟩
− |x, ↓⟩ − i |y, ↓⟩ − |z, ↑⟩

)
(4.56)

と書ける。それぞれの波動関数はスピン自由度と軌道自由度が結合しており、これらの 2重
縮退した状態は互いに時間反転操作によって結びついている。2.2.2 節での議論を思い出す
と、この波動関数は t12g における jeff = 1/2と対応していることがわかる。ただし、今の場
合はダブロンを巻き込んだ多電子状態であり完全に対応するわけではないことに注意する必
要がある。
この「自発的スピン軌道相互作用」は 6重縮退した状態を 2重項と 4重項に分裂させ、秩

序パラメータの符号によってどちらが基底状態となるかが決まる。この解析では 2重項状態
が常に基底状態となるが、これは低温においてエントロピーが最小となる状態が 2重項状態
であるためと考えられる。
よって、元のモデル (r = 0)ではQモーメントによって記述されるダブロンの軌道秩序状

態が生じるが、電気スピン軌道モーメント Rによって記述される秩序状態がその近傍にあ
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図 4.12: A15フラーレン化合物の局在有効モデルに対する平均場解。(a)秩序パラメータ、
(b) (3.55) 式により計算したヘシアン行列 âの固有値の温度依存性。(a)では副格子自由度
をユニタリ変換し、一様成分と交替成分により示した。(b)で青丸で塗りつぶされているも
のは (a)で得られた解のものである。赤丸は Tc3での転移が存在しない場合の解である。

ることがわかった。4.1.1 節で議論したように、本来のスピン軌道相互作用 ΛSOCは非常に
小さいが、Rモーメントの秩序状態を通してその効果が現れる可能性がある。これは n = 3

で反強磁性フント結合をもつ系においてのみ実現する。

4.3 フラーレン化合物に対する解析結果
この節では第一原理計算により得られたフラーレン化合物の強束縛モデルのホッピング

パラメータ [183]を用いて構築された局在有効モデルの平均場解析の結果を示す。以下では
特に断りがない限り、軌道内クーロン相互作用を U = 1 eV、フント結合を J/U = −0.1と
する。

4.3.1 A15構造
まず初めに、A15フラーレン化合物に対する局在有効モデルの解析結果を示す。最初に

J/U = −0.1の場合の平均場解析の結果を示し、基底状態の軌道秩序状態を中心に議論する。
次に、より現実的なフント結合の値である J/U = −0.03 [182]とした場合の結果を示す。そ
して最後に、低温における平均場解の探索により得られた準安定状態の議論を行う。

4.3.1.1 基底状態

A15フラーレン化合物の局在有効モデルにおける秩序パラメータの温度依存性を図 4.12(a)

に示す。ホッピングパラメータはCs3C60のものを選んだ（文献 [183]におけるA15-Cs(V opt−P
SC )）。

A15構造は 2つの副格子からなる格子で、Aサイトと Bサイトはらせん操作（並進操作と
4回回転操作の組み合わせ）によって結びついている。図に示したように、Tc1 ≃ 80 Kにお
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いて 2次相転移が起こり、スピンの反強磁性秩序が生じる。温度を下げると、Tc2,3におい
てQモーメントと T モーメントによる 2種類の相転移が生じることがわかった。これら 2

つのQ,T モーメントは Szの反強磁性秩序の下では同一の対称性をもつ。この現実的な有効
モデルでは結合定数が複雑な構造であり、等方的モデルのように各物理量の寄与に分けるこ
とができないため、どの秩序パラメータがプライマリーな秩序パラメータであるかを単純に
同定することはできない。なお、現実的な解析を行うためには実験で観測されている転移温
度を再現するようにパラメータを決める必要があるが、本論文ではそのような調整を行って
いないため、準定量的な解析である点に注意いただきたい。
図 4.12(b)は、(3.55) 式で定義したヘシアン行列の固有値である。青丸は図 4.12(a)で示

した解のもので、全ての点がゼロ以上であるためこの解は熱力学的に安定である。一方で赤
丸で示したものは Tc3で生じる軌道秩序がない場合のものである。この場合、低温において
エントロピーはゼロとなる一方、ヘシアン行列の固有値は T ≲ Tc3で負の値を示しているの
で、この解は低温において熱力学的に不安定である。よって、より安定な基底状態に到達す
るためには、Tc3での転移は不可欠であることがわかった。
次に、Tc3で生じる 2段階目の軌道秩序についてより詳しく議論する。以下では、磁気秩

序が生じている T < Tc1の温度領域では T モーメントとQモーメントは同一の対称性であ
るため、簡単のためQモーメントにのみ注目して議論を行う。図 4.13(a)は Tc3 < T < Tc2

における、各副格子のQモーメントの値を示したもので、左がA副格子、右が B副格子の
ものである。3種類のシンボルは縮退した解を表しており、初期条件に依存していずれかの
値に収束する。図 4.13(a)に見られるように、Xλ = Qz2

λ 、Yλ = Qx2−y2

λ の平面上でそれぞれ
の解は 3回回転対称性をもち、自由エネルギーはX 軸から角度 ϕだけ傾いた三角形の頂点
において最小値をとり、状態によって 3回回転対称性が破れる。この傾きは T < Tc3でも
残る。
この結果はランダウ理論からも理解することができる。フラーレン化合物のもつ点群 Th

のように、4回回転対称性がない場合、Xλ = Qz2

λ と Yλ = Qx2−y2

λ の関係する項のみを抜き
出すと、ランダウの自由エネルギーは

FL =
∑

λ=A,B

[
c1Xλ(X2

λ − 3Y 2
λ ) + c2sλYλ(3X2

λ − Y 2
λ )
]

(4.57)

と書ける。ここで sλ=A = +1及び sλ=B = −1である。なお、ここでは 3次項のみを考え
る。この自由エネルギーは図 4.13の平均場解とも整合する。c2の項が存在することで角度
ϕが有限となる。角度 ϕはX = r cos θ及び Y = r sin θにより極座標表示に移ることで

FL ∝ cos(3θ + ϕ) (4.58)

ϕ = arctan
c2
c1

(4.59)

と得られる。図 4.13(a)から ϕ = 6.76◦と見積もることができる。A15フラーレン化合物は
らせん操作、すなわち [111]方向に沿った半並進と x, y, z軸周りの 4回回転の組み合わせ操
作に対する対称性をもち、A副格子とB副格子の秩序パラメータを関係づけている。実際、
(4.57) 式のランダウ自由エネルギーは、3回回転操作とらせん操作の下で不変である。
系に 4回回転対称性がある場合、c2 = 0もしくは ϕ = 0でなければならない。このこと

は、具体的に z軸まわりに π/2回転させる場合を考えると、Yλ → −Yλとなることから理解
できる。図 4.13(b)に、T < Tc3で 2番目の軌道秩序が生じないまま T → 0とした解を示
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図 4.13: (a) T = 40.4K (< Tc2)での A副格子（左）及び B副格子（右）における秩序パ
ラメータをQz2

λ –Qx2−y2

λ 平面上で表したもの。(b)は低温における同様のプロットではある
が、Tc3での転移が生じなかった場合のものである。これは図 4.12(b)において赤丸で示し
た解に対応する。点線で示した丸は、系が 4回回転対称性をもつ場合の秩序パラメータの
値である。それぞれの色及び形状は同じエネルギーをもつ、異なる解を表している。Qx2 や
Qy2と書かれた灰色の矢印は、量子化軸を変更した場合のもので、補助として示した。なお、
図 4.12(a)の平均場解に対応するものは、この図における (a)の赤三角である。また、(a)左
の図中に示した角度 ϕは横軸からのずれを表している。
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表 4.3: 温度領域と存在する対称性の関係。Θ, Cx,y,z
4 ,T及び C3はそれぞれ時間反転、4回

回転、並進、3回回転操作を表す。なお 4回回転操作については図 4.12(a)の解と対応させ
てある。

温度 系の有する対称性
Tc1 < T Θ, Cx,y,z

4 × T, C3

Tc2 < T < Tc1 Cx,y,z
4 × T, C3

Tc3 < T < Tc2 Cz
4 × T

T < Tc3 N/A
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図 4.14: J/U = −0.03とした場合のA15フラーレン化合物の局在有効モデルの平均場解の
温度依存性。

した。T → 0で ϕ = 0であるので、系が有効的に 4回回転対称性を回復したように見える。
よって、図 4.12(a)における 2番目の軌道秩序は、T < Tc3で有効的に回復した 4回回転対
称性から誘起され、さらなるエネルギー利得があるものと考えられる。

A15フラーレン化合物の軌道秩序状態について、対称性の観点からさらに考察する。まず
初めに、高温の無秩序状態における対称性をまとめる。この温度領域では時間反転操作Θと
[111]方向の 3回回転操作C3に対する対称性がある。さらに、Cx,y,z

4 × Tで表されるらせん
操作に対する対称性がある。ここで、Cx,y,z

4 は x, y, z軸周りの 4回回転操作、TはA15格子
のA副格子と B副格子を交換するような部分並進操作である。なお、Cx,y,z

4 と Tそれ自体
はフラーレン化合物の対称操作ではないことに注意いただきたい。
Tc1以下では、スピンの秩序により時間反転対称性が自発的に破れる。中間温度領域 Tc3 <

T < Tc2では、Qz2 とQx2−y2 の、ダブロンによる軌道秩序状態は 3回回転対称性C3と、ら
せん操作に対する対称性の一部を自発的に破った状態となる。特に、図 4.13(a)の赤三角か
らわかるように、らせん操作のうちCz

4 × Tは軌道秩序状態の系を不変に保つ。この残され
た対称性によって Tc3で別の相転移が起こり、そこで秩序変数Qxyが有限となることで、ら
せん操作Cz

4 ×Tに対する対称性が破れる。以上の温度領域と残された対称性の関係を表 4.3

にまとめた。
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図 4.15: (a) J/U = −0.03とした場合の A15モデルにおける、図 4.14とは異なる平均場
解の秩序パラメータの温度依存性。(b)低温における自由エネルギー密度の温度依存性。青
丸は図 4.14の平均場解のものに対応し、この図の (a)の平均場解のものは黄色三角である。
(c) (b)と同一の温度領域における、ヘシアン行列の固有値の温度依存性。

また、より現実的なフント結合の値である J/U = −0.03 [182]とした場合の平均場解を
図 4.14に示す。転移温度が抑制されるが、定性的な振る舞いは図 4.12(a)と変わらない。

4.3.1.2 準安定状態

低温で平均場解の探索を行うと、図 4.14とは異なる軌道秩序状態の解が存在することがわ
かった。図 4.15(a)はその平均場解の温度依存性である。J/U = −0.03である。Tc ≃ 70 K

で磁気秩序が得られるのは図 4.14と同じだが、低温領域ではQxy, Qyz, Qzx の一様な軌道秩
序が生じることがわかった。さらに、これらのモーメントが同じ値をとることから、フラー
レン分子は [111]方向に向いた軌道の非対称性をもつ。
得られた平均場解と図 4.14に示した解を比較する。図 4.15(b)はそれぞれの解の自由エネ

ルギーの温度依存性である。図 4.14に示した解に対応する青丸は、黄色の解よりも常に低い
エネルギーをとるが、この二つの解のエネルギー差は約 2.44 Kと、わずかである。したがっ
て、図 4.15(a)で得られた解は準安定解の可能性があり、その熱力学的安定性を確認する必
要がある。図 4.15(c) に示すように、T ≲ 30 K におけるへシアン行列の固有値が正である
ことから、この解は低温で熱力学的安定な状態であることがわかった。一方、T ∼ 30 K近傍
では負の固有値が得られており、この温度領域では解は安定ではない。実験的に図 4.15(a)

の軌道秩序解を安定化させるためには、瞬間的な冷却などが必要と考えられる。

4.3.2 fcc構造
最後に、fcc構造のフラーレン化合物を考える。局在有効モデルの構築時には、文献 [183]

の Rb3C60のホッピングパラメータを用いた。また、fcc格子には幾何学的なフラストレー
ションがあるが本研究では考慮せず、空間的に一様な秩序状態のみを考える。
図 4.16(a)は秩序パラメータの温度依存性である。時間反転対称性を破る磁気軌道モーメ

ントである、Lz
uは転移温度近傍で (Tc − T )1/2のように振る舞うことから、プライマリーな
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図 4.16: J/U = −0.1のときの fccフラーレン化合物の局在有効モデルに対する平均場解。
(a)秩序パラメータ及び (b)対角感受率の逆数の温度依存性。なお副格子自由度は考慮せず、
一様な解のみを想定している。(b)における破線は常磁性相における Sモーメントの延長で
ある。

秩序パラメータである。一方、Qz2 モーメントは∝ (Tc − T )の依存性をもつことから、Lz

に誘起されたセカンダリーな秩序パラメータである。また、Qモーメントはランダウの自由
エネルギーに (Lz)2Qz2 のような項が存在して誘起されていると考えられる。ここで Lz と
Qz2 は、前者は磁気的、後者は電気的な軌道モーメントであり、時間反転操作に対する対称
性が異なるため、Qz2 がプライマリーな秩序パラメータであるときに Lz が誘起されること
はない。ただし、(Lz)2とQz2 は同一の対称性である。また、基底状態は∣∣∣ψ⃗〉 =

1√
2

(
|x, ↑⟩ − i |y, ↑⟩
|x, ↓⟩ − i |y, ↓⟩

)
(4.60)

のように単純な形で書かれる。複素数の係数をもつことから、時間反転対称性が破れている
ことがこのことからもわかる。
本研究における計算ではスピン Sによる秩序は生じず、基底状態は 2重縮退している。し

かしながら、へシアン行列の固有値が正であることから、この解が安定であることを確認
した。
ここで得られた解は、4.2.3.3 節で議論した、副格子自由度のない等方的なモデルの場合

と異なるものである。よって、この違いは強束縛モデルのホッピングパラメータに由来する
と考えられる。そこで、最近接サイトとの結合定数 ILの一部を示すとI1 I2 0

I2 I1 0

0 0 I4

, R =
(a

2
,
a

2
, 0
)

(4.61)

である。ここでRは最近接分子の方向を表すベクトルで、aは fccフラーレン化合物の格子
定数である。なお、他の最近接サイト間の結合定数の情報は対称操作によって構成すること
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図 4.17: J/U = −0.03とした場合の fccフラーレン化合物の局在有効モデルの平均場解の
温度依存性。

ができる。行列要素の値は、Kを単位として I1 = 12.5, I2 = 9.77, I3 = 0.511及び I4 = 20.1

である。結合定数は、文献 [183]のホッピングパラメータと同じ対称性をもつことが空間群
の対称性から要請される。最近接サイト間の結合定数が最も大きく、正であることから、一
様な磁気軌道モーメント Lを好むことがわかる。なお、次近接サイトについては結合定数
の行列は対角的で、そのすべての成分は最近接のものよりも小さくなっている。
スピン SモーメントはLと同じ対称性をもつので、一般論として小さくても有限のスピン

軌道相互作用の下では同時に誘起される可能性がある。しかし、4.1.1 節で述べたように、3

電子状態 |γ, σ⟩iに対する有効的なスピン軌道相互作用の大きさは ΛSOC ∼ 10−9 eVであり、
ほとんどゼロと見なすことができる。このためスピンによる秩序はさらに低温で軌道磁気
モーメントとは独立に発現する可能性がある。
スピンSによる秩序がないことは、結合定数の観点から理解することができる。図 4.16(b)

は対角感受率の逆数の温度依存性である。青線は S モーメントの感受率の逆数で、破線は
常磁性相における線形部分の延長であるが、負のキュリー・ワイス温度を示すことから Sの
結合定数は反強磁性的である。一方で、この計算では空間的に一様な解を仮定したので、反
強磁性秩序は記述されない。この場合、fcc構造の幾何学的フラストレーションのために転
移温度は非常に低いが、何らかの磁気秩序が発現すると考えられる [184]。
また、J/U = −0.03のときの局在有効モデルに対する平均場解を図 4.17に示す。A15構

造のときと同様に、fcc構造の場合も定性的な振る舞いは変わらない。

4.3.3 考察
まず初めに、図 4.18に A15構造と fcc構造の局在有効モデルにおける平均場解の転移温

度のフント結合に対する依存性を示す。図 4.18(a)はA15モデルのもので、各転移温度は交
差することなく単調に増加する。この単調な振る舞いは、結合定数のフント結合依存性から
定性的に理解できる。図 4.8に示したように、等方的モデルの結合定数の絶対値は |J |/U に
対して単調増加する。よく知られているように、ハイゼンベルグスピンモデルにおいて平均
場近似を適用すると、磁気転移温度は Tc ∝ I のように結合定数に比例する。この現実的な
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図 4.18: (a) A15フラーレン化合物の局在有効モデルにおける転移温度 Tc1–Tc3のフント結
合に対する依存性。(b) fccフラーレン化合物における同様のプロット。

モデルでは異方性があるため直接対応しないが、このことからフント結合 J の大きさを大
きくすると転移温度は高くなると考えられる。
次に、fccモデルにおける同様のプロットを図 4.18(b)に示す。A15構造の場合とは異な

り、J/U ∼ −0.1で見られるアップターンが見られるが、このフント結合依存性もA15モデ
ルと同様に定性的に理解することができる。つまり、等方的モデルでは Lモーメントの結
合定数 IL は J/U ≃ −0.11で極小をもつ。やはり転移温度は結合定数と同じような振る舞
いをするため、J/U ∼ −0.1においてアップターンが得られると考えられる。このように、
A15構造と fcc構造の双方のモデルにおいて、J/U の値を変化させても定性的な振る舞いは
変化しないことがわかった。
最後に、実験との対応について述べる。この節で解析したモデルは、第一原理計算の結
果に基づいて構築されたものである。さらに、フラーレン化合物は物理/化学圧力によって
モット絶縁体となる。よって、本論文で得られた結果は現実物質に適用できる可能性がある。
実験的には低温で反強磁性秩序が観測されているが、軌道秩序はまだ報告されていない。本
研究結果から、A15構造では低温で 2回の転移を経てQモーメントによる軌道秩序、fcc構
造では Lモーメントの軌道秩序が現れると考えられる。このような軌道秩序状態の存在は、
原理的には熱力学的な量に見いだされる可能性がある。なお、ここで述べる軌道モーメント
は通常の電子による 1体の量ではなく、反強磁性フント結合をもつ系に特有のダブロンに対
するものであることを改めて強調する。一方、現実のフラーレン化合物は多結晶体であり、
乱れの効果も存在するため、現実的には軌道秩序が不明瞭になっている可能性がある。この
ような観点から、このモデルに乱れの効果を取り入れることは、理論計算と実験との比較を
より直接的なものにする点で興味深い将来の課題である。さらに、反強磁性フント結合は電
子–フォノン結合に由来するものであり、その結果生じる遅延効果もまた本論文には含まれ
ておらず、より現実的な議論を行うための今後の課題である。
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第5章 一般の多軌道系に対する強相関極限
解析

この章では、前章で用いたフラーレン化合物の局在有効モデルの構築手法を、一般の多軌
道系に対して適用できるよう拡張する。そして構築された有効モデルを、最も基本的な解析
手法である平均場理論に加え、熱・空間ゆらぎの効果を取り込むことのできる、古典近似に
よる解析手法の枠組みを構築する。古典近似の際には SU(N)コヒーレント状態 [185–187]

を用いる。SU(N)コヒーレント状態を活用した古典解析は、主にスピン系において行われ
ている [188–196]。
そして構築した枠組みに対する具体的な実証として、パイロクロア酸化物Cd2T2O7を例に

適用する。この物質は、ユニットセルに 4つの遷移金属T 原子をもち、大きなスピン軌道相互
作用、T 原子のサイトに 3回対称な t2g軌道があるという複雑な電子構造を持つ [96,197,198].

したがって、Cd2T2O7への適用により本手法の汎用性が示される [199]。

5.1 物質に即したクーゲル・コムスキーモデル
以下の多軌道ハバードモデルを考える。

H = Ht + Hloc (5.1)

Ht =
∑
⟨ij⟩

∑
ab

tabij c
†
iacjb + H.c. (5.2)

ここで∑⟨ij⟩はサイトのペアについての和を表し、最近接サイト以外の寄与も含む。ciaは i

サイトの原子に、軌道 γ、スピン σをまとめたスピン軌道インデックス a = (γ, σ)の電子を
消滅する演算子である。原子内相互作用項は

Hloc = HU + HSOC + HCEF (5.3)

と 3項に分けられ、それぞれクーロン相互作用、スピン軌道相互作用、結晶場のハミルトニ
アンである。第 2 章で議論したように、具体的には

HU =
∑
i

∑
γ1γ2γ3γ4

∑
σσ′

Uγ1γ2γ3γ4c
†
iγ1σ

c†iγ2σ′ciγ4σ′ciγ3σ (5.4)

HSOC =
1

2
λSOC

∑
i

∑
γγ′

∑
σσ′

c†iγσℓγγ′ · σσσ′ciγ′σ′ (5.5)

のように書かれる。ここで Uγ1γ2γ3γ4 は LDA+U や LDA+DMFTの解析で用いられる、ス
レーター・コンドンパラメータで記述される [200]。5dパイロクロア酸化物の t2g 軌道に対
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図 5.1: 3回対称結晶場HCEFによるエネルギー準位の分裂。

しては、スレーター・金森型

Uγγγγ =
1

2
U, Uγγ′γγ′ =

1

2
U ′, Uγγ′γ′γ = Uγγγ′γ′ =

1

2
J (5.6)

が用いられる。ただし γ ̸= γ′, U ′ = U − 2J であり、その他の項はゼロである。結晶場ハミ
ルトニアンについては、パイロクロア酸化物は 3回対称結晶場をもつので

HCEF = −∆

2

∑
i

∑
γγ′σ

c†iγσ

0 1 1

1 0 1

1 1 0


γγ′

ciγ′σ (5.7)

である。なお、軌道の基底は
(
|xy⟩ |yz⟩ |zx⟩

)T
ととった。HCEFによって t2g軌道は図 5.1

のように分裂する。
以降では第一原理計算により得られた T = Osの強束縛モデルを用いてデモンストレー

ションを行う。このモデルは埼玉大学の品岡寛助教に提供いただいた。なお、図 5.2に示し
たように、T = Reのように T 原子を置換して電子数を変化させた物質のバンド構造も T =

Osの場合と類似している [201,202]ことから、T = Osに該当しない電子数の場合にもこの
データを用いて議論する。
第 3 章 3.1 節で議論したように、強相関極限解析の出発点は、非摂動ハミルトニアンの

エネルギー構造を調べて、モデルヒルベルト空間を策定することである。局所的な項Hloc

を対角化することで得られた、各電子数におけるエネルギー準位を図 5.3に示す。電子数 n

が奇数の部分に注目すると、全ての準位が 2重縮退しており、これはクラマースダブレット
に対応している。
本論文では簡単のため n = 1に注目する。図 5.3によれば、モデルヒルベルト空間の次

元数をN とするとその候補はN = 2, 4, 6の 3通りである。以降では、それぞれのモデルヒ
ルベルト空間に対して構築された局在有効モデルをそれぞれ SU(2)、SU(4)、SU(6)モデル1

と呼ぶ。ここで、SU(N)モデルは各原子についてN2個の局所的な演算子を含む。例えば
SU(2)モデルの場合には、22 = 4種類の演算子は 1種類の電荷と 3種類のスピン演算子であ
る。また、各サイトについてモデルヒルベルト空間の次元数は独立に指定できるが、ここで
は簡単のため全てのサイトに対して同一のN とする。

1モデルの名称と実際にモデルが有する対称性とは関係がないことに注意いただきたい。
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T = Re T = Os

図 5.2: DFT計算により得られた、Cd2Re2O7及び Cd2Os2O7のエネルギーバンド [201]。
(b)はそれぞれのフェルミ準位近傍を拡大したものである。
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図 5.3: Cd2T2O7の 1サイト固有エネルギー。U = 4 eV、J/U = 0.1ととった。縦軸は各
粒子数における最低エネルギーからの差を表す。最低エネルギーの具体的な値は図の下部に
示した。色はその準位の縮退数を表す。
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次に原子間のハミルトニアンHt を摂動として扱うことで、有効ハミルトニアンを求め
る [156, 203–206]. 有効ハミルトニアンの形式にはいくつかの選択肢があるが、エルミート
な有効ハミルトニアン（des Cloizeaux型） [205,206]

Heff = (Ω†Ω)−1/2Ω†HΩ(Ω†Ω)−1/2 (5.8)

が扱いやすいため、この有効ハミルトニアンを用いる。ここでΩは波動演算子と呼ばれる、
特殊な射影演算子である。Htで結ばれた 2つの原子に着目し、この 2サイトハミルトニア
ンを 2次まで展開することにより、N2 ×N2行列として有効ハミルトニアンの行列要素を
得ることができる。なお、有効ハミルトニアンの他の形式と波動演算子に関する詳細及び 2

次摂動の有効ハミルトニアンの行列要素などを付録 Bにまとめた。得られた有効ハミルト
ニアンは、サイト iにおける完全な局所演算子Oiで書き換えることができる。2次摂動過程
の解析計算や行列展開は複雑で現実的でないが、ここでは前章で用いた、行列演算を活用し
て計算した。
以上の計算を全ての 2サイトのペアについて行うことで、次のような物質に即したクーゲ

ル・コムスキーモデル

Heff [O] =
∑
⟨ij⟩

∑
ξξ′

Iξξ
′

ij Oξ
i O

ξ′

j −
∑
i

∑
ξ

Hξ
i O

ξ
i (5.9)

を得る。ここで第 1項はサイト間の量であるため 2次摂動の寄与が含まれ、第 2項は 0次摂
動による寄与が含まれる。展開した局所的な演算子は

Oξ
i =

∑
αβ

Oξ
αβ |α⟩i i⟨β| (5.10)

と定義した。|α⟩iは iサイトにおけるモデルヒルベルト空間の状態であり、α = 1, · · ·N 及
び ξ = 1, · · ·N2である。Oξ

αβ は規格完全直交性及びエルミート性を課した SU(N)生成子の
表現行列の要素である2。なお、SU(N)生成子についての詳細を付録 Cにまとめた。Oξ

αβの
規格完全直交性及びエルミート性を用いることで、0次摂動による外場とサイト間の結合定
数はそれぞれ

Hξ
i = −Tr

[
HlocO

ξ
i

]
= −

∑
α

EiαO
ξ
αα (5.11)

Iξξ
′

ij =
∑

α1α2β1β2

j⟨β1| i⟨α1|H (2)
eff |α2⟩i |β2⟩jOξ

α2α1
Oξ′

β2β1
(5.12)

と得られる。des Cloizeaux型の有効ハミルトニアンにより構築したため (5.9) 式はエルミー
ト性を満たし、(5.11) 式及び (5.12) 式から

Hξ
i ∈ R (5.13)

Iξξ
′

ij = Iξ
′ξ

ji ∈ R (5.14)

であることがわかる。この有効ハミルトニアンは第一原理計算により得られたパラメータを
用いているため、コントロールパラメータは局所的なクーロン相互作用の U と J のみであ
る。実際の計算では、Iξξ′ij のデータは入力データ tabij と同様の形式で出力される。

2例えば、1軌道の場合には SU(2)生成子を用いるが、その表現行列はパウリ行列である。
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ここで、摂動計算の各状態におけるエネルギーについて補足する。モデルヒルベルト空間
の粒子数を nすると、注目する 2サイト問題において、始状態と中間状態のエネルギーはそ
れぞれ

Einitial = 2(nC2 U + nε) (5.15)

Eintermediate = [n−1C2 U + (n− 1)ε] + [n+1C2 U + (n+ 1)ε] (5.16)

である。εは 1サイトエネルギーである。中間状態とのエネルギー差を計算すると

Eintermediate − Einitial = U (5.17)

となり、これは常に正である。よって、強相関極限下で摂動論が破綻することはない。
得られた有効ハミルトニアンHeff [O]における局所的な演算子Oξ

i は機械的に用意された
ものであるので、その物理的意味は不明瞭である。そこで、それらを元の電子系における物
理量に変換する必要がある。スピンや軌道に依存した物理量をAiとすると、一般的に

Ai =
1

2

∑
ab

c†iaAabcib (5.18)

のように書ける。モデルヒルベルト空間への射影演算子

P =
∏
i

∑
α

|α⟩i i⟨α| (5.19)

を用いることで、物理量Aiは

PAiP =
∑
ξ

Oξ
i

∑
αβ

i⟨α|Ai|β⟩iOξ
βα (5.20)

のように Oξ
i で展開される。行列要素 i⟨α|Ai|β⟩iは原子極限の計算時に既に得られている。

したがって、(5.9) 式のモデルを解くことで Oξ
i の期待値を得た後に、(5.20) 式を用いて任

意の局所的な物理量を計算可能である。特に、通常のクーゲル・コムスキーモデルでは考え
ない多体の物理量をAiとして選ぶこともできる。例えば、軌道 γの二重占有率を計算する
場合には

Ai(γ) = c†iγ↑c
†
iγ↓ciγ↓ciγ↑ (5.21)

として計算すれば良い。
また、Oξ

i に共役な微小外場に対する線形応答を考えると、動的感受率は

χξξ′

ij (iν) =

∫ 1/T

0
dτ
[
⟨Oξ

i (τ)Oξ′

j ⟩ − ⟨Oξ
i ⟩ ⟨O

ξ′

j ⟩
]
eiντ (5.22)

である。感受率についても同様に (5.20) 式により元の電子系における物理量に変換可能で
ある。(5.22) 式は一般のスピン・軌道励起の情報を含んでいる。軌道依存したフォームファ
クターを用いて励起スペクトルを計算することで、マグノンだけでなく、軌道励起を記述す
るオービトン [102,107,109]の励起スペクトルを得ることも可能である。
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5.2 平均場理論による計算結果
5.2.1 物理量の定義
まず初めに、解析を行う物理量を定義する。パウリ演算子を σとするとスピン演算子は

Si =
1

2

∑
σσ′γ

c†iσγσσσ′ciσ′γ (5.23)

である。軌道依存する物理量については、入力した強束縛モデルのパラメータと対応させ
て、各副格子について局所的な座標を用いる。また t2g軌道の基底を (|xy⟩ , |yz⟩ , |zx⟩)とと
る。すると磁気軌道モーメントは

ℓ̂x =

0 0 −i

0 0 0

i 0 0

 , ℓ̂y =

 0 i 0

−i 0 0

0 0 0

 , ℓ̂z =

0 0 0

0 0 i

0 −i 0

 (5.24)

を用いて
Li =

∑
σγγ′

c†iσγℓγγ′ciσ′γ (5.25)

と書かれる。なお、ℓ̂はサイトに依存するが、煩雑になるのを避けるためサイトインデック
ス iを省略した。同様に四極子（電気軌道）モーメントは

q̂x
2−y2 = (ℓ̂x)2 − (ℓ̂y)2 (5.26)

q̂z
2

=
1√
3

[
2(ℓ̂z)2 − (ℓ̂x)2 − (ℓ̂y)2

]
(5.27)

q̂xy = ℓ̂xℓ̂y + ℓ̂y ℓ̂x (5.28)

q̂yz = ℓ̂y ℓ̂z + ℓ̂z ℓ̂y (5.29)

q̂zx = ℓ̂z ℓ̂x + ℓ̂xℓ̂z (5.30)

を用いて
Qη

i =
∑
σγγ′

c†iγσq
η
γγ′ciγ′σ (5.31)

と書ける。q̂η も同様にサイト iに依存するが、省略した。
ℓ̂と q̂η 及び σを用いることで高次の多極子モーメントを定義することができる。電気ス

ピン軌道モーメントを

Gµ
i =

1

2

∑
νλ

εµνλ
∑

γγ′σσ′

c†iγσℓ
ν
γγ′σλσσ′ciγ′σ′ (5.32)

と定義する。ここで εµνλは完全反対称テンソルである。最後に磁気八極子モーメントを

T ην
i =

1

2

∑
γγ′σσ′

c†iγσq
η
γγ′σ

µ
σσ′ciγ′σ′ (5.33)

と定義する。
数値計算の結果では、L,Q,G及び T モーメントは大局的な座標に回転させて示す。回転

の詳細は付録 Dにまとめた。
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図 5.4: (a) Cd2T2O7のエネルギーバンド。エネルギーはバンドの底から測っている。破線
は各粒子数 nに対応する化学ポテンシャルの値を示している。(b) T = 10−3 eVでの SU(6)

モデルにおけるボゾンのエネルギースペクトル。左（右）はスピン（軌道四極子）の励起ス
ペクトルである。

5.2.2 分散関係
まず初めに、通常のエネルギーバンドと物質に即したクーゲル・コムスキーモデルのスピ

ン及び軌道励起スペクトルを図 5.4に示す。図 5.4 (a)は Cd2T2O7のエネルギーバンドで、
遍歴電子系における解析の出発点である。一方図 5.4 (b)は T = 10−3 eVにおける SU(6)モ
デルのボゾンのエネルギー分散関係である。(b)の左はスピンの励起スペクトルで、マグノ
ンの分散に対応する。ギャップドな励起がスピン軌道相互作用の存在と対応している。右側
は電気的な軌道（四極子）モーメントの励起スペクトルである。マグノンの励起スペクトル
は SU(2)モデルでも捉えられているが、軌道励起は SU(4)モデルや SU(6)モデルなど、複
数の準位をモデルヒルベルト空間にとるモデルで初めて記述できる。

5.2.3 温度依存性
図 5.5は SU(6)モデルの平均場解析の結果である。図 5.5(a)にA副格子における秩序パ

ラメータの温度依存性を示す。T < 10−2 eVの低温では磁気秩序が起こり、その秩序パラ
メータは S と L及び T によって記述される。図 5.5(b)は A副格子における対角感受率の
q = 0成分の温度依存性である。秩序パラメータが有限となる温度において磁気的な S,L

及び T の感受率が発散する。図 5.5(c)は T = 10−3 eVでの磁気構造である。これはAIAO

構造であり、S と Lモーメントは互いに反平行となることがわかる。この AIAO型磁気構
造は、5dパイロクロア酸化物において実験と理論の両面から得られている [89, 207,208]。
図 5.5(d)にサイトごとの熱力学関数の温度依存性を示す。ここでは SU(2,4,6)の各モデル

を比較する。下図に示した比熱は、どのモデルも Tc ∼ 10−2 eV付近で異常を示し、2次相
転移であることを示唆している。SU(6)モデルでは SU(2)モデル、SU(4)と比較して転移温
度が低下している。上図に示した 1サイトエントロピーは、SU(4)モデル及び SU(6)モデル
で Tc近傍の温度領域に ln 2プラトーをもつ。SU(4)及び SU(6)モデルでは自由度が増加し
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図 5.5: 平均場解析で得られた SU(6)モデルにおける (a)秩序パラメータ及び (b)対角感受
率の q = 0成分の温度依存性。どちらもA副格子のものであり、青、黄、緑、赤及び紫はそ
れぞれスピン、磁気軌道モーメント、電気軌道モーメント、電気スピン軌道モーメント及び
磁気スピン軌道モーメントである。(c) T = 10−3 eVでの SU(6)モデルの磁気構造である。
青はスピン（S）で黄色は磁気軌道モーメント（L）のものである。(d、上)サイトあたりエ
ントロピー、(d、下)比熱の温度依存性。丸、バツ、三角はそれぞれ SU(2)モデル、SU(4)

モデル及び SU(6)モデルのものである。なお、比熱については見やすくするために垂直にず
らして示した。



72 第 5章 一般の多軌道系に対する強相関極限解析

たことに対応して、温度上昇に伴い ln 2から増加して飽和する。また、この温度領域におけ
る比熱はエネルギー準位の分裂に由来するショットキー型のピークを示す。

5.3 古典モデルによる解析
5.3.1 SU(N)コヒーレント状態を用いた古典近似
物質に即したクーゲル・コムスキーモデル (5.9)式は、古典近似を適用することでも解析が

可能である。ここではコヒーレント状態 [187,209]を用いて経路積分による定式化 [210,211]

を行い、古典的な分配関数と運動方程式を導出する。
各 iサイトにおけるコヒーレント状態は

|Ωi⟩ =

N∑
α=1

cα(Ωi) |α⟩i (5.34)

と定義される。Ωiは連続変数の組で

Ωi = {ξ1i, · · · , ξN−1,i, φ1i, · · · , φN−1,i} (5.35)

である。コヒーレント状態についての詳細は付録 Eにまとめた。ここで

ξ1i,··· ∈ [0, π/2], φ1i,··· ∈ [0, 2π) (5.36)

であり、SU(2)スピンモデルにおける天頂角と方位角の拡張である。よって、|Ωi⟩は 2(N−1)

個のパラメータによって特徴づけられる。
分配関数は

Z =

∫
DΩ e−S (5.37)

と書かれる。ここで、作用は

S =

∫
dτ (⟨Ω|∂τ |Ω⟩ + ⟨Ω|Heff |Ω⟩) (5.38)

である [188]。なお、ある虚時間 τ において |Ω⟩ =
∏

i |Ωi⟩と定義した。また量子力学的な
演算子Oiは

Oξ(Ωi) = ⟨Ω|Oξ
i |Ω⟩ (5.39)

のようにして古典変数に置き換えることができる。これらの式に基づき、スピンモデルと同
様にベリー位相を落としたコヒーレント状態での経路積分を用いて、古典モデルを厳密に導
出することができる [210]。また、古典自由エネルギーは常に量子自由エネルギーより大き
いことが示され [212]、古典モデルにおいて最低自由エネルギーをとる状態が元の量子状態
のものとエネルギー的に最も近いことが保証される。
このモデルは古典モンテカルロ法を用いて数値的に解析が可能である。解析の上では、メ

トロポリス法に基づくローカルアップデートと、複数の温度領域を効率的に計算可能にする
レプリカ交換法 [213]を用いる。さらに、より効率的な解析のため過剰緩和法 [214]を適用
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図 5.6: (a)古典モンテカルロ法により計算された比熱の温度依存性。丸、バツ、三角はそ
れぞれ SU(2)、SU(4)及び SU(6)モデルのものである。灰色の破線は、低温においてエネル
ギー等分配則により期待される値である。SU(2,4)モデルの結果と重なっている黒の点線は
Nsite = 256 (= 4 × 43)での計算結果である。(b) SU(6)モデルにおける A副格子での対角
感受率の q = 0成分の温度依存性。

する。この更新法は、等エネルギー面内で元の状態とは最も相関のない状態にするものであ
る。SU(2)スピンモデルの場合は、局所的なスピンベクトルを局所的な磁場を軸に角度 πだ
け回転させるような更新方法である [215, 216]。ただし、N > 2の SU(N)モデルに対して
そのまま拡張することはできないので、コヒーレント状態に則って検討する必要がある。あ
るサイト iに注目するとその局所的な有効ハミルトニアンは

Hloc,i = −
∑
ξ

H̃ξ
i O(Ωi) (5.40)

H̃ξ
i = Hξ

i −
∑
j ̸=i

∑
ξ

Iξξ
′

ij O(Ωj) (5.41)

と書ける。ここで周囲のサイトの効果は H̃ξ
i に含まれており、Ωiには依存しない。コヒー

レント状態の定義を代入すると

Hloc,i =
∑
αβ

hαβ(i)c∗α(Ωi)cβ(Ωi) (5.42)

=
∑
γ

Λγ(i)|dγ(Ωi)|2 (5.43)

と得られる。ここで V は dγ =
∑

α V
†
γαcαとするようなユニタリ行列である。このことから

明らかなように、任意の角度 θγ に対して位相変換 dγ → dγeiθγ によってコヒーレント状態
がΩi → Ω′

iに変換されたとしてもエネルギーは不変である。またこの位相は、内積 ⟨Ωi|Ω′
i⟩

を最小にするように決定される。この点の詳細は付録 Eに譲る。これにより、効率的なモ
ンテカルロ解析が可能となる。なお、このコヒーレント状態による定式化はN = 2の場合
に通常用いられる過剰緩和法を再現する。
古典モンテカルロ法による解析の結果を図 5.6に示す。計算はNsite = 108 (= 4×33)原子

をもつ有限サイズの格子に対して行い、格子は fcc格子の基本並進ベクトルを用いて作成し
た。図 5.6(a)に SU(2)、SU(4)及び SU(6)モデルの比熱の温度依存性を示す。低温ではエネ
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ルギー等分配則により 2(N − 1)× 1
2 となる。図 5.5 (d)の下段に示した平均場解析の結果と

比較すると、どのモデルも熱・空間ゆらぎを取り込むことにより、転移温度は T ∼ 10−3 eV

まで抑制される。図 5.6(b)に SU(6)モデルの対角感受率の q = 0成分の温度依存性を示す。
T ≲ 10−3 eVの領域で磁気的な感受率の各成分は大きな値をとることから 2次相転移であ
ることを示唆している。また、電気的なQ,Gモーメントの感受率は SU(6)モデルに特有の
ものであり、SU(2)モデルでは見られないものである。

5.3.2 運動方程式
経路積分形式を用いることで運動方程式を求めることも可能である。運動方程式そのもの

は、すでに Zhang-Batistaによって導出されているが、ハイゼンベルグの運動方程式に基づ
いており、N2 個の方程式が得られる [209]。一方、コヒーレント状態のパラメータの数は
2(N − 1)であるため、いくつかの方程式は自明な関係式を与えると考えられる。
経路積分形式に基づく運動方程式は、最小作用の原理から導かれ、局所的な連続変数に対

する運動方程式を ∑
q

Bpq(i)
∂Ωqi

∂τ
= −∂⟨Ω|Heff |Ω⟩

∂Ωpi
(5.44)

と得ることができる。ただしベリー曲率として

Bpq(i) =
∑
α

(
∂c∗α(Ωi)

∂Ωpi

∂cα(Ωi)

∂Ωqi
− ∂c∗α(Ωi)

∂Ωqi

∂cα(Ωi)

∂Ωpi

)
(5.45)

と定義した。ここで、p, q = 1, · · · , 2(N − 1)である。時間変数を τ → itに変えると、実時
間についての運動方程式が得られる。(5.34) 式によりコヒーレント状態が与えられればベ
リー曲率は計算でき、(5.44) 式の運動方程式を得ることができる。このようにして SU(N)

古典モデルに対する運動方程式が得られ、物質に即した非平衡ダイナミクスの解析が可能と
なる。
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多軌道強相関系の秩序状態を解明するため、モット絶縁体に対応する強相関極限に注目し、
局在有効モデルを構築した。構築の際には行列演算を用いることで、一般の物質に対して第
一原理計算と組み合わせた現実的なクーゲル・コムスキーモデルを構築することが可能であ
る。そして、構築した局在有効モデルに対して平均場近似や古典近似を適用して解析した。

6.1 フラーレン化合物のスピン軌道モデルの解析
フラーレン化合物に特有の反強磁性フント結合によるダブロンの性質を解明するため、3

軌道ハバードモデルを強相関極限の下で解析した。この場合、強磁性フント結合を持つ多軌
道 d電子系とは対照的に、ダブロンの軌道間遷移を記述する、ペアホッピングが重要にな
る。実際の物質に近い n = 3では、図 4.2に示したように、シングロンとダブロンからなる
多電子状態が基底状態となる。この基底状態は n = 1の基底状態と類似しており、n = 1の
場合を参考に局所的な軌道モーメントを定義した。n = 3の場合には、n = 1では有限とな
る軌道モーメントが消失し、代わりにダブロンを含む多体の軌道モーメントが活性となる。
また、この多電子状態におけるスピン軌道相互作用の効果を見積もると、p電子では 1 meV

程度であったものが、相関効果によりさらに抑制され 1 neV程度となる。
そのダブロンの基底状態に、分子間ホッピングを 2次摂動により取り入れることで、局

在有効モデルを構築した。参考のために、まず、強磁性及び反強磁性フント結合ともに、2

つの副格子からなる格子における等方的な n = 1モデルを平均場近似の下で解いた。次に
n = 3モデルに本手法を適用した。そして平均場近似の下での解析の結果、高温側で磁気秩
序が見られ、温度を下げると軌道秩序が発現することがわかった。秩序パラメータ、内部エ
ネルギー、自由エネルギー、比熱、エントロピー、帯磁率などの物理量の温度依存性を詳細
に解析した。さらに、逆感受率から求めたヘシアン行列に基づいて、すべての固有値が非負
であることを確認することで熱力学的安定性を調べた。
また、アルカリ金属をドープしたフラーレン化合物の現実的な状況を、第一原理計算で得

られたホッピングパラメータを用いて考察した。格子構造として、文献 [183]においてホッ
ピングパラメータが導出されている、2つの副格子からなるA15構造と fcc構造の両方を取
り上げた。A15構造では、高温で反強磁性秩序が生じ、低温で電気的な軌道秩序が 2種類生
じることが明らかとなった。高温側の軌道秩序は等方的モデルで既に捉えられているが、低
温側の軌道秩序は 3回回転対称性のみが存在する、フラーレン化合物の点群 Th対称性に特
徴的である。この点について、ランダウ理論や対称性に基づいて詳細に議論した。また、低
温で平均場解の探索を行ったところ、準安定状態として [111]方向に歪むような軌道秩序状
態を発見した。

fccモデルについては、格子の幾何学的フラストレーションが存在するため、本論文では
空間的に一様な解のみを考慮した。その結果、磁気的な軌道秩序が起こることを発見した。
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この軌道モーメントは電子スピンと同じ対称性をもつが、前述のように、ダブロンが関係し
た多電子状態のスピン軌道結合が微小であるため、スピンモーメントが同時に誘起される
ことはない。したがってスピンモーメントは独立して秩序化することができ、基底状態では
fcc格子の幾何学的フラストレーションのために転移温度が低いと考えられる反強磁性秩序
が実現している可能性がある。また、双方のモデルにおいて得られた秩序状態は、反強磁性
フント結合に対して定性的には変化せず、頑強であることがわかった。
本研究で明らかにした軌道秩序状態は、フラーレン化合物において実験的に観測されてい

ないが、多結晶体であることにより不明瞭になってしまっている可能性がある。また、この
軌道秩序状態は、ダブロンが関係した多体の軌道モーメントにより特徴づけられる。一方で
通常の軌道モーメントは消失していることから、格子や分子の変形は非常に小さいと考えら
れるため、熱力学関数で同定される可能性がある。また、本理論計算の枠組みにフォノンの
効果などを取り入れることで、より現実的なセットアップでの理論提案を行うことは今後の
課題である。

6.2 物質に即したクーゲル・コムスキーモデルによる解析枠組みの
構築

強相関極限下における数値解析手法を提案した。この手法では、平均場理論により局所相
関を、古典近似により空間相関を合理的な計算コストで扱うことが可能である。そしてデモ
ンストレーションとして 5dパイロクロア酸化物に適用した。この構築・解析枠組みは、複
数の軌道の自由度を持つあらゆるモット絶縁体材料に適用できる。以下に本研究で確立した
解析の手順をまとめる。

1. 強束縛モデルのパラメータを読み込む。

2. 1サイトハミルトニアンHlocを対角化することでエネルギー構造を調べ、モデルヒル
ベルト空間を策定する。

3. 2次摂動により原子間ホッピングHtを導入し、得られた有効ハミルトニアンを規格
完全直交性及びエルミート性をもつ SU(N)生成子で展開する。

4. 構築された局在有効モデルに平均場近似や古典近似を適用して解析する。

5. Hlocの波動関数や電子の生成消滅演算子を用いて物理量に変換する。

最後に、この枠組みの展望を述べる。局在有効モデルは強相関極限で厳密であるため、平
均場理論や古典近似以外の様々な方法で解析することができる。例えば非局所的な相関を
扱うことのできる、厳密対角化法や量子モンテカルロ法との組み合わせも可能である。さら
に、本論文ではサイト内クーロン相互作用のみを明示的に考慮したが、摂動論的な方法でサ
イト間の長距離クーロン相互作用も考慮できる。このような、手法面での展望のほか、例え
ば有機モット絶縁体の 1つである κ-(BEDT-TTF)2Cu[N(CN)2]Clなど、他のモット絶縁体
への適用も興味深い。本研究で構築した、現実的な枠組みに基づく解析結果と実験との比較
は、機能的なモット絶縁体材料の設計につながる。
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付 録A 軌道モーメントの定義

第 4 章及び第 5 章で定義した、軌道モーメントの詳細をまとめる。

A.1 p電子系の場合
p電子は方位量子数 ℓ = 1をもつため、磁気量子数で特徴づけられる |m⟩ = |1⟩ , |0⟩ , |−1⟩

の 3種類の状態をとり得る。以下では軌道角運動量演算子の実基底 |γ⟩ (= |px⟩ , |py⟩ , |pz⟩)
での行列要素を求める。
まず、各波動関数は

Y11(θ, φ) = −
√

3

8π
sin θeiφ (A.1)

Y10(θ, φ) =

√
3

4π
cos θ (A.2)

Y1,−1(θ, φ) =

√
3

8π
sin θe−iφ (A.3)

Θx(θ, φ) =

√
3

4π
sin θ cosφ (A.4)

Θy(θ, φ) =

√
3

4π
sin θ sinφ (A.5)

Θz(θ, φ) =

√
3

4π
cos θ (A.6)

である [142,146]。よって角運動量の基底 |m⟩から実基底 |γ⟩への変換は

|γ⟩ = ÛT |m⟩ (A.7)

(
Û
)
mγ

= ⟨m|γ⟩ , Û =


− 1√

2

i√
2

0

0 0 1

1√
2

i√
2

0

 (A.8)

のように書かれる。まず基底 |m⟩における角運動量演算子の表現を求める。昇降演算子は

ℓ+ |m⟩ =
√

(ℓ−m)(ℓ+m+ 1) |m+ 1⟩ (A.9)

ℓ− |m⟩ =
√

(ℓ+m)(ℓ−m+ 1) |m− 1⟩ (A.10)
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のように定義されるため、その |m⟩基底での表現は

ℓ̂+(m) =

0
√

2 0

0 0
√

2

0 0 0

 (A.11)

ℓ̂−(m) =

 0 0 0√
2 0 0

0
√

2 0

 (A.12)

となる。ここで、基底が |m⟩であることを明らかにするため、ℓ̂+(m)などとした。よってこの
基底での ℓx, ℓy, ℓz は

ℓ̂x(m) =
1√
2

0 1 0

1 0 1

0 1 0

 (A.13)

ℓ̂y(m) =
1√
2i

 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 (A.14)

ℓ̂z(m) =

1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 (A.15)

と書ける。
実基底 |γ⟩に移ると

ℓ̂x(γ) =

0 0 0

0 0 −i

0 i 0

 ≡ λ7 (A.16)

ℓ̂y(γ) =

 0 0 i

0 0 0

−i 0 0

 ≡ λ5 (A.17)

ℓ̂z(γ) =

0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 ≡ λ2 (A.18)

と得ることができる。これに則ってゲルマン行列の λ7,5,2成分を定義した。なお、先ほどと
同様に基底が |γ⟩であることを明らかにするため、ℓ̂x(γ)とした。これを用いて他の成分を求
めると

ℓ̂x(γ)ℓ̂
y
(γ) + ℓ̂y(γ)ℓ̂

x
(γ) =

 0 −1 0

−1 0 0

0 0 0

 ≡ λ1 (A.19)

ℓ̂y(γ)ℓ̂
z
(γ) + ℓ̂z(γ)ℓ̂

y
(γ) =

0 0 0

0 0 −1

0 −1 0

 ≡ λ6 (A.20)



A.2 d電子系の場合 79

ℓ̂z(γ)ℓ̂
x
(γ) + ℓ̂x(γ)ℓ̂

z
(γ) =

 0 0 −1

0 0 0

−1 0 0

 ≡ λ4 (A.21)

(
ℓ̂x(γ)

)2
−
(
ℓ̂y(γ)

)2
=

−1 0 0

0 1 0

0 0 0

 ≡ λ3 (A.22)

2
(
ℓ̂z(γ)

)2
−
(
ℓ̂x(γ)

)2
−
(
ℓ̂y(γ)

)2
=

1√
3

1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 ≡ λ8 (A.23)

となる。これらは物理的には軌道角運動量についてランク 2であるため、四極子演算子の
|γ⟩基底での表現に対応する。最後に電荷演算子に対応する量として

λ0 ≡
√

2

3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (A.24)

と定義する。これらは

Tr
[
ληλη

′
]

= 2δηη′ (A.25)

を満たす。

A.2 d電子系の場合
d電子は ℓ = 2であり、|m⟩ = |2⟩ , |1⟩ , |0⟩ , |−1⟩ , |−2⟩の 5種類の状態をとり得る。p電子の

ときと同様にして、軌道角運動量演算子の実基底 |γ⟩ (= |dyz⟩ , |dzx⟩ , |dxy⟩ , |dx2−y2⟩ , |dz2⟩)
での行列要素を求める。
それぞれの波動関数は

Y22(θ, φ) =

√
15

32π
sin2 θe2iφ (A.26)

Y21(θ, φ) = −
√

15

8π
sin θ cos θeiφ (A.27)

Y20(θ, φ) =

√
5

16π

(
3 cos2 θ − 1

)
(A.28)

Y2,−1(θ, φ) =

√
15

8π
sin θ cos θe−iφ (A.29)

Y2,−2(θ, φ) =

√
15

32π
sin2 θe−2iφ (A.30)
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Θyz =

√
15

4π
sin θ cos θ sinφ (A.31)

Θzx =

√
15

4π
sin θ cos θ cosφ (A.32)

Θxy =

√
15

16π
sin2 θ sin 2φ (A.33)

Θx2−y2 =

√
15

16π
sin2 θ sin 2φ (A.34)

Θz2 =

√
5

16π

(
3 cos2 θ − 1

)
(A.35)

である [142,146]。よって |m⟩基底と |γ⟩基底の変換は

Û =



0 0 − i√
2

1√
2

0

i√
2

− 1√
2

0 0 0

0 0 0 0 1

i√
2

1√
2

0 0 0

0 0
i√
2

1√
2

0


(A.36)

により結ばれる。|m⟩基底での昇降演算子は

ℓ̂+(m) =


0 2 0 0 0

0 0
√

6 0 0

0 0 0
√

6 0

0 0 0 0 2

0 0 0 0 0

 (A.37)

ℓ̂−(m) =


0 0 0 0 0

2 0 0 0 0

0
√

6 0 0 0

0 0
√

6 0 0

0 0 0 2 0

 (A.38)

と書かれるので

ℓ̂x(m) =
1

2


0 2 0 0 0

2 0
√

6 0 0

0
√

6 0
√

6 0

0 0
√

6 0 2

0 0 0 2 0

 (A.39)
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ℓ̂y(m) =
1

2i


0 2 0 0 0

−2 0
√

6 0 0

0 −
√

6 0
√

6 0

0 0 −
√

6 0 2

0 0 0 −2 0

 (A.40)

ℓ̂z(m) =


2 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 −2

 (A.41)

のように得ることができる。
Û により実基底 |γ⟩に移ると

ℓ̂x(γ) =


0 0 0 −i −i

√
3

0 0 i 0 0

0 −i 0 0 0

i 0 0 0 0

i
√

3 0 0 0 0

 (A.42)

ℓ̂y(γ) =


0 0 −i 0 0

0 0 0 −i i
√

3

i 0 0 0 0

0 i 0 0 0

0 −i
√

3 0 0 0

 (A.43)

ℓ̂z(γ) =


0 i 0 0 0

−i 0 0 0 0

0 0 0 2i 0

0 0 −2i 0 0

0 0 0 0 0

 (A.44)

となる。なお、実線は t2g 軌道の部分空間と eg 軌道の部分空間の境界を表す。t2g 軌道の成
す部分空間に注目すると、p電子系における軌道モーメントと

ℓt2g = −ℓp (A.45)

の関係にあることがわかる。なお、本文では t2g 軌道の基底を
(
|xy⟩ |yz⟩ |zx⟩

)T
ととっ

ているので注意いただきたい。一方、eg軌道の成す部分空間に注目すると、全ての行列要素
がゼロであり軌道角運動量は不活性である。これを軌道角運動量の消失という。
p電子の場合と同様に、より高いランクの角運動量演算子の実基底での表現を求める。ラ
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ンク 2のものと、ランク 3のものの一部は

ℓ̂x(γ)ℓ̂
y
(γ) + ℓ̂y(γ)ℓ̂

x
(γ) =


0 −3 0 0 0

−3 0 0 0 0

0 0 0 0 2
√

3

0 0 0 0 0

0 0 2
√

3 0 0

 (A.46)

ℓ̂y(γ)ℓ̂
z
(γ) + ℓ̂z(γ)ℓ̂

y
(γ) =


0 0 0 3 −

√
3

0 0 −3 0 0

0 −3 0 0 0

3 0 0 0 0

−
√

3 0 0 0 0

 (A.47)

ℓ̂z(γ)ℓ̂
x
(γ) + ℓ̂x(γ)ℓ̂

z
(γ) =


0 0 −3 0 0

0 0 0 −3 −
√

3

−3 0 0 0 0

0 −3 0 0 0

0 −
√

3 0 0 0

 (A.48)

(
ℓ̂x(γ)

)2
−
(
ℓ̂y(γ)

)2
=


−3 0 0 0 0

0 −3 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 2
√

3

0 0 0 2
√

3 0

 (A.49)

2
(
ℓ̂z(γ)

)2
−
(
ℓ̂x(γ)

)2
−
(
ℓ̂y(γ)

)2
=


−3 0 0 0 0

0 −3 0 0 0

0 0 6 0 0

0 0 0 6 0

0 0 0 0 −6

 (A.50)

ℓ̂x(γ)ℓ̂
y
(γ)ℓ̂

z
(γ) + ℓ̂x(γ)ℓ̂

z
(γ)ℓ̂

y
(γ) + ℓ̂y(γ)ℓ̂

x
(γ)ℓ̂

z
(γ) + ℓ̂y(γ)ℓ̂

z
(γ)ℓ̂

x
(γ) + ℓ̂z(γ)ℓ̂

x
(γ)ℓ̂

y
(γ) + ℓ̂z(γ)ℓ̂

y
(γ)ℓ̂

x
(γ)

=


0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 −i
√

3

0 0 0 i
√

3 0

 (A.51)

と得られる。eg軌道の部分空間に注目すると、(A.49)–(A.51) 式はパウリ行列に比例してい
ることがわかる。よって 2軌道系の解析ではサイト iの局所的な軌道自由度を記述する擬ス
ピン

τi =
∑

γ,γ′=x2−y2,z2

∑
σ

c†iγσσγγ′ciγ′σ (A.52)

が用いられる。ただし、τx, τ zは四極子演算子、τyは八極子演算子である点に注意すべきで
ある。
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付 録B エルミートな有効ハミルトニアンの
定式化

第 3 章で議論した有効ハミルトニアンの表式では、モデルヒルベルト空間として複数準
位を採用すると、元のハミルトニアンはエルミートであるにもかかわらず、有効ハミルトニ
アンは非エルミートなものとなってしまう。この非エルミート性は物理的な意味をもたない
ため、構築された有効ハミルトニアンを出発点に解析を行う本研究では、エルミートな枠組
みのまま議論を行う方が見通しが良い。そこで、ここでは有効ハミルトニアンの定義に立ち
返り、文献 [206]に則ってエルミートな有効ハミルトニアンの定式化について議論する。

B.1 有効ハミルトニアンの定義とその種類
有効ハミルトニアンとは「注目するエネルギー領域の中で厳密なエネルギー固有値をもつ

ハミルトニアン」として定義される。以下では、厳密なハミルトニアンをH とし、そのヒ
ルベルト空間を互いに直交する 2つの部分空間 Sと S⊥に分ける。S及び S⊥への射影演算
子をそれぞれ P 及びQとすると、これらは射影演算子の定義より以下の関係を満たす。

P 2 = P, Q2 = Q, P +Q = 1 (B.1)

また、Hに相似変換を施したハミルトニアンをH とする。HとH の間には正則な演算子
U を用いて

H = U−1HU (B.2)

の関係がある。なお相似変換は固有値を不変に保つ。H における部分空間 S 及び S⊥に対
応するH の部分空間を S0及び S⊥

0 とする。同様に S0及び S⊥
0 への射影演算子をそれぞれ

P0及びQ0とすると、これらの射影演算子についても同様の関係

P 2
0 = P0, Q2

0 = Q0, P0 +Q0 = 1 (B.3)

を満たす。以下ではモデルヒルベルト空間として S0をとる。すると有効ハミルトニアンは

Heff = P0H P0 (B.4)

と定義される。以上のハミルトニアンH,H ,Heff及び部分空間S, S⊥, S0, S
⊥
0 の関係を図 B.1

に示す。また、図 B.2にハミルトニアンH,H ,Heff のH における部分空間 S0, S
⊥
0 での行

列表示を形式的に示す。
ここで、非負の実数 νを用いて相似変換を

U = P (P0PP0)
−ν +Q(Q0QQ0)

−ν (B.5)
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E
ne
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ie
s

H

S

S⊥ S⊥
0

S0

H Heff

S0

図 B.1: 厳密なハミルトニアンH、相似変換されたハミルトニアンH (= U−1HU)及び有
効ハミルトニアンHeff(= P0H P0)の関係。縦軸は固有エネルギーで、各ハミルトニアンの
エネルギー準位を表している。3つのハミルトニアンは部分空間 S及び S0で同一のエネル
ギー固有値をとる。

とすると、逆変換は

U−1 = (P0PP0)
ν−1P + (Q0QQ0)

ν−1Q (B.6)

と書ける。ν = 0としてHeff = P0U
−1HUP0に代入し整理すると

Heff,Ô = (P0PP0)
−1PHP0 (B.7)

と得られる [203]。また ν = 1とすると

Heff,B = P0HP (P0PP0)
−1 (B.8)

となる [204]。両者は互いにエルミート共役Heff,B = H †
eff,Ô

であるが、それぞれは非エル
ミートである。なお、(3.5) 式はHeff,Bに対応する。一方で ν = 1/2ととると

Heff,dC = (P0PP0)
−1/2PHP (P0PP0)

−1/2 (B.9)

より、この有効ハミルトニアンはエルミートとなる [205]。以下ではHeff,dCをHeff と書き、
その具体形を得る。

B.2 波動演算子
B.2.1 波動演算子の満たす関係式

(B.9) 式の有効ハミルトニアンを、次のように定義される波動演算子

Ω = P (P0PP0)
−1 (B.10)
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H H Heff

P0 Q0

P0

Q0

P0 Q0

P0

Q0 Q0H Q0

P0H P0 O

O

P0 Q0

P0

Q0

P0H P0 O

O O

(a) (b) (c)

図 B.2: (a)厳密なハミルトニアンH、(b)相似変換されたハミルトニアンH 及び (c)有
効ハミルトニアンHeff の行列表示。P0及びQ0により射影される空間を線で区切って示し
た。なお、H の基底で表示しているため、(a)では全ての要素が有限となり得ることを斜線
で示した。

を用いて構築する。Ωは射影演算子 P, P0に対して以下の関係を満たす。

P0Ω = P0 (B.11)

PΩ = Ω (B.12)

ΩP0 = Ω (B.13)

ΩP = P (B.14)

ただし、ここでは P, P0が正則であるとした。さらに、以下の関係式

Ω†Ω = (P0PP0)
−1P (P0PP0)

−1 = (P0PP0)
−1 (B.15)

Ω2 = P (P0PP0)
−1P (P0PP0)

−1 = P (P0PP0)
−1 = Ω (B.16)

を満たす。このように、Ω2 = Ωである一方で Ω† ̸= Ωであることから、波動演算子 Ωは斜
交射影演算子である。
以上の関係式を用いると、(B.9) 式の有効ハミルトニアンは波動演算子を用いて

Heff = (Ω†Ω)−1/2Ω†HΩ(Ω†Ω)−1/2 (B.17)

と書き直すことができる。そこで、以下では波動演算子Ωと厳密なハミルトニアンH との
間の関係を調べる。
部分空間 Sへの射影演算子 P を [H,P ] = 0となるように定義すると以下の恒等式を得る。

HΩ = ΩHΩ (B.18)

ただし、先ほどの Ωに対する関係式 Ω = PΩ, P = ΩP を用いた。さらに Ω2 = Ωを用いる
ことで波動演算子 Ωと厳密なハミルトニアンH の満たす方程式

[H,Ω]Ω = 0 (B.19)

を得る。さらに厳密なハミルトニアンが

H = H0 + V (B.20)



86 付録 B エルミートな有効ハミルトニアンの定式化

のように 2つの部分に分けられるとし、部分空間 S0への射影演算子 P0を [H , P0] = 0とな
るようにとると

(H0 + V )Ω =Ω(H0 + V )Ω = ΩH0P0Ω + ΩH0Q0Ω + ΩV Ω (B.21)

=ΩH0P0 + ΩP0H0Q0Ω + ΩV Ω = ΩP0H0 + 0 + ΩV Ω (B.22)

=ΩH0 + ΩV Ω (B.23)

∴ [H0,Ω] = −V Ω + ΩV Ω (B.24)

と得られる。しかしこの方程式を Ωについて解析的に解くことはできないので、次の節で
は V を摂動と見なし、Ωを V で展開することで摂動論的に Ωを得ることを考える。

B.2.2 波動演算子の摂動論による構築
波動演算子の具体形を得るため

Ω = Ω(0) + Ω(1) + Ω(2) + · · · (B.25)

のようにO(V 0,1,2,···)の寄与に分ける。n ≥ 1 (n ∈ N)に対する各 Ω(n)について、(B.24) 式
の両辺を比較することで漸化式

[
H0,Ω(n)

]
= −V Ω(n−1) +

n−1∑
j=0

Ω(j)V Ω(n−1−j) (B.26)

を得る。以下では低次の Ω(n)を求める。

0次項Ω(0) まず 0次の項を (B.11)及び (B.13) 式を満たすように決める。すると十分条件
として

Ω(0) = P0 (B.27)

と定義すれば上記の性質を満たす。

1次項Ω(1) Ω(0)を用いることで逐次的に高次項を得ることができるが、まずはn ≥ 1 (n ∈ N)

に対して (B.11)及び (B.13) 式の関係式がどのように書けるか確認する。各 nについて両辺
を比較することで

P0Ω(n) = 0 (B.28)

Ω(n)P0 = Ω(n) (B.29)

となる。
n = 1について (B.26) 式を計算すると[

H0,Ω(1)

]
= −V Ω(0) + Ω(0)V Ω(0) = −Q0V P0 (B.30)
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となる。モデルヒルベルト空間内の状態を |a⟩とすると、P0は

P0 =
∑
a

|a⟩⟨a| (B.31)

と書ける。(B.30) 式に右からH0の状態 |ψ⟩をかけると[
H0,Ω(1)

]
|ψ⟩ = −Q0V P0 |ψ⟩ (B.32)

(H0 − Ea)Ω(1) |a⟩ = −Q0V |a⟩ (B.33)

∴ Ω(1) |a⟩ =
1

Ea −H0
Q0V |a⟩ (B.34)

となる。ただしH0 |a⟩ = Ea |a⟩であり、(B.29) 式を用いた。

B.3 エルミートな有効ハミルトニアンの行列要素
得られた波動演算子を用いて、2次摂動の有効ハミルトニアンの行列要素を求める。まず、

(B.17) 式における演算子の平方根は

(Ω†Ω)−1/2 = P0 +
∞∑
j=1

(−1)j

22j
2jCj(Ω

†Ω − P0)
j (B.35)

と書ける [217]。この式を上で求めたΩ(n)で書く。まず、Ωの関係する部分のみを取り出し
て摂動展開すると

Ω†Ω − P0 =

(
P0 +

∑
n=1

Ω(n)

)†(
P0 +

∑
n=1

Ω(n)

)
− P0 (B.36)

=
∑

n,m=1

Ω†
(n)Ω(m) (B.37)

となる。ただし (B.28) 式を用いた。ここで各項はO(V n+m)の寄与をもつことに注意し、2

次の項まで考えることにすると (B.35) 式は j = 1まで考えれば十分であり

(Ω†Ω)−1/2 ≃ P0 −
1

2
Ω†
(1)Ω(1) (B.38)

と得られる。なお、j = k次の項は V についてO(V k(n+m))の寄与をもつため、摂動の高次
項を求める場合には jについての高次項も計算する必要がある。

(B.38) 式を用いて有効ハミルトニアンを求める。まず 0次項と 1次項について

H
(0)
eff =P0H0P0 (B.39)

H
(1)
eff =P0Ω

†
(1)H0P0 + P0H0Ω(1)P0 + P0V P0 (B.40)

=P0V P0 (B.41)
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と得られる。ただし 1次項については [H0, P0] = 0及び (B.28) 式を用いた。最後に 2次項
について

H
(2)
eff = − 1

2
(Ω†

(1)Ω(1))P0H0P0 −
1

2
P0H0P0(Ω

†
(1)Ω(1)) + P0Ω

†
(2)H0P0 + P0H0Ω(2)P0

+ P0Ω
†
(1)H0Ω(1)P0 + P0Ω

†
(1)V P0 + P0V Ω(1)P0 (B.42)

= − 1

2
Ω†
(1)Ω(1)H0 −

1

2
H0Ω

†
(1)Ω(1) + Ω†

(1)H0Ω(1) + Ω†
(1)V P0 + P0V Ω(1) (B.43)

=
1

2

(
Ω†
(1)V P0 + P0V Ω(1)

)
(B.44)

と得られる。ただし (B.28) 式及び

Ω†
(1)Ω(1)H0 =Ω†

(1)

(
H0Ω(1) −

[
H0,Ω(1)

])
= Ω†

(1)H0Ω(1) + Ω†
(1)Q0V (B.45)

=Ω†
(1)H0Ω(1) + Ω†

(1)V (B.46)

とそのエルミート共役に対する関係を用いた。
よって、(B.34) 式を用いることで有効ハミルトニアンの行列要素は

⟨a|Heff |b⟩ = ⟨a|(H0 + V )|b⟩ +
1

2
⟨a|V

(
Q0

1

Ea −H0
+

1

Eb −H0
Q0

)
V |b⟩ (B.47)

と得られる。
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付 録C SU(N)生成子

第 5 章での有効モデル構築時に用いた、SU(N)生成子についての詳細をまとめる。
局在有効モデルを構築する際には有効ハミルトニアンを局所的な演算子で展開する必要があ

るが、本論文ではSU(N)生成子の行列表示Oξ
αβを採用した。ここでα, β, ξ ∈ N, α, β ∈ [1, N ]

及び ξ ∈ [1, N2]である。また便宜上、エルミート性、規格完全直交性

(Ôξ)† = Ôξ (C.1)∑
ξ

(Oξ
αβ)∗Oξ

α′β′ = δαα′δββ′ (C.2)

∑
αβ

(Oξ
αβ)∗Oξ′

αβ = Tr
[
ÔξÔξ′

]
= δξξ′ (C.3)

を課した。ハット（ˆ）記号は非摂動ハミルトニアンの固有状態のインデックス αについて
の行列である。すると結合定数は

Iξξ
′

ij = Iξ
′ξ

ji ∈ R (C.4)

を満たす。
SU(N)生成子はN 種類の対角行列とそれ以外の非対角行列で構成される [218]。対角行

列の成分は

Oη
αβ =

1

2
√
η(η + 1)

 η∑
ζ=1

δαζδβζ − ηδα,η+1δβ,η+1

 (C.5)

Oξ=N
αβ =

1√
N
δαβ (C.6)

ここで η ∈ [1, N − 1]である。残りのN2 −N 種類の非対角行列は、上三角部分の 1カ所に
のみ 1/

√
2か−i/

√
2をもち、下三角部分についてはエルミート性を満たすように決めるこ

とで構築できる。
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付 録D 軌道モーメントの回転

第 5 章で議論した物理量の期待値のうち、軌道に依存したものは、各副格子ごとに定義さ
れた局所的な座標軸で計算したものを大局的な座標軸へ回転させたものである。ここでは、
その回転の詳細についてまとめる。

D.1 回転操作
計算された軌道依存する物理量の期待値は実ベクトルであるので、通常のベクトルの実空

間での回転を考えれば良い。まずは一般論から始める。ベクトル aから別のベクトル bへ
の回転操作を考える。この 2つのベクトルの成す角度ベクトルは

θ = (θx, θy, θz) (D.1)

と書ける。ここで θµは µ軸の周りに角度 θµだけ回転させることを表す。角度ベクトル θは
aと bを用いて

θ = arccos

(
a · b
|a||b|

)
a× b

|a× b|
(D.2)

と得ることができる。角度ベクトル θを用いることで回転操作は

R = e−iL·θ (D.3)

と書くことができる。Lは軌道角運動量演算子で、実空間基底で行列表示すると

L̂x =

0 0 0

0 0 −i

0 i 0

, L̂y =

 0 0 i

0 0 0

−i 0 0

, L̂z =

0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 (D.4)

である。
本文で考えているのは軌道空間の座標軸の回転である。そこでベクトルそれ自体は不変に

保ち、基底を回転させると考える。まずは z軸の回転を考えると、(D.2) 式において

a = ẑ, b = ẑλ (D.5)

として z軸についての角度ベクトル θλ(z)を求める。ここで、ẑ (= (0, 0, 1))及び ẑλはそれ
ぞれ大局的及び副格子 λにおける局所的な z方向の単位ベクトルである。得られた θλ(z)を
用いて、z軸の回転操作を

R(z) = e−iL·θλ(z) (D.6)
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と得る。
以上で z軸を回転させることができたが、このままではR(z)により変換された座標系に

おける xy面内の不定性がある。そこで次に、x軸に対しての変換を考える。ここで、元の
大局的な x軸ではなく、R(z)により変換された x軸をさらに変換させねばならない点に注
意すべきである。x̂ (= (1, 0, 0))及び x̂λをそれぞれ大局的及び副格子 λにおける局所的な
x方向の単位ベクトルとすると、z軸の場合と同様にして、(D.2) 式において

a = Rλ(z)x̂, b = x̂λ (D.7)

として x軸についての角度ベクトル θλ(x)を得ることで、x軸についての回転操作

Rλ(x) = e−iL·θλ(x) (D.8)

を得る。よって、回転操作は以上の一連の操作

Rλ = Rλ(x)Rλ(z) (D.9)

によって初めて定義されるものである。なお、回転操作は直交変換の一種であることから

RT
λ Rλ = RλR

T
λ = 1 (D.10)

を満たす。

D.2 軌道モーメントの回転
以上により求めた回転操作Rλを軌道モーメントに適用する。解析の結果得られた、副格

子 λにおける局所的な座標軸で記述されたモーメントを ⟨Lµ
λ⟩、求めたい大局的な座標軸で

記述されたモーメントを ⟨Lµ
glo⟩と書くことにする。なお後者についても副格子 λに依存す

るが、以下の議論は各副格子ごとに独立に行うため省略した。ランク 1の軌道モーメントに
ついては

⟨Lµ
glo⟩ =

∑
µ′

Rµµ′

λ ⟨Lµ′

λ ⟩ (D.11)

により変換される。ただし Rλ の実空間基底での行列表示を R̂λ として (R̂λ)µν = Rµν
λ と

した。
次に高次の量の変換について考える。四極子モーメントなどの高次の量は 3次元空間で表

現ができないため、定義に戻って検討する必要がある。定義より、大局的な座標軸での四極
子モーメントは

⟨Qµν
glo⟩ = ⟨Lµ

gloL
ν
glo⟩ + ⟨Lν

gloL
µ
glo⟩ =

∑
µ′ν′

Rµµ′

λ Rνν′
λ

(
⟨Lµ

λL
ν
λ⟩ + ⟨Lν

λL
µ
λ⟩
)

(D.12)

=
∑
µ′ν′

Rµµ′

λ Rνν′
λ ⟨Qµ′ν′

λ ⟩ (D.13)

のように変換することができる。ただし、SU(N)生成子から物理量への変換 (5.20) 式にお
いて、和をとる順番を入れ替えた。
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次にスピン軌道モーメントについて考える。これまでに考えた L及びQモーメントの回
転を応用させることで変換が可能である。なお、第 5 章で定義したGモーメントは第 4 章
で定義したRモーメントで記述することができるので、ここではRモーメントに対する回
転を考える。Rν,µの定義より

⟨Rν,µ
glo ⟩ = ⟨Lν

gloS
µ
glo⟩ =

∑
ν′

Rνν′
λ ⟨Lν′

λ S
µ
glo⟩ (D.14)

=
∑
ν′

Rνν′
λ ⟨Rν′,µ

λ ⟩ (D.15)

と得られる。T モーメントも同様にして

⟨T (νρ),µ
glo ⟩ = ⟨Qνρ

gloS
µ
glo⟩ =

∑
ν′ρ′

Rνν′
λ Rρρ′

λ ⟨Qν′ρ′

λ Sµ
glo⟩ (D.16)

=
∑
ν′ρ′

Rνν′
λ Rρρ′

λ ⟨T (ν′ρ′),µ
λ ⟩ (D.17)

と変換される。
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付 録E 古典近似の詳細

第 5 章で用いた、古典近似の詳細を述べる。

E.1 SU(N)コヒーレント状態の具体形と満たす関係式
以下のコヒーレント状態

|Ω⟩ =
N∑

α=1

cα(Ω) |α⟩ (E.1)

cα(Ω) = eiφα cos ξα

α−1∏
β=1

sin ξβ (E.2)

dΩ =

N−1∏
α=1

cos ξα sin2(N−α)−1 ξα dξα dφα (E.3)

を考える [187]。ここで φ1,··· ,N 及び ξ1,··· ,N はそれぞれN 個の連続変数であるが、大局的な
位相自由度については任意性があるため

φN = 0 (E.4)

ξN = 0 (E.5)

とし、φN , ξN からの相対位相として定義する。よってパラメータの総数は 2(N − 1)個であ
る。また、それぞれの変域は

ξ1, · · · , ξN−1 ∈ [0, π/2] (E.6)

φ1, · · · , φN−1 ∈ [0, 2π) (E.7)

である [187]。
これらは

⟨Ω|Ω⟩ = 1 (E.8)

N !

πN−1

∫
dΩ |Ω⟩⟨Ω| = 1 (E.9)

⟨Ω|∂Ω⟩ = i
N∑

α=1

|cα(Ω)|2 = i
N∑

α=1

cos2 ξα

α−1∏
β=1

sin2 ξβ

∂φα (E.10)

を満たす。ここでサイトインデックス iは省略した。
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以下、φN = ξN = 0に注意して上記の関係式を示す。

⟨Ω|Ω⟩ =

N∑
α=1

|cα(Ω)|2 =

N∑
α=1

cos2 ξα

α−1∏
β=1

sin2 ξβ = 1 (E.11)

一方で、別のコヒーレント状態との内積を考えると

⟨Ω|Ω′⟩ =
∑
αβ

c∗α(Ω)cβ(Ω′)δαβ =
∑
α

ei(φ
′
β−φα) cos ξα cos ξ′α

α−1∏
β=1

sin ξβ sin ξ′β ̸= 0 (E.12)

のように直交しない。
次に完全性について∫

dΩ |Ω⟩⟨Ω| =

∫
dΩ

N∑
α=1

|cα(Ω)|2 |α⟩⟨α| (E.13)

=(2π)N−1

∫ π
2

0

N−1∏
β=1

dξβ cos ξβ sin2(N−β)−1 ξβ

 N∑
α=1

cos2 ξα

α−1∏
γ=1

sin2 ξγ

 |α⟩⟨α| (E.14)

=(2π)N−1
N∑

α=1

|α⟩⟨α|

α−1∏
β=1

∫ 1

0
d(cos ξβ) cos ξβ sin2(N−β) ξβ


×
∫ 1

0
d(cos ξα) cos3 ξα sin2(N−α−1) ξα

 N−1∏
γ=α+1

∫ 1

0
d(cos ξγ) cos ξγ sin2(N−γ−1) ξγ

 (E.15)

=(2π)N−1
N∑

α=1

|α⟩⟨α|

α−1∏
β=1

1

2
B(1, N − β + 1)

1

2
B(2, N − α)

 N−1∏
γ=α+1

1

2
B(1, N − γ)


(E.16)

=πN−1
N∑

α=1

|α⟩⟨α| (N − α+ 1)!

N !
· (N − α− 1)!

(N − α+ 1)!
· 1

(N − α− 1)!
(E.17)

=
πN−1

N !
(E.18)

となる。ただしB(x, y)は x, y > 0に対して

B(x, y) =

∫ 1

0
dt tx−1(1 − t)y−1 (E.19)

で定義されるベータ関数である [146,219,220]。x, y ∈ Nに対して

B(x, y) =
(x− 1)!(y − 1)!

(x+ y − 1)!
(E.20)

を用いた。このような、完全非直交基底を過剰完全系と呼ぶ。
最後にベリー接続については

0 =
d

dτ
⟨Ω|Ω⟩ = ⟨∂Ω|Ω⟩ + ⟨Ω|∂Ω⟩ (E.21)

=2 Re ⟨Ω|∂Ω⟩ (E.22)
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より ⟨Ω|∂Ω⟩は純虚数である。よって

⟨Ω|∂Ω⟩ =
N∑

α=1

i∂φα − ∂ξα tan ξα +
α−1∑
β=1

∂ξβ cot ξβ

|cα(Ω)|2 (E.23)

=i
N∑

α=1

|cα(Ω)|2∂φα (E.24)

と得られる。

(E.25)

E.2 過剰緩和法
古典モンテカルロ法の解析時に用いた過剰緩和法についての詳細をまとめる。局所的なハ

ミルトニアン

Hloc = −
∑
ξ

H̃ξO(Ω) (E.26)

=
∑
αβ

hαβc
∗
α(Ω)cβ(Ω) (E.27)

=
∑
γ

Λγ |dγ(Ω)|2 (E.28)

を考える。なお、煩雑になるのを避けるためサイトインデックスは省略した。最終行に移る
際には次のようなユニタリ行列 V を用いて

dγ(Ω) =
∑
α

V †
γαcα(Ω) (E.29)

と対角化した。すると位相変換

dγ(Ω) → dγeiθγ =
∑
α

eiθγV †
γαcα(Ω) ≡

∑
α

V †
γαcα(Ω′) (E.30)

によりコヒーレント状態がΩ → Ω′と変換されたとしてもエネルギーは不変である。効率的
なΩ′への更新のためには、このようなΩと相関の最も小さい状態を求めることができれば
よい。そのためには内積

⟨Ω|Ω′⟩ =
∑
γ

eiθγ |dγ(Ω)|2 (E.31)

が最小となればよい。この 2つの状態間のノルムを

N [θ] =
∣∣⟨Ω|Ω′⟩

∣∣2 (E.32)

と定義し、eiθγ = ±1 ≡ sγ とすると
∂N
∂θγ

= 0 (E.33)
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となる。符号の組 (s1, · · · , sN )はノルムN を最小にするように決定される。このとき、2N

個の可能性を考慮しながら解を探すことになるが、これは分割問題と同じである。この手順
は、SU(2)の場合に通常使用される過剰緩和法を再現する。
以上のようにして更新された Ω′から、連続変数 φ′

α, θ
′
αを求める。(E.2) 式より

φ′
α = arg cα(Ω′) (E.34)

ξ′α = arccos

[
|cα(Ω′)|∏α−1
β=1 sin ξ′β

]
(E.35)

のように α = 1から逐次的に求めることが可能である。なお ξα ∈ [0, π/2]であるため、各変
数は一意に決まる。
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付 録F SU(2)モデルへの適用

ここでは第 5 章で構築した解析枠組みの最も簡単な例として、N = 2の場合に適用する。
bcc格子に対して 1軌道ハバードモデルを考える。ハミルトニアンは

H = t
∑
⟨ij⟩σ

c†iσcjσ + U
∑
i

ni↑ni↓ (F.1)

である。第 3 章と同様に、n = 1の状態をモデルヒルベルト空間に選び、強相関極限の下で
摂動計算を実行すると、有効ハミルトニアンは

Heff = I
∑
⟨ij⟩

3∑
ξ=1

Oξ
i O

ξ
j (F.2)

のように得られる。ここで

I =
2t2

U
(F.3)

Oξ
i =

2∑
α,β=1

|α⟩iOξ
αβ i⟨β| (F.4)

である。モデルヒルベルト空間の状態は、|0⟩iをサイト iにおける真空として

|1⟩i = c†i↑ |0⟩i , |2⟩i = c†i↓ |0⟩i (F.5)

である。展開に用いる SU(2)生成子の行列表示は、付録 Cに則って

O1 =
1√
2

(
1 0

0 −1

)
, O2 =

1√
2

(
0 1

1 0

)
, O3 =

1√
2

(
0 −i

i 0

)
(F.6)

と書かれる。
副格子の数が 2のとき、ユニットセルを拡張すると単純立方格子となる。今の場合、拡張

されたユニットセルに対して q = 0の反強磁性状態が生じると期待される。平均場近似の
下でこのモデルを解き、スピンの励起スペクトルを計算した結果を図 F.1に示す。なお、こ
の図は本文中の図 5.4に対応するものである。Γ点 (q = 0)近傍にマグノンの励起スペクト
ルに対応する線形分散が生じていることがわかる。
最後に古典解析に用いる SU(2)コヒーレント状態を構築し、古典運動方程式を得るための

ベリー曲率を求める。SU(2)コヒーレント状態を張る連続変数を

Ω1 = ξ ∈ [0, π/2] (F.7)

Ω2 = φ ∈ [0, 2π) (F.8)
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図 F.1: (a) 2副格子をもつ bcc格子における 1軌道ハバードモデルのエネルギーバンド。
(b) T = 10−3 eVでの局在有効モデル（反強磁性ハイゼンベルグモデル）におけるスピンの
励起スペクトル Imχ(q, ω)/ω。パラメータは t = 1 eV、U = 8 eVととった。

で定義すると、コヒーレント状態は

c1(Ω) = cos ξ (F.9)

c2(Ω) = eiφ sin ξ (F.10)

と書くことができる。SU(2)の場合には、φはブロッホ球の方位角、θ = 2ξin[0, π]は天頂角
と解釈できる。これらを用いてベリー曲率は

B =

(
0 i sin 2ξ

−i sin 2ξ 0

)
(F.11)

と得ることができる。これを用いて古典運動方程式を立式すると、スピン系におけるブロッ
ホ方程式を得る。
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and A. Yaouanc, “Magnetic ordering in Gd2Sn2O7: the archetypal Heisenberg py-

rochlore antiferromagnet”, J. Phys.: Condens. Matter 18, L37–L42 (2006).

[93] J. Dai, Y. Yin, X. Wang, X. Shen, Z. Liu, X. Ye, J. Cheng, C. Jin, G. Zhou,

Z. Hu, S. Weng, X. Wan, and Y. Long, “Pentavalent iridium pyrochlore Cd2Ir2O7:

A prototype material system for competing crystalline field and spin-orbit coupling”,

Phys. Rev. B 97, 085103 (2018).

[94] T. Takayama, J. Chaloupka, A. Smerald, G. Khaliullin, and H. Takagi, “Spin–Orbit-

Entangled Electronic Phases in 4d and 5d Transition-Metal Compounds”, J. Phys.

Soc. Jpn. 90, 062001 (2021).

[95] Y. Tokura and N. Nagaosa, “Orbital Physics in Transition-Metal Oxides”, Science

288, 462–468 (2000).

[96] W. Witczak-Krempa, G. Chen, Y. B. Kim, and L. Balents, “Correlated Quantum

Phenomena in the Strong Spin-Orbit Regime”, Annu. Rev. Condens. Matter Phys.

5, 57–82 (2014).

[97] H. Takagi, T. Takayama, G. Jackeli, G. Khaliullin, and S. E. Nagler, “Concept and

realization of Kitaev quantum spin liquids”, Nat. Rev. Phys. 1, 264–280 (2019).

[98] N. Tang, Y. Gritsenko, K. Kimura, S. Bhattacharjee, A. Sakai, M. Fu, H. Takeda,

H. Man, K. Sugawara, Y. Matsumoto, Y. Shimura, J. Wen, C. Broholm, H. Sawa,

M. Takigawa, T. Sakakibara, S. Zherlitsyn, J. Wosnitza, R. Moessner, and S. Nakat-

suji, “Spin–orbital liquid state and liquid–gas metamagnetic transition on a py-

rochlore lattice”, Nat. Phys. 19, 92–98 (2023).

[99] A. Jain, Y. Shin, and K. A. Persson, “Computational predictions of energy materials

using density functional theory”, Nat. Rev. Mater. 1, 15004 (2016).

[100] K. I. Kugel and D. I. Khomskii, “Orbital and magnetic structure of two-dimensional

ferromagnets with Jahn-Teller ions”, Pis’ma Zh. Eksp. Teor. Fiz. 15, 629 (1972),

[Sov. Phys. JETP Lett. 15, 446 (1972)].

[101] K. I. Kugel and D. I. Khomskii, “Crystal-structure and magnetic properties of sub-

stances with orbital degeneracy”, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 64, 1429–1439 (1973), [Sov.

Phys. JETP 37, 725 (1973)].

https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0038-1098(74)90917-X
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.63.195104
https://doi.org/10.1088/0953-8984/18/3/L02
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.97.085103
https://doi.org/10.7566/JPSJ.90.062001
https://doi.org/10.7566/JPSJ.90.062001
https://doi.org/10.1126/science.288.5465.462
https://doi.org/10.1126/science.288.5465.462
https://doi.org/10.1146/annurev-conmatphys-020911-125138
https://doi.org/10.1146/annurev-conmatphys-020911-125138
https://doi.org/10.1038/s42254-019-0038-2
https://doi.org/10.1038/s41567-022-01816-4
https://doi.org/10.1038/natrevmats.2015.4


参考文献 107

[102] M. Cyrot and C. Lyon-Caen, “Orbital superlattice in the degenerate Hubbard

model”, Le J. de Phys. 36, 253–266 (1975).

[103] S. Inagaki, “Effect of Orbital Degeneracy and Intra-Atomic Exchange on the Occur-

rence of Ferromagnetism”, J. Phys. Soc. Jpn. 39, 596–604 (1975).

[104] G. Khaliullin and V. Oudovenko, “Spin and orbital excitation spectrum in the Kugel-

Khomskii model”, Phys. Rev. B 56, R14243–R14246 (1997).

[105] S. Ishihara, J. Inoue, and S. Maekawa, “Effective Hamiltonian in manganites: Study

of the orbital and spin structures”, Phys. Rev. B 55, 8280–8286 (1997).
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