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1. 測度値確率過程とは？

数学においてランダムな現象を記述する
標準的言葉が「確率変数」X = X(ω) で
ある。ここで ω は標本空間 Ω の元（要
素）で、ωを１つ指定するごとに値X(ω)
が定まる。確率変数 X は通常、標本空間
Ω から実数 R への写像X : Ω → R とし
て実現される。さらに、そのランダムな
現象が時々刻々と変化する様を記述する
ために導入されたのが、時間を表すパラ
メータ t を考慮の対象に取り入れた「確
率過程」と呼ばれる数学モデルである。普
通、Xt = Xt(ω) あるいは X(t, ω) などと
書かれる。
確率過程の中で、特に現代解析学の研究
対象の１つである「測度 (measure)」（集
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合関数の一種）に値をとるものを「測度
値確率過程」と呼ぶ。例えば、生物学の
中の集団遺伝学に現れる数学モデルであ
る「フレミング＝ヴィオ過程」がそうで
ある。集団遺伝学では生物のある種の遺
伝情報の特性部位が種全体ではどのよう
に分布しているかに興味があり、世代交
代によりその分布状態が変遷する様子を
記述する必要性から測度値確率過程が用
いられる。ここで、分布（＝確率分布）は
「確率論」の言葉で（確率）測度のことだ
からである。

2. 典型例：超ブラウン運動

測度値確率過程の中の典型例に「超ブラ
ウン運動 (Super-Brownian Motion)」があ
る。この超過程 (Superprocess) の一種で
ある超ブラウン運動は次のようにして得
られる。まず粒子がブラウン運動のよう
に振る舞っている粒子系を考える。この
粒子はあるランダムな時間が経つと分裂
してランダムな個数の子粒子となって、個
々の粒子がまた親粒子と同じにブラウン
運動的に振る舞い始める。各々の粒子は
独立に振る舞い、粒子間の相互作用はな
いものとする。以降このことが繰り返さ
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れる数学モデルは、分枝ブラウン運動と
呼ばれる。ここで短寿命高密度極限と呼
ばれる特殊な数理操作を考える。これは
スケール変換の一種で、その変換に導入
されたパラメータの１つを無限大に飛ば
してやることに依って実現される。この
とき先の分枝ブラウン運動に対して、こ
の短寿命高密度極限を施した際にその極
限過程として出現するのが、有限測度に
値をとるマルコフ性をもった分枝確率過
程である「超ブラウン運動」なのである。

3. 研究の背景

超ブラウン運動に関する最初の研究は、
S. Watanabe (1968)による。その後、D.A.
Dawson (1975)は独立に確率解析の手法を
用いて同じ超過程を構成した。そのため
今日では超ブラウン運動のことを「ドー
ソン＝渡辺超過程」(Dawson-Watanabe su-
perprocess) と呼ぶこともある。その後の
研究は、より複雑な構造を伴う分枝粒子
系を考察の対象として極限操作により新
しい超過程を構成すること、構成された
超過程の性質を調べることに向かった。そ
の後の確率解析の発展と相まって今日で
は相互作用を取り入れたモデルも、数学
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的に厳密に構成でき取り扱えるようにな
った。
そんな中 2000年代に入って新しい知見
が得られ注目を集めた。それは全く異な
る種の粒子系のスケール変換としても超
ブラウン運動が得られることが分かった
からである。例えば、Durrett-Perkins (1999)
は変換されたコンタクト過程の極限とし
て、Cox (2000)らは投票者モデルのスケー
ル変換極限として、Hara-Slade (2000) は
ある種のパーコレーションのスケール変
換極限として、それぞれ超ブラウン運動
が出現するとこを示した。このことはあ
る種のスケール変換極限での超ブラウン
運動の出現が普遍的であることを示唆す
るものである。
実は測度値確率過程論の中でも、同じよ
うな例が見出された。Wang (1997) は相
互作用する分枝ランダム粒子系の短寿命
高密度極限として従属空間運動を伴う超
過程 SDSM の構成に成功した。Dawson-
Li-Wang (2001)はこの SDSMのスケール
変換極限として超ブラウン運動が得られ
ることを示した。ここでも超ブラウン運
動がある種のスケール変換の下、普遍的
に出現するとこが確かめられた。しかし
ながらこのSDSM は変わり種で、SDSM
を決定するパラメータの１つ c(x) をゼ
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ロにすると、状況は一変してしまう。確
率過程自身は c(x) = 0 でも以前 SDSM
のクラスに留まっているが、同じスケー
ル変換をとってももはや超ブラウン運動
は出現しない。その代わりに特異 (singu-
lar) な「コアレシング空間運動を伴う超
過程 SCSM」が出現することを Dawson-
Li-Zhou (2004) が証明したのである。

4. 研究の目的

上述の３の状況を踏まえると、次の疑問
が自然と湧いてくる。

Question 1. 上記の SDSM 以外の超過
程の中で、そのスケール変換極限として
SCSM が出現するようなものがほかに存
在するか？

Question 2. 上記の SDSM 以外の超過
程の中で、そのスケール変換極限として
超ブラウン運動や SCSMとも異なる第３
の超過程が出現するようなものが存在す
るか？
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第１の問題については、「従属空間運動
を伴う超過程 SDSM」よりも複雑な構造
をもつ超過程を想定していて、果たして
そのスケール変換極限として SCSMの再
現が可能かどうか？　もし可能ならそれ
はどのようなクラスの超過程なのか？を
問題にしている。
第２の問題については、２種類のカテゴ
リーに分かれるだろう。１つは、そのス
ケール変換極限で第３の極限過程として
既知の超過程が出現するタイプのもので
ある。これは単なる極限定理に過ぎず、我
々の今回の研究の対象外である。もう１
つのは、スケール変換極限で第３の極限
過程として未知の超過程が出現するもの
を期待している。もしそうなら、それは
新しいタイプのスケール変換極限定理を
得たことになるだけでなく、新しい超過
程の構成法も提供していることになって、
今後の更なる研究の発展にとって、示唆
的な好例をも提供することになるからで
ある。我々はこの種の極限定理の導出を
目指すものである。
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5. 関連する超過程

〈f, μ〉 で可測関数 f の測度 μ に関する
積分

∫
fdμを表す. F を実数空間R上の

有限測度の空間MF の上で定義された有
界ボレル関数とするとき, この F の測度
μ に関する変分を Dx(F, μ) で表す. この
とき超ブラウン運動の生成作用素 L0 は
次で与えられる.

L0F (μ) =
1

2

∫
R

a
d2

dx2
Dx(F, μ)dμ(x)

+
1

2

∫
R

σD2
x(F, μ)dμ(x).

ここで a = 1 で σ は正定数である. MF -
値連続過程 {Xt; t ≥ 0} が超ブラウン運
動であるとは, Xt が (L0, Dom(L0))-マル
チンゲール問題の解を与えることである.
１回連続的微分可能で h, h′ 共に２乗可
積分な関数に対して, ρ(x) =

∫
h(y − x)

h(y) dy, (x ∈ R) と定める. a(x) = c(x)2

+ ρ(0) において c(x) はリプシッツ連続
で, σ ∈ C(R)+ とする. 生成作用素 L を

LF (μ) = L0F (μ)+
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1

2

∫
R2

ρ(x− y)
d2

dxdy
DxDy(F, μ)dμ(x)dμ(y)

と定義するとき, MF -値拡散過程 {Xt; t ≥
0} が従属空間運動を伴う超過程 (SDSM)
であるとは, Xt が (L, Dom(L))-マルチン
ゲール問題の解を与えることである. ま
たコアレシング空間運動を伴う超過程 (S
CSM)の定義は c(x) = 0とした上で, SDS
M の生成作用素の最後の式を

1

2

∫∫
Δ

ρ(0)
d2

dxdy
DxDy(F, μ)dμ(x)dμ(y)

で置き換えることにより得られる. ただ
し, Δ = {(x, x); x ∈ R} である.
これに対して, 移入 (immigration) の効
果を考慮に入れたモデルを考える. 正数
qを移入率を表す定数とし,移入関与測度
m(∈ MF ) は条件 〈1,m〉 > 0 をみたすと
する. 生成作用素 I を
IF (μ) = LF (μ) +

∫
R

qDx(F, μ)dm(x)

で定義する. 測度値確率過程 {Yt; t ≥ 0}
が SDSMに付随した、定移入率 q を伴う
移入超過程であるとは, Ytが (I, Dom(I))-
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マルチンゲール問題の解を与えることで
ある.

6. 研究結果

第１の問題への解答は,論文 I.Dôku:Adv.
Appl. Stat. 6 (2006) で与えた. 上記５で
与えた移入超過程 Yt を {ρ(0), ρ, σ, q, m}-
移入超過程ということにする. スケール・
パラメータを θ ≥ 1 とし, {σθ} および
{qθ}をそれぞれ正数列、実数列とする. 移
入超過程 Yt のスケール変換過程を Y θ

t =
θ−2KθYθ2tと定める. ただし, KθはMF 上
の作用素で, Kθμ(B) = μ({θx; x ∈ B})で
ある. また R 上の関数h に対して, hθ(x)
= h(θx) と定める. このとき Y θ

t は{ρ(0),
ρθ, σθ, qθ, m}-移入超過程になる.

主定理１. ρ(x) → 0 (|x| → ∞) および
σθ → σ0, qθ → 0 (θ → ∞)を仮定する. こ
のとき,初期値 Y θ

0 = μθの下での {Y θ
t ; t ≥

0} の条件付き分布は θ → ∞ のとき, 初
期値 μ0 の SCSM の条件付き分布に収束
する.
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また第２の問題への解答は,論文 I. Dôku:
Sci. Math. Jpn. 64 (2006) で与えること
ができた.

主定理２. ρ と σθ については上の主定
理１と同じ仮定をおく. さらに qθ → q0

∈ R+, μθ → μ0 (θ → ∞) を仮定する.

Y
(θ)
t を初期状態 Y

(θ)
0 = θ2K1/θμ をもつ

{ρ(0), ρ, σθ, qθ,K1/θm}-移入超過程とする.
ここで、θ ≥ 1 と t > 0 に対して、Y θ

t =

θ−2KθY
(θ)

θ2t
と定義する.

(a) {Y θ
t ; t ≥ 0} は {ρ(0), ρθ, σθ, qθ,m}-移

入超過程である,
(b) Y θ

t の適当な修正 Ŷ θ
t がとれて,この変

形 Ŷ θ
t はθ → ∞ の極限で, 純原子的表現

∞∑
i=1

ξi(σ0t)δyi(0,bi,t)+

∫ t

0

∫
R

∫
W0

w(t − s)δy(s,b,t)Nq0(ds, db, dw)

をもつ確率過程 Xt に概収束する. ただ
し, ξi は独立な標準フェラー分枝拡散, δx

は点 xでのデラック測度, W0はフェラー
分枝拡散のエクスカーション空間, wはそ
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の元, Nq0 は [0,∞)×R×W0上の Poisson
ランダム測度, yi(0, bi, t)は点 bi から出発
するコアレシング・ブラウン運動, y(s, b, t)
はその Harris 確率フローである.
(c) 移入超過程 Y θ

t の Y θ
0 = μθ の下での

条件付き分布は θ → ∞ のとき, 初期値
μ0 をもつ, コアレシング空間運動を伴う
{ρ(0), σ0, q0,m}-移入超過程 {Xt; t ≥ 0}
の条件付き分布に収束する.
(d)極限過程 {Xt}の生成作用素は次で与
えられる.

I∞F (ν) =
1

2

∫
R

ρ(0)
d2

dx2
Dx(F, ν)dν(x)+

1

2

∫
R

σ0D2
x(F, ν)dν(x)+

∫
R

q0Dx(F, ν)dm(x)+

1

2

∫∫
Δ

ρ(0)
d2

dxdy
DxDy(F, ν)dν(x)dν(y).

7. 研究成果の公表
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[2] Dôku, I.,“ Removability of exceptional
sets on the boundary for solutions to some
nonlinear equations”, Sci. Math. Jpn. 54(1)
(2001), 161-169.
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