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論文の内容の要旨

1980 年代初頭にCrandall と P.-L. Lions は新しい弱解の概念「粘性解」を一階の偏微分方程式に導入した．

この粘性解は非発散型の完全非線形楕円型 /放物型偏微分方程式に対して非常に有用であった．

その後，Caff arelli は完全非線形二階一様楕円型偏微分方程式の regularity 理論の研究を行っている．こ

れは，非斉次項に連続かつ冪乗可積分性を課した方程式に対してのW2,p 評価に関する研究で粘性解の研究

の重要な進展となっている．後に，Caff arelli-Crandall-Kocan-Święch は Caff arelli による粘性解の適切な

概念をLp 粘性解を導入することによって統一的な理論を整備した．以降の研究のほとんどが非斉次項に冪

乗可積分な項を持つが一階微分の係数が有界である方程式のみが扱われていた．2007 年，小池 -Święch に

より一階微分の係数が冪乗可積分性を持つ完全非線形二階楕円型方程式に対してAleksandrov-Bakelman-

Pucci（以後 ABP）最大値原理を証明したのを皮切りに係数に冪乗可積分性を持つ完全非線型偏微分方程式

についての regularity 理論の研究が進み始めている．

本学位論文では以下の二つの内容について扱っている．

１．有界領域 Ω上で次の方程式

P－ (D2u)＋H(x, Du)＝ f(x)　in Ω

を考える．ここで H：Ω ×　n →　は与えられた関数で，Pucci 作用素　P－：S n →　は n次対称行列 S nに

対して次で定義される作用素である．

P－ (X)＝ min {－trace(AX)｜A ∈ Sn, λI  < A < ΛI ｝

m > 1に対して μ∈ Lq(Ω)で H (x, Du)＝ μ(x)｜Du｜mの場合，小池 -Święch(2007) の結果により適切な仮定

の下でABP最大値原理が成立することが知られている．詳しくは，m = 1のときEscauriaza 定数と呼ば

れる po ∈ [n/2, n) に対して q > n and q > p > poをみたすときABP最大値原理は成立する．また m > 1のとき

は一般に最大値原理が成立しないことが知られているが，この場合，‖f‖Lp(Ω)または‖μ‖Lq(Ω)が小さいと

きに成立することがわかっている．
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　ここでは楕円型方程式の場合，q > nのもとで μ1 , μm ∈ Lq(Ω)かつ m > 1に対して

H(x, Du)＝ μ1(x)｜Du｜＋μm(x)｜Du｜m

のときLp 粘性解に対してABP最大値原理が成立するか考察している．特に，p ∈ (po , n)のときは最大値

原理による評価がμ1 とμm にどのように依存しているのか明らかでない．また，このような評価を考え

ることは，弱ハルナック不等式を示すときにスケーリングの技法が必要になりそこで評価の依存性を明確

にする必要があるなど regularity 理論を進める上で重要になってくる．また，一階微分に関して線形増大

と優線形増大の両方を持つこのような方程式を考えるのは

“u∈ W 2,p(Ω)が方程式のLp 粘性解ならばLp 強解になる”

というLp 粘性解の弱解としての適切な意味付けを行うための命題を示すのに必要なためである．

さらに一階微分に関して線形増大と優線形増大の両方を持つ放物型偏微分方程式についてもABP最大

値原理の示した．

２. １では 2つの増大度を持つ方程式に対してABP最大値原理を示したが，regularity 理論の応用として考

えている領域がある条件をみたす非有界な場合について考察する．

ここでは，Phragmén-Lindelöfの定理を非有界係数（１で現れるμ1）を持つ偏微分方程式について考える． 

Phragmén-Lindelöf を示すのに必要な境界弱ハルナック不等式が小池 -Święch(2009) により示されている

のでこのような係数を持つ方程式を考えるのは自然である．しかし，境界弱ハルナック不等式を扱うには

一階微分の係数μ1 の Ln- ノルムが十分小さくなければならない．領域が有界であればCabré の被覆法に

より問題ないが非有界領域の場合には精密な計算を必要とする．証明はまず境界弱ハルナック不等式を丁

寧に扱い非有界領域上でのABP最大値原理を導出し，その後Phragmén-Lindelöf の定理を示すという方

針をとる．

この研究は小池茂昭氏との共同研究である．

loc
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論文の審査結果の要旨

当学位論文審査委員会は当該論文の発表会を平成 22 年 2 月 24 日に公開で開催した。発表後、詳細な質

疑応答に基づく審査を行った。以下に、審査結果を要約する。

偏微分方程式は一般に古典解の存在を示すことは難しく、比較的易しい弱解の存在を証明した後、その弱

解が古典解であることを示すという手順を踏むのが一般的である。物理学などに現れる発散型偏微分方程式

では、弱解として超関数解を考えることが自然で現在まで膨大な研究がなされてきた。一方、微分幾何学や

工学・経済学に現れる方程式には非発散型方程式も多く、弱解の研究は未開拓であった。

1980 年代初頭にM. G. Crandall と P.-L. Lions は、新しい弱解の概念「粘性解」を 1階非発散型偏微分

方程式に導入した。その後、粘性解の概念は非発散型非線形 2階楕円型および放物型偏微分方程式の適切な

弱解として多くの研究がされてきた。

さらに、L. A. Caff arelli は完全非線形 2階一様楕円型偏微分方程式の粘性解の正則性理論の研究を行

い、以前から知られていた強解の理論の粘性解への一般化の研究に端緒をつけた。これを基に、1996 年に

Caff arelli-Crandall-Kocan-Święch により Lp 粘性解の概念が導入され、不連続係数や不連続・非有界非斉次

項（外力に相当する）を持った偏微分方程式の弱解理論として研究されてきた。しかし、強解の理論にお

ける非有界係数を扱った研究は不十分であった。最近、小池 -Święch により 1階微分係数が非有界の場合に

Lp粘性解に対してもAleksandrov-Bakelman-Pucci（以後、ABPと略す）型最大値原理が成立することが示

され、2009 年に同じ条件下で弱Harnack 不等式が導かれた。また、そこでは 1階微分に関する増大度が超

線形（１次以上）の場合にも適切な条件下でABP型最大値原理や弱Harnack 不等式が得られている。（超

線形項がある場合は、一般には、反例があるので条件無しではABP型最大値原理は期待できない。）

このような研究動向の下、本学位論文は次の二つの内容を扱っている。

（1） 一般化されたPucci 方程式の Lp 粘性解の ABP最大値原理

　nの有界領域 Ω上でのPucci 方程式

　　　　　　　　　　P－(D2u) － μ1(x) |Du| － μm(x) |Du|
m = f(x)   in Ω　　　　　　　　　　　(1)

を考える。ただし、一様楕円型定数０＜λ≦Λを固定して、

　　　　　　　　　　P－(X) = min{－ trace (AX) | AはλI ≦ A≦ΛIを満たすｎ×ｎ実対称行列 }

とおく。また、μ1とμｍは非負q乗可積分関数、ｆは非負p乗可積分関数とする。さらに、p0＜p≦qとq＞nを満

たすと仮定する。ここで p0 は n/2≦p0＜n は Ωの形状、一様楕円型定数λ、Λ及び、次元 nから決まる定数

である（Escauriaza 定数と呼ばれる）。

小池 -Święch ではμ1 とμm のどちらかしかない場合に、(1) の L
p 粘性劣解 u に対し、ABP型最大値原理

　　　　　　　　　　supΩ u ≦ sup∂Ω u ＋ C‖f‖Lp 
が成り立つことが示されている。ただし、Cは‖μ 1‖ｑまたは‖μm‖ｑに依存する定数である。超線形項 μm
がある場合は、μmまたはｆのノルムが小さい時にABP型最大値原理が成立する。小池 -Święch の方法で、

両方がある場合に証明すると、μ1 も小さいことを仮定しなくてはならなかった。本論文では、1階微分に非

有界係数を持ったPucci 方程式の強解の存在定理を用いることで、μ1 は小さくなくてもABP型最大値原

理が成立することを証明した。また、この結果は係数や非斉次項の依存性を正確に導いている。この精密な

評価により、1階微分が超線形増大度を持ち、非有界係数を持つ場合でもLp 粘性解が強解の適切な弱解で

あることが証明できるようになった。つまり、Lp 粘性解に正則性があれば強解になることが本論文の結果

より導かれる。
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（2）Phragmén-Lindelöf の定理の Lp 粘性解への一般化

　nの非有界領域 Ωでの古典的Phragmén-Lindelöf の定理を非有界係数・非有界非斉次項を持った 2階完

全非線形楕円型方程式のLp 粘性解に対しても適当な仮定の下で成立することを示した。具体的には、μが

適当な条件を満たす時に、

　　　　　　　　　　　　　　P－(D2u) － μ(x) |Du| = f(x)   in Ω

のLp 粘性劣解 u が u≦0 on ∂Ωおよび u(x) ＝ Ｏ (log |x|) ( |x| → ∞ ) ならば、u≦0 on Ωが成り立つことを

証明した。ただし、Ωは無限に続く筒や錘状領域を例として含むような適当な条件を満たす領域とする。

強解に関してはPhragmén-Lindelöf の定理はA. Vitolo によって研究され、粘性解に関しては I. Capuzzo 

Dolcetta-Vitolo によって有界係数μの場合に拡張された。小池との共同による本研究では、非有界係数の

場合に一般化した。ただし、先行結果では u(x)= Ｏ (|x|α) を仮定しているが本研究ではより強い仮定を置

いている。Phragmén-Lindelöf の定理は弱最大値原理の一種であるが、小池 -Święchによる最新の境界弱

Harnack 不等式を利用することで、領域が非有界であることの困難を乗り越えた。また、対数関数的増大度

を仮定したのでVitolo 等が用いた冪乗型「テスト関数」は利用できない。そこで、巧妙な対数型「テスト関数」

を構成した。

以上の成果は国際研究集会等で発表され、2編の論文として査読付国際誌に投稿され、既に出版されてい

る。また、数理解析研究所紀要にも一編の論文がある。以上を総合的に審査した結果、当学位論文審査委員

会は全員一致で博士（理学）に充分値する論文であると認め、合格と判定した。




